LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le vendredi 06/01,/2012
ECS 2 — Mathématiques

Correction du DM n°9 : Polynémes d’endomorphisme, produits scalaires

Correction de ’exercice — (extrait de ESCP 1997) — Polynémes de Hermite

1. (a)

On a, pour tout x € R :

o g(x) = e’é, donc Hy(z) =1;
o ¢'(x) = —xe” -
o ¢'(r) =2%e"2 —e 2, donc Ho(z) = 2% —1;

o ¢ (z) = 2% 4 2e~ % +ae % = (—a + 3x)e*§, donc Hs(x) = 23 — 3.

, donc Hy(x) = x;
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e Suivons l'indication de I’énoncé. Soit n € N*. Pour tout = € R,

g(nJrl)(x) _ (g/)(n)(x) _ h(n)(:c) — (g . k;)(n) (:E),

ou k = —id. Ainsi, d’aprés la formule de Leibniz,

Vz eR, g (@) = (Z) 9P () k) @),
p=0

Or, k est une fonction polynomiale de degré 1, donc pour tout p > 2, k@) = 0. Ainsi

vl o) = (§ )o@k + ()o@ @) = ~29) - ng" Do),

Ainsi,
22 22
Vo €R, Hnpi(z) = (—1)""le= g (2) = a(-1)"e> ") () — n(=1)" 1" V(x)
=xH,(x) — nH,_1(x).

e Soit n € N*. On a, pour tout x € R :
H (@) = (—1)" (2eF g () + ¢ g (2)) = wHo(2) — Hyar(w) = nHy o (2),

d’aprés la relation (1).
Le calcul de Hy, H1, Ho, H3 nous permet de conjecturer que pour tout n, H, est un polynoéme de degré
n, de la méme parité que n, et de coefficient dominant 1. Montrons cela par récurrence.
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): H,, est un polyndme unitaire de degré n, de méme parité
que n.
D’apreés le calcul de Hy et de Hy, les propriétés P(0) et P(1) sont vraies.
Soit n € N tel que P(n) et P(n + 1) soient vrai. Alors, d’apreés la relation (1), H,; est un polyndme,
en tant que produit et combinaison linéaires de polynomes (car H,, et H,,_1 sont des polynémes d’aprés
Ihypothése de récurrence).
De plus, d’aprés 'hypothése de récurrence, deg H,+1 = n+ 1 > 0 donc, d’aprés la relation (2) au rang
n+2,degH,) o =n+1>0,donc deg Hyyo =n + 2.
Par ailleurs, soit pour tout k& € N, ay, le coefficient dominant de Hy. Alors, par hypothése de récurrence,
ant+1 = 1. De plus, d’aprés la relation (2), Hy42 étant de degré n + 2 (donc a,1o étant le coefficient
du terme de degré n + 2 de ce polynome), on a la relation : (n + 2)a,+2 = (n + 2)an+1, done, puisque
n+2#0, apr2 = anpge1 = 1.
Enfin, H,, étant de la parité de n, et X étant impair, X H,, est de la parité de n + 1. De méme, nH,,_1
est, par hypothése de récurrence, de la parité de n — 1, donc de n 4 1. Ainsi, d’aprés la relation (1),

H, 4 est de la parité de n + 1.

Par conséquent, P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout n dans N, P(n) et P(n + 1) entrainent P(n + 2).
D’apreés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.



2. (a)

Soit n € N La fonction f, : * — x™e™ 2 est continue sur R, donc l'intégrale / fn(z) dx possede
—0o0
deux impropriétés en —oo et en 4o0.

De plus, d’aprés les théorémes de croissance comparée,

. . _z2 . . _z2
lim 2%f,(r) = lim 2"™%e™2 =0 et lim 2%f,(r) = lim 2"™%e”2 =0
Tr—r+00 Tr—r+00 T—r—00 T—r—00

Donc f,(z) =0 (z%) au voisinage de 400, et également au voisinage de —oo. Comme les intégrales

/—1 dz /+°° da
e hund
2 2
—00 ¥ 1 €z
convergent, on en déduit, par comparaison des intégrales de fonctions de signe constant (c’est le cas au
—+o0

voisinage de 400 et de —00) par négligeabilité, on en déduit que / fn(z) do converge.
(o]

22

2 est une combiunai-

Soit maintenant P une fonction polynomiale quelconque. La fonction z — P(z)e

1t 22
son linéaire finie de fonctions f,,, n € N. Ainsi, on obtient la convergence de / P(z)e™ 2 du.
— 00

V21
Tout d’abord, l'intégrale est convergente pour tout polynéme P et ), d’aprés la question précédente.
Alnsi, (P, Q) est définie pour tout couple (P, Q) de polyndmes.
Vérifions que cela définit un produit scalaire.
e Soient P,Q, R trois polynomes, et A un scalaire. Alors

1 [t 22
OP+Q.R) = —— /_ (AP(z) + Q(2))R(z)e~ % da.

Les intégrales étant toutes convergentes, on peut écrire, par linéarité de 'intégrale :

Ao [T 22 1 [t
(AP+Q,R) = E/ P(z)R(z)e” 2 dx + Nor: [ Q(z)R(z)e” = dz = A(P,R) + (Q,R).

Ainsi, (-,-) est linéaire par rapport a la premiére variable.

e Clairement, le produit de polynémes étant commutatif, (-,-) est symétrique.

e Etant symétrique et linéaire par rapport a sa premiére variable, elle est aussi linéaire par rapport a
la seconde variable.

e Soit P € R[X]. Alors pour tout z € R, P(:E)Qe_é est positif. Par positivité de l'intégrale, on en
déduit que (P, P) > 0.

e De plus, pour tout polynéme P, la fonction xz — P(J:)Qe’% étant continue sur R et positive, on en
déduit que (P, P) = 0 si et seulement si pour tout z € R,

P(z)*~ 7 =0 soit: P(z) =0,
du fait que e_% # 0.

Ainsi, (-,-) est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur R[X], donc c¢’est un produit scalaire.

Pour tout z € R, on a
2

P@)g" V(@) = (1) P}y (0)e % an't e,

olt a est le coefficient dominant du polynome (—1)""!P, et d son degré. Ainsi, d’aprés les croissances

comparées,

v

lim P(z)e” 2 =0.

Tr—r+o0

Soit n € N. On a :

+oo 2 _1\n o0
(Hp, Ho) = %/ H,(z)e” 7 dz = ) / g™ (z) da.

Ainsi, deux cas se produisent :



e Sin > 0, alors (la convergence de l'intégrale nous permet d’affirmer l'existence des limites dans la

variation de la primitive)

(t o) = L g0 " o

d’aprés la question III-1(a), appliquée au polynéme P = 1. Ainsi, pour tout n € N*, (H,,, Hy) = 0.

e Sin =0, alors

Hy, H, 1 e _ﬁd 1
) = T e 2 xr =1,
(Ho, Ho) _QW/_OO

d’aprés le rappel effectué dans le préambule du probléme.

Soit (n,m) € N* x N*. On a, en utilisant la définition de H, :

_ L oo -2 _(=nr ree (n)
(H,,Hp) = \/%/00 H, (x)Hp,(x)e dz = Nl H,,(2)g'"™ (x) dx.

Effectuons une intégration par parties sur cette intégrale, en posant :
Ve e R, wu(z) = Hpn(x) et v(z) = gV ().
Les fonctions u et v sont de classe C' sur R, et :
Ve eR, u(x)=H (z) =mHy, 1(z) et ' (z)=g"™ ().
De plus, d’aprés la question III-1(a), appliquée au polynéme P = H,,, on a

zgr—ir-loo u(z)v(z) =0= mEIPoo u(z)v(z).

Par conséquent, on peut faire I'intégration par parties directement sur l'intégrale impropre, et :

- oo —1)" imy oo _1\n 400

(\/% i Hp(2)g"™ (2) dz(\/% {u(x)v(x)nmw(% [ o (@)o(z) d
_ nflm “+oo

B % | @ @) da

m teo 2
= \/—2_71- /700 Hm,l(z)Hn,l(x)(fT dx = m<Hn,1,Hm,1> .

Soit m < n deux entiers positifs. Alors, en itérant la relation ci-dessus, on obtient :
<Hn; Hm> = m! <Hn—m7 HO> =0,

puisque n —m > 0, et d’aprés la question 1(b).
Ainsi, les H,, sont deux a deux orthogonaux, donc forment une famille orthogonale.
De plus, de la méme fagon,

<Hn7 Hn> = 7’L' <I{07 H0> = n'

toujours d’apreés la question 1(b).

Correction du probléme —

Partie I — La suite des noyaux itérés et les sous-espaces caractéristiques

1. Soit k € N, et soit z € Ker((u — Nid)*). Alors

(u — Nid)* 1 (z) = (u — Md)((u — M\id)*(2)) = (u — Aid)(z) = 0.

Ainsi, # € Ker((u — Aid)**1). On a bien :

Vk €N, |Ker((u — Mid)®) C Ker((u — Aid)*1) |.




2. La suite (dim Ker((u—)\id)k)) est donc une suite d’entiers positifs, croissante, et bornée par n. Elle ne peut pas
étre strictement croissante (sinon, par une récurrence immeédiate, pour tout k € N, dim Ker((u — Aid)*) > k,
ce qui contredit le fait que cette dimension doit étre inférieure a n)

Ainsi, comme elle est croissante mais pas strictement croissante, il existe kg tel que

Ker((u — A\id)*) = Ker((u — Aid)**1) |

3. Soit k > ko, et soit z € Ker((u — Aid)**1). On a alors
0= (u— Nd)*(2) = (u — Aid)T ((u — Xid)* 0 (2)).
Ainsi, (u — Md)* 0 (z) € Ker((u — Aid)*o*1) = Ker((u — Aid)*°), donc
(u — Md)* ((u — Mid)*=*o(2)) = 0 donc: (u — Aid)*(z) = 0.

Ainsi, on a montré que Ker((u — Aid)**!) C Ker((u — Aid)*). L’inclusion réciproque étant aussi vérifiée,

d’aprés la question 1, on en déduit que pour tout k > kg

Ker((u — Md)*) = Ker((u — Xid)* 1),

et don | Ker((u — Xid)¥) = Ker((u — Mid)"). |

4. Puisque X est une valeur propre de u, et d’aprés la question 1, on a :

{0} € Ker(u — Aid) C Ker((u — Aid)™ ) = Ch,

donc .

De plus, soit x € C). Alors
(u — Aid)™ (u(x)) = wo (u — Aid)™ (z),

car d’aprés le cours, deux polynémes d’un méme endomorphisme commutent. Ainsi :

(u— Aid)™ (u(z)) = u(0) = 0.

Donc u(z) € Cy. Par conséquent,

C)\ est stable par u. ‘

5. On a, par définition de ny, et d’aprés la question 1 :
0 = dim Ker(u — Mid) < dim Ker((u — Aid)?) < --- < dim Ker((u — Aid)™.

Ces inégalités strictes étant prises entre des entiers, il en résulte (éventuellement par une récurrence immeé-

diate) que

‘ dim C), = dim Ker((u — Aid)"™ > ny ‘

6. Supposons que u est diagonalisable. Il existe une base B dans laquelle la matrice de u est égale a

A0 e 0
0
A
D - ’
H1
0
0 e 0
ol les y; sont distincts de A. Ainsi, les matrices de u — Aid et de (u — Aid)? dans cette méme base sont
respectivement
0 0 0 0 0 0
0o . 0
D-AI, = o © | et (D-AL)? = 0
: o= A : e (= A)?
0 0
0 0 — A 0 0 (ur—N?




Comme les coefficients 11; — A sont non nuls, ces deux matrices ont méme noyau, égal & ’espace engendré par
les ¢ premiers vecteurs de la base B, ¢ étant le nombre d’occurrences de A sur la diagonale de D.

Ainsi, Ker(u — Aid) = Ker((u — Xid)?), donc [ny = 1],

Partie IT — Polynéme annulateur de u

1. Supposons que p n’est pas une valeur propre de u. Alors u — pid est un isomorphisme, donc aussi (v — uid)k.
Soit x € E. On a donc
P(u)(x) =0, donc: (u — pid)*(Q(u)(x)) = 0.

Ainsi, Q(u)(x) € Ker((u — pid)*) = {0} (du fait de la bijectivité), donc Q(u)(x) = 0. Ceci étant vrai pour
tout z de E, on a|Q(u) =0}

2. Supposons que p est valeur propre de u. D’aprés la question I-1 (pour le cas o k < ny) et la question I-3

ainsi que la définition de ny (pour le cas k > ny), on a
Ker((u — pid)*) C Ker((u — pid)™).

Or, en adaptant le raisonnement de la question précédente, pour tout z € E, Q(u)(x) € Ker((u — uid)*),
donc Q(u)(x) € Ker((u — pid)™), donc

(u — pid)™ o Q(u)(z) = 0.

Alinsi, ceci étant vrai pour tout x de F, | (X — )™ @ est un polynoéme annulateur de u

3. L’endomorphisme u admet au moins un polynéme annulateur, car £(E) est de dimension finie n?, donc la

famille (u®,u!, ..., u™") est liée, car de cardinal n2 + 1. Il existe donc des coefficients Ao, ..., A2 tels que

Aou? + -+ )\n2u"2 =0.

Par conséquent, A\g + M1 X + -+ A2 X n* est un polynéme annulateur de u.
Soit donc P un polyndéme annulateur quelconque de u. Quitte a le diviser par son coefficient dominant (ce

qui ne change pas son caractére annulateur)7 on peut supposer que P est unitaire.

D’aprés une propriété du cours, toutes les valeurs propres de u sont des racines de P. Notons Aq,..., Ak
les valeurs propres de u, et ui, ..., us les autres racines de P. Il existe donc des entiers strictement positifs
ai,...,ar et by, ..., by tels que

4

k
P =TI = ) [T =2,

i=1

D’aprés la question 1 appliqué successivement aux racines i1, fo,. .., t¢, on en déduit que le polynome
k
P= (X =%
j=1

est encore un polynéme annulateur de u. On applique ensuite la question 2, successivement aux racines

A1,...\; (en passant le facteur correspondant & la gauche de ’expression, ce qu’on peut faire par commu-
k

tativité du produit des polyndmes), on en déduit que H(X — A;)" est un polynome annulateur de u,
j=1

c’est-a-dire que H (X — A)™ est un polyndéme annulateur de u |.

AESP(u)
4. D’apres la question I-6, si u est diagonalisable, pour tout A € Sp(u), ny = 1. Ainsi, d’aprés la question
précédente, | le polynéme P = H (X — A) est annulateur de u | Ce polynome est bien a racines simples.
AESp(u)

On aurait pu montrer ce résultat de fagon plus élémentaire en calculant P(D), D étant une matrice diagonale,

associée & u dans un choix adapté d’une base de F.



Partie III — Expression de I comme somme directe des sous-espaces caractéristiques

1.

(a)

e Soit € Ker(P(u)). Comme deux polynémes de ’endomorphisme u commutent (et que u est un

polyndme en u, associé au polynéme X), on a

Pu)(u(x)) = wo P(u)(x) = u(P(u)(x)) = u(0) = 0

Ainsi u(z) € Ker(P(u)) et donc ‘ Ker(P(u)) est stable par .

e Le méme raisonnement montre que | Ker(Q(u)) est stable par w. ‘

Soit z € Ker(P(u)). Alors

P(u1)(z) = P(u)(x) = 0.

Comme u; est définie sur Ker(P(u)), on en déduit que ‘ P est un polynéme annulateur de u;. ‘

De méme ‘ Q@ est un polynoéme annulateur de us. ‘

Soit A une racine de @Q, alors elle n’est pas racine de P (car P et @ n’ont pas de racine commune). Or,
les valeurs propres de u; sont nécessairement racines de P (car P est un polynome anulateur de u;.

Ainsi, A\ ne peut pas étre valeur propre de u.

On peut en conclure que ‘ les racines de () ne sont pas valeurs propres de u;. ‘

En notant \q,...,\; les racines de @), on peut alors écrire,
Q(u1) = afug — Aid)* o« -+ o (ug — Agid)?*,

ot les a; sont les multiplicités des \; comme racine de @, et « le coefficient dominant (non nul) de
Q. Or, les \; n’étant pas valeurs propres de wuy, pour tout ¢ € [1,k], u; — A;id est un automophisme
de Ker(P(u), donc aussi (u3 — A;id)*. Ainsi, Q(u1) s’écrit comme la composée d’automorphismes de
Ker(P(u)).

On en déduit que ‘ Q(u1) est un automophisme de Ker(P(u)). ‘

Soit alors z € Ker(P(u)) N Ker(Q(u)). On a :

Or, comme x € Ker(P(u)), Q(u)(x) = Q(u1)(z). Par ailleurs, Q(u1) est un automorphisme, donc le fait
que Q(u1)(x) = 0 implique que z = 0.

Ainsi, Ker(P(u)) N Ker(Q(u)) C {0}, et 'inclusion réciproque étant triviale, puisqu’il s’agit de sous-
espaces vectoriels, on a 1’¢galité Ker(P(u)) N Ker(Q(u)) = {0}.

Par conséquent, (P(u)) + Ker(Q(u)) est directe. ‘

Soit z € Ker((PQ)(u)). On a donc

P(u)oQ(u)(z) =0 donc: Q(u)(x) € Ker(P(u)).

Comme Q(u1) est un automorphisme de Ker(P(u)), le vecteur Q(u)(x) admet un unique antécédent par

Q(u1). Autrement dit, il existe un unique vecteur x; de Ker(P(u)) tel que

Q@) (@) = Qu)(21) = Qu)(a1) |

La question 1(c) s’adapte bien stir & us et P : P(us) est un automophisme de Ker(Q(u)).

Le méme raisonnement que ci-dessus permet alors d’obtenir U'existence d’un unique x5 € Ker(Q(u)) tel
que | P(u)(z) = P(u)(x2). |

Ona:

o Q(u)(x —x1) = Q(u)(zr) — Q(u)(x1) = 0, par définition de ;.

o Plu)(z —21) = P(u)(z) = P(u)(z1) = P(u)(z), car 21 € Ker(P(u)).

Alnsi, x — 1 est dans Ker(Q(u)) et vérifie P(u)(z — x1) = P(u)(x). Par unicité de xo vérifiant cela, on

en déduit que |z — 21 = 29




3.

5.

(c) e D’apres la question précédente, pour tout z € Ker((PQ)(u)), il existe 1 € Ker(P(u)) et zo €
Ker(Q(u)) tels que = x1 + x2. Ainsi,

Ker((PQ)(u)) C Ker P(u) 4+ Ker(Q(u)).

e Soit © = Ker(P(u)) + Ker(Q(u)). 1l existe 1 € Ker(P(u)) et z2 € Ker(Q(u)) tels que x = x1 + x.

On a alors
(PQ)(u)(z) = Q(u) o P(u)(z1) + P(u) o Q(u)(z2) = Q(u)(0) + P(u)(0) = 0.

Ainsi, z € Ker((PQ)(u)), donc Ker(P(u)) @ Ker(Q(u)) C Ker((PQ)(u)).

Des deux inclusions, et du caractére direct de la somme, prouvé en 1(d), on déduit que

| Ker((PQ)(u) = Ker(P(u)) & Ker(Q(u)) |

Par une récurrence immédiate, si Py, ..., P sont des polyndémes deux a deux sans racine commune, on obtient

k
Ker((Py --- Py)(u)) = @Ker(a(u)).

Ainsi, en appliquant cela avec P = [, cqp,(,) (X — A)™, et en posant pour tout A € Sp(u), Py = (X — A)™,

les polynoémes Py sont bien deux & deux sans racine commune, donc

Ker(P(u)) = @ Ker(PA(w) = @5 Ker((u—Xid)™)= P Ch.

AeSp(u) A€Sp(u) AeSp(u)

Or, d’apres la question I1-3, P est un polyndéme annulateur de u, donc Ker(P(u)) = E. Ainsi, on obtient :

E = @ C |

AESp(u)

Nous avons déja montré que si u est diagonalisable, alors pour tout A € Sp(u), ny = 1.
Mountrons la réciproque. Soit u tel que pour tout A € Sp(u), ny = 1. Notons E) les sous-espaces caractéristiques

de u. Puisque ny = 1, on a, pour tout A € Sp(u), Ey = C). Ainsi,
B - Dok
AEE AEE

Ainsi, F est la somme des sous-espaces propres de u, donc u est diagonalisable.

Par conséquent, | u est diagonalisable si et seulement si pour tout A € Sp(u), ny = 1. ‘

(a) Soit uy la restriction de u au sous-espace stable C'y. Le polynome (X —\)™* est annulateur de uy. Ainsi, en

posant vy = Aid et wy = u — Aid, ‘ vy est diagonalisable‘ (car c’est une homothétie) et ‘ w) est nilpotent

(pisaue w3 =0), e [in Tir =]

De plus, une homothétie commute avec tout endomorphisme, donc vy o wy = w)y o vy.

(b) Notons Ap,..., A\ les valeurs propres distinctes de u. On a donc E = Cy, @ --- @& C),. On définit alors

pour tout z de F, dont la décomposition dans cette somme directe est x = 1 + - - - + xx,
v(@) =va (@) 4o (@r) et w=w (1) + - 4wy, (T3)

e Soit x et y dans E, de décompositions 1 + --- + x et y1 + -+ -+ yg, et u € C. Les C) étant des
sous-espaces vectoriels, pour tout i € [1, k], px; + y; est dans Cy,, donc

Az +y = (uz1 +y1) + -+ (paw + yr)
est la décomposition de Az + y dans la somme directe C, & --- @ C,,. Ainsi

v(px +y) = v, (p21 +y1) + -+ o, (Lee + i),



et, en utilisant la linéairité des vy,

v(px +y) = p(or, (1) + - Fon (@r) +oa, (Y1) + - Foa, (yr) = po(z) + v(y).

Ainsi, ‘ v est un endomorphisme de E ‘

On montrerait selon le méme principe que ‘ w est un endomorphisme de F ‘

e Soit A une valeur propre de u et soit Soit 2 € C) un vecteur propre associé a vy. Alors, la décomposition
de x dans la somme directe Cy, @ ---®Cy, est t =04+---+ 2+ ---+0, le seul terme non nul étant
sur le facteur correspondant & Cy. Ainsi, v(z) = vx(x), et donc x est aussi un vecteur propre de v.
Comme les vy sont tous diagonalisables, il existe une base des C), constitués de vecteurs propres
des v). En juxtaposant ces bases, on obtient une base de leur somme directe, donc de E. Chaque
vecteur de cette base est un vecteur propre d’un des vy, donc est un vecteur propre de v, d’aprés ce

qu’on vient de voir. Ainsi, on a construit une base de E constituée de vecteurs propres de v, donc

v est, diagonalisable |.

e Les w) étant des endomorphismes de C'y, si x = x1 +- - -+ x, est la décomposition de z dans la somme
directe Cy, @ -- @& Cly,,, alors w(z) = wy, (x1) + - - -+ wy, (zx) est la décomposition de w(z) dans cette
méme somme directe. Ainsi, un argument de récurrence immédiat permet de montrer que pour tout
N € N*,

wN(:c) = wﬁyl (1) +---+ wﬁ\\l (zk).

Soit alors N supérieur au maximum des indices de nilpotence des endomorphismes nilpotents wy, , wx,, . .., Wy, -

On a alors, pour tout # € E, w” (z) = 0. Donc | w est nipotent |

e Soit x € C\. On a alors, par définition de v et w, et par commutation de vy et wy :
vow(z) =vowy(x) =wvyowr(x) =wyovx(z) =wouv(x).

Soit maintenant x quelconque dans F, et x = z1 + - -+ + z} sa décomposition dans la somme Cy; &

-+ @ Cy,. On a alors, d’aprés ce qu’on vient de prouver :

k
v o w(x) :Zvow(xi) :Zwov(xi) = w o v(x).

=1

Ainsi, [vow =wowv

Partie IV — Polynéme annulateur minimal de «

1. Les valeurs propres A1, ..., \; sont des racines de P. Soit pq, ..., ¢ les autres racines éventuelles de P. En
notant aq,...,ax les multiplicités des racines Ay,..., \; et B, ..., B¢ les multiplicités des racines p1, ..., e,
et a le coeflicient dominant de P, on obtient la factorisation suivante (dans C) :

P =a(X = \)% o (X = M) (X — ) - (X — )™,

Les polynomes considérés dans cette factorisation n’ayant pas de racines communes 2 4 2, on obtient, en

itérant I1I-2(c)
k ¢

Ker(P(u)) = @ Ker((u — \id)*) @ @Ker(u — ;)P

i=1 j=1
Comme les u; ne sont pas valeurs propres de u, u — p;id est inversible, donc aussi (u — ,uj)Bf. Ainsi, Ker((u—

1)) = {0}, done
k

Ker(P(u)) = @ Ker((u — \;id)*).

i=1
Or, pour tout A € Sp(u), Ker((u — A)®) C Cy. Si cette inclusion était stricte pour une des valeurs propres,

on aurait alors
k k

dim Ker(P(u)) = Z dim(Ker(u — A\;id)*) < Zdim Cy, =dim E,

i=1 i=1



d’aprés III-3. Ceci entre en contradiction avec le fait que P soit un polynéme annulateur de u (ce qui signifie
que dimKer(P(u)) = dim E.
Ainsi, pour tout ¢ € [1, k], Ker((u — \;id)® = C),. Or, ny, est la valeur minimale pour laquelle cette égalité

est satisfaite, par définition des sous-espaces caractéristiques. Ainsi, pour tout ¢ € [1, k], a; = ny,.

Ainsi, ‘tout A € Sp(u) est racine de P de multiplicité au moins égale a ny. ‘

2. Ainsi, toujours en notant Ai,...A; les valeurs propres deux & deux distinctes de u, et P un polyndme
annulateur, P est divisible par (X — A1)™1, (X — A2)™2, ..., (X — Ag)™ . Comme les ); sont deux a deux

distincts, P est divisible par le produit de ces polynémes, donc | P est divisible par H (X =A™ |
AESP(u)

Ainsi, tout polynéme annulateur étant divisible par H (X — X\)™, ce polynome est de degré inférieur ou
AESP(u)
égal A tout polynome annulateur (excepté le polynéme nul bien entendu). Comme de plus, H (X =)™

AESP(u)
est un polynéme annulateur de u d’aprés la question II-3, on en déduit que :

H (X = A)™ est un polyndéme annulateur de degré minimal.
AESP(u)

3. D’apres la question I-5, pour tout A € Sp(u), ny < dim(C). Ainsi,

deg [ J] &x=n™]= > nma< > dimCy=dimE=n,
AeSp(u) AeSp(u) AESP(N)

I’avant derniére égalité découlant de III-3.

Il existe donc un polynéme annulateur de u de degré inférieur ou égal a n.

4. Supposons que u admette un polyndme annulateur a racines simples. Alors pour tout A € Sp(u), A\ étant
racine de P, sa multiplicité est exactement égale & 1. Or, d’aprés la question IV-2, cette multiplicité est au
moins égale & ny. Ainsi, ny < 1. Comme A est valeur propre, on a aussi ny > 1. Ainsi, pour tout [ € Sp(u),
ny = 1, et donc

Cy = Ker((u —id)™) = Ker(u — Aid) = Ej,

ou F) désigne le sous-espace propre de u associé & la valeur propre A. D’aprés la question IT1-3, on en déduit

P EB=E

AESP(u)

que

donc que |u est diagonalisable.

Ce dernier résultat constitue une réciproque de la question II-4.



