LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 10/09/2011
ECS 2 — Mathématiques

DS n°1 — Suites et séries

Correction de ’exercice 1 —

Soit a € R. Soit (u,) une suite définie par ug = a et pour tout n € N, u,41 =

22Uy +4
Up—1 "

1. Etude de existence de (u,)nen

(a)

o f est définie sur R\ {1}.
e L’équation f(x) =2 équivaut a 2z + 4 = 2z — 2, donc 4 = —2, ce qui n’est pas possible. Donc 2 n’est
pas dans 'image de f
e Soit y € R\ {2}. L’équzltion f(z) = y équivaut & 2x +4 = zy — y, donc & z(y — 2) = y + 4, donc,
_ Yyt

puisque y # 2, 4 x = -

Ainsi, y a un et un seul antécédent par f
On en déduit que f est une bijection de R\ {1} sur R\ {2}, et que sa réciproque est donnée, pour tout

y € R\ {2}, par :
_yt4

-1
gy) =) et
La fonction f étant définie sur R\ {1}, le seul cas de figure dans lequel (u,,) n’est pas défini est celui
o, lors de la construction de (u,,), une valeur donnée prend la valeur 1, empéchant ainsi de continuer
a appliquer f.

Ainsi, (up)nen n'est pas définie si et seulement s'il existe n tel que u,, = 1, c’est-a~dire fo---o f(up) = 1,
c’est-a-dire fo---o f(a) = 1, le nombre de termes dans cette composition étant n.

Cette condition équivaut & a = f~1o--- 0 f~(1) = v,, par définition de (v,).

Ainsi, (uy) n’est pas bien définie si et seulement s’il existe n tel que v, = a. On obtient le résultat en
contraposant.

La fonction g étant un quotient de deux fonctions polynomiales, elle est dérivable sur son domaine de
deéfinition R \ {2}, et

vreR\ {1}, (o) ¥=D=W=H 6 _,

(y—2)? (y—2)?

Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :

x —00 2 —+00

glz) |1
\

D’aprés ces variations, g(] — 0o, 2[) =] — oo, 1[C] — 00, 2[, donc V'intervalle | — 0o, 2[ est stable par g

—0o0

Cela prouve au passage que (v,,) est bien définie, puisque vg = 1 €] — 002], et tous ses termes sont dans
] — 0,2[.

Par ailleurs, la décroissance de g va nous permettre d’étudier la monotonie des deux suites extraites
(van) et (van41). En effet ces suites extraites sont définies par une relation de récurrence donnée par la
fonction g o g, qui, d’apreés les régles de composition des variations, est croissante.

On calcule les premiers termes dont on aura besoin : vg =1, v1 = =5, vy = %
On a alors vg > vo. Par croissance de go g sur | — oo, 2], on obtient go g(vg) > go g(v2), donc vy > v4. En
itérant ce processus, l'inégalité de propage & tous les rangs (on ne sort jamais de lintervalle | — oo, 2],

pas stabilité de cet intervalle), et (v, ) est donc décroissante.

Par ailleurs (van+1) = (f(v2n)), donc, f étant décroissante, et (ve,) aussi, on en déduit que (ve,41) est
croissante.



(d)

On a, pour tout y € R\ {2} tel que g(y) # 2,

yt4
gogly) = 2t B4
~ yt4 = :
% -2 y+8
Ainsi, y est un point fixe de g o g si et seulement si 24=% = y, c’est-a-dire y% — 3y — 4 = 0. Ainsi, les

: —y+8
points fixes de g o g sont —1 et 4.

La suite (van41) est croissante, et majorée par 2. Elle est donc convergente. Elle converge donc vers un
point fixe de go g (car cette fonction est continue) ou un bord du domaine. Comme (vg,+1) est & valeurs
dans | — 00, 2, le seul point fixe possible est —1, et le seul bord possible est 27, ce qui n’est pas possible,
car sinon, f(vap4+1) — —o00, puis f o f(vant1) — 1, donc va, 3 — 1, ce qui entre en contradition avec
02n+1 — 2

Ainsi, lim vy, = —1.

En appliquant la fonction f continue en —1,

lim f(von41) = f(—1) = -1, donc: limvg, 10 = —1.

Ainsi, lim vg, 1 = limvg, = —1, donc, par un argument classique, (v,) admet une limite, égale a —1.

2. Convergence de (u,) On suppose dans toute cette question que a ¢ {vy, k € N}. Ainsi, la suite (u,,) est
bien définie.

(a)

Soit x € R. Le réel x vérifie 'équation f(z) = x si et seulement si g o f(z) = g(z) (car g est bijective),
donc si et seulement si z = g(x). Ainsi, f et g ont les mémes points fixes, donc les points fixes de g sont
—1 et 4.

De méme, les points fixes de f o f sont les points fixes de g o g, & savoir —1 et 4 également.

La fonction f est dérivable sur R\ {1}, en tant que fraction rationnelle, et

Ve e R\ {1}, f’(x):—ﬁ<0.
Ainsi, on obtient le tableau suivant :
T —00 1 +o0
f'(x) - -
+00

Ces variations indiquent que f(]1, +o00[) C]2, +00[C]1, 400, donc |1, +00] est un intervalle stable par f.

Supposons a €]1, +oc[. Par un argument similaire & celui utilisé lors de ’étude de (v,,), la décroissance
de f sur lintervalle stable |1, +00[ améne la monotonie de (uzy,) et (u2n,41), dés lors que a €]1, +00[. On
passe de l'une & 'autre en appluquant f décroissante, donc ’une est croissante et ’autre est décroissante.
Celle qui décroit est minorée par 1, donc elle converge. Puisque la relation de récurrence satisfaite par
cette suite est donnée par la fonction f o f, qui est continue sur son domaine, la convergence se fait
vers I’'unique point fixe possible 4, ou vers un bord, le seul possible étant ici 1. Comme plus haut, cette
derniére possibilité n’est pas possible (appliquer deux fois f et regarder la limite alors obtenue) donc
cette suite tend vers 4, donc la deuxiéme suite, obtenue en appliquant f (continue) a la premiére, tend
vers f(4) = 4.

Par conséquent, (u2,) et (u2n+1) admettent la méme limite 4, donc (u,,) converge vers 4.

Supposons a €] — 00,—5[. On a f(—5) = 1, donc, f étant strictement décroissante sur | — oo, —5],
f(a) > 1, donc uy > 1, et on est ramené a I’étude précédente. Ainsi, (u,) admet une limite, égale a 4.
Supposons a €]1,1[. De méme, f(1) = —5, et f est strictement décroissante sur ]1,1[, donc f(a) < —5,
donc u; €] — 00, 5[ et on est ramené A 1’étude de la question précédente (on aura alors ug €]1, 4+o00[)

Par conséquent, dans ce cas aussi, (u,,) converge vers 4.



(f) Supposons a €] — 5, %[, a # —1, et supposons que pour tout n € N, u,, €] — 5, %[
On a, pour tout z € R\ {1},

_8x+4 —224+3z+4  —(z+1)(z—4)

fof(@)—a r+5 . r+5 r+5

Ainsi, fo f(x) — x est négatif sur ] — 5, —1[ et positif sur | — 11[.
e Sia €] —5,—1[, montrons que sous les hypothéses données, (u2,)nen est décroissante a valeurs dans
] — 5, —1]. Nous raisonnons par récurrence :
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): —1 > ug = ug = -+ > uap > —5..
La propriété P(0) est satisfaite par hypothése initiale sur a
Soit n € N tel que P(n) est vrai. Alors, la fonction f o f — id étant négative sur | — 5, —1],

f e} f(’(,LQn) — U2n § 0 soit: U2n+2 g Un, -

Puisque par hypotheése, la suite (u,) prend ses valeurs dans | — 5, %[, on a aussi ugpy2 > —5. Ainsi,
on obtient :
—1>wug 2> up = -+ 2 Ugp = Ugpg2 > —H,

ce qui correspond bien a la propriété P(n + 1).

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n+ 1). D’apreés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, la suite (u2,) est décroissante et & valeurs dans | — 5, —1].

En particulier, elle est décroissante et minorée, donc elle converge. Sa convergence se fait vers un point
fixe de f o f, ou vers un bord de son domaine. Comme (us2,) ne peut pas tendre vers —1 (a cause de
ses variations), ni vers 4, sa seule limite possible est la valeur —5 (bord du domaine de f o f. Or,

. . 8xr + 4
lim fof(z)= lim = —00,
r——5* z——5+ x+5
donc, si lim wusg, = —5", on obtiendrait lim ts,42 = —00, ce qui améne une contradiction.
n—-+0o0o n—-+oo

e Sia€]—1, 1], on montre de la méme maniére que (uz,) est croissante, et a valeurs dans | — 1, 1[, donc
convergente, vers —1, 4 ou —5, ce qui n’est pas possible du fait de ses variations.

Ainsi, I'hypothese stipulant que (u,) prend toutes ses valeurs dans intervalle | — 5, 1[ améne une
contradiction. On en déduit qu’il existe ng tel que w,, €] — 5, %[ Comme on a supposé que a n’est pas
égal & une valeur de v,, (donc en particulier, a # 1, =5, %), on est ramené, & partir du rang ng, & une des
situations décrites dans les questions (c), (d) et (e). Par conséquent, (u,,) converge vers 4.

(g) Nous avons donc montré que
e pour tout a € R\ {v,,n € N} différent de —1, (u,,) est bien défini et converge vers 4
e si a = —1, comme il s’agit d’un point fixe de f, (u,) est constante égale & —1, donc converge vers —1.
e sia € {v,,n €N}, alors (u,,) n’est pas définie pour les grandes valeurs de n.

3. Etude de la vitesse de convergence de (u,) Dans cette question, on pourra admettre le résultat suivant

1
(moyenne de Cesaro) : si une suite (a,) admet une limite ¢ (finie ou infinie) alors la suite (— (a4 -+ an))
n neN*
converge également vers /.

(a) L’énoncé n’est pas tout a fait exact. Il faut rajouter ’hypothése a > 1 et a # 4. Avec ’hypothése
supplémentaire sur a, pour tout n € N, u,, > 1 et u, # 4. Sous cette hypothése, étant donné k € N*
Iintervalle fermé dont les bornes sont u et 4 est entiérement compris dans le domaine de définition de
f. Comme f est dérivable sur son domaine de définition, on peut utiliser le théoréme des accroissements
finis entre 4 et uy : il existe un réel ¢, €] min(4, uy), max(4, ug)[ tel que

flur) = f(4) = fler)(up —4)  soit:  up —4 = f'(cp)(ur —4) = f'(cx)(f (ur—1) — 4)
En itérant cette relation en cascade, il vient :
Vn e N, f(un) —4 = f'(ca)f (cn1) - f'(c1)(f(uo) —4).

On obtient bien

flun) =4 =TT £(cr)(f (uo) = 4).

k=1

w



Comme (u,) tend vers 4, il en est de méme de min(4, u,,) et de max(4,wu,). Ainsi, comme on a
VYn € N*, min(4,u,) < ¢, < max(4, uy,),

le théoréme d’encadrement ameéne la convergence de (¢, )nen+, et lim ¢, = 4.
n—-+o0o

(b) On a f/(4) = —2, et f est continue en —2. Donc |f/(c)| — %, et par continuité du In, In|f'(c,)| —
In (2).
Par conséquent, d’apreés le théoréme de Cesaro admis dans [’énoncé,

1 , (2
i el =1 (5)
k=1
(¢) On a donc :

%gm Pl = (2) o) done gmu’(cm =t (3) + ofo)

Il existe donc une suite (x,,), vérifian w, = o(n), telle que

et donc, en appliquant ’exponentielle :
n 2 n
TT1F (c)] = (3 en (g)
k=1

On déduit alors de la question 3(a) que

2 n
W e N, [f(un) ~ 1= (3) e (flu) - )
Puisqu’on a supposé a # 4, ug — 4 # 0, et on peut donc poser w, = x,, + In(a —4) = o(n). On a alors
2 n
VneN, |f(u,)—4]= (§> evn,

(d) Sir =0, le résultat est trivial car ™ = 0.
Soit r € R%. On a :
lun — 4

Tn

_ en(ln % —In 7‘)+wn

e Sir> %, alors ln§ —Inr <0, et puisque w,, = o(n),

2 L4
lim n <1n— — 1nr> +w, = —00 donc: lim [u | =0.
n—-—+00 3 n—-+oo rn
Ainsi, |f(u,) — 4] = o(r™)
e Sir< %, alors ln% —1Inr > 0, et puisque w,, = o(n),
2 ) —4
lim n <1n — —1In r> + w, = 400 donc: lim M = +4o00.
n—-+00 3 n—-+oo rn

Ainsi, 7™ = o] f (un) — 4]).
(e) Une question supplémentaire pour régler le cas ot on n’a plus ’hypothése sur a.
e Sia=4oua= -1, la question ne’st pas intéressante, car (|f(u,) — 4|) est constante.
e Sia<1,a# —1, et anon égal & une des valeurs de v,, (afin que (uy,) soit bien définie), alors, d’aprés
ce qui précéde, il existe ng tel que u,, > 1. En posant 2z, = Un,+n pour tout n € N, on est ramené
pour la suite (z,) a la situation précédente :



* Sir> %,
|f(zn) =4[ =0(r")  donc:  [f(un) —4|=o0(r""") = —o(r") = o(r"),
puisque —; est une constante.
* Sirel0,2],
" =o(f(zn) — 4) donc: "7 = o f(u,) — 4), donc: " =o(f(un) —4),

puisque "° est une constante.
4. Programmation
Les cas ou il n’existe pas d’entier k tel que ug > 1 sont, d’aprés ce qui précede, le cas ot @ = —1 (suite
constante), et les valeurs de a pour lesquelles (u,,) est non définie, c’est-a-dire pour lesquelles, il existe une
valeur k telle que ug = 1 (la valeur suivante ne pouvant alors pas étre calculée). On obtient alors

begin program suite;

var u:real; n:integer;

begin
writeln(’a?’); readln(u); {initialisation de la suite}
if u=-1 then n:=-1
else
n:=0; {initialisation du compteur d’indice}
begin
while u < 1 do {on s’arréte si u_n=1 ou u_n>1}
begin
n:=n+1
u:= (2*%u+4)/(u-1); {calcul de la valeur suivante de u_n}
end;
{pourquoi s’est-on arrété? (u_n=1 ou u_n>17)}
if u=1 then n:=-1 {si c’est car u_n=1, par convention il faut renvoyer -1}
end;

readln(’Le rang recherché est’,n);
end.

Correction de ’exercice 2 - (HEC 2010)
1. CONS : une suite réelle décroissante est convergente si et seulement si elle est minorée.
2. (a) Le systéme M X = aX fournit :

l—a)z1+z2+--+2,=0 et Vie[l,n—1], = =ax;—1.

Si x,, = 0, on obtient facilement X = 0, et si z,, # 0, x; = a" 'z, et par substitution dans la premiére
équation, (—a" +a" "' +---+a+ 1)z, =0, et cela n’est possible que si —a” +a" "' +---+a+1=0.
Ainsi, le systéme admet une solution non triviale si et seulement si A\ est racine du polyndéme X" —
X"_l—Xn_Q—---—l.

(b) La fin de la résolution du systéme précédente ameéne alors sans difficulté

an—l
E, =R
a
1
3. (a) Px(1)#0, donc
1— k
Pk(x):()<:>xk:1—|—x+~~+xk71:1—I<:>3:k+1—23:k—|—1:f(:1:)
—x

On a pour tout x, f'(x) = 2*~1((k + 1)z — 2k), donc il existe 3 > 1 tel que f est décroissante sur |1, 3[,
et croissante sur |3, +oo[. Comme f(1) < 0 et HIJP f(z) = +0o0, on en déduit Pexistence et I'unicité de

ay par le théoréme de la bijection sur |3, +ool.



(b)

Pi11(ag) = Peyi(ar) — Pe(ax) = aZH - 2@2 = —1 (d’aprés ’équation trouvée dans la question précé-
dente). Ainsi, Pyy1(ax) < 0, donc, d’aprés le signe de P11 (négatif sur |1, ap41[ et positif sur Jag, +00f),
ar, < ap+1. Donc la suite (ay) est croissante. Par ailleurs, la fonction f de la question précédente vérifie
f(2) = 1, de méme signe que la limite en +o0o. Par unicité de la solution de l’equation f(z) = 0 sur
1, +o0], il vient alors ay < 2 (sinon on applique 2 fois le TVI entre 2 et ay, et entre a et +o0o et on
obtient une contradiction).

Ainsi, (ay) est croissante, majorée par 2. Elle converge donc.

En revenant & ’équation de la question précédente, que l'on divise par aZ, il vient :

1 1

0<2—ap=—< —
X a]]z\a]2€7

par croissance et donc, puisque a2 > 1, on a convergence de (ax) vers 2, par le théoréme d’encadrement.
Soit k = 2p. On voit facilement que f’ est de signe constant positif sur R_, donc f est strictement
croissante, de limite —oo en —o0, et f(0) = 1. D’ou existence et 'unicité de b, par le théoréme de la
bijection.

Papya(bp) — Pap(bp) = bfﬂ”“ - bfﬂ”“ - 2b§p = bf)p(bﬁ — b, —2).

Le polynéme X2 — X — 2 admet deux racines —1 et 2, et de plus, Ps,(—1) = 1, de méme signe que la

limite en —oo. Par le méme raisonnement que précédemment, on en déduit que b, €] — 1,0[, donc se
situe entre les 2 racines du polynome. Donc

P2p+2(bp) = P2p+2(bp) - P2p(bp) <0.

Comme Psp 49 est (sur R_) positive & gauche de by et négative a droite, by, > bpy1.

Ainsi, (b,) est décroissante, minorée par —1, donc converge.

Soit £ = limb,. Si £ # —1, alors —1 < £ < 0, et comme b, > ¢, on en déduit que lim b2? = lim b2P*+! = 0.
Ainsi, on obtient une contradiction en passant a la limite dans I'équation b2P+ — 22 4+ 1 = 0.

Donc ¢ = —1.

On a alors b2P(b, — 2) = —1, donc b2 = —%%2 — 1
Ainsi, 2pIn|b,| — In1 = —1In3, et comme |by| — 1, In |by| ~ |bp| —1 = —b, — 1. On obtient donc
In 3
bp+1 ~ —
pt +oo 2p
e Soit Q(X) = X" —2X™ + 1. Les valeurs propres de M,, sont les racines de @ différentes de 1. Le
polynome @’ admet une unique racine non nulle, égale & 2 — niﬂ > 1.

Donc @ est monotone sur [0,1], et Q(0) = 1, Q(1) = 0. Donc @ n’admet pas de racine sur [0, 1].
e D’apres I’étude de (ay), @ posséde une seule racine sur |1, +o0[
e Si n est pair, ( posséde une seule racine sur R_. Si n est impair, alors @ est toujours strictement
positif sur R_, donc n’admet pas de racine
Ainsi, @ admet au plus 2 racines différentes de 1, donc M,, admet au plus 2 valeurs propres Comme
d’aprés ce qui précéde, les espaces propres sont de dimension 1, M,, ne peut pas étre diagonalisable sur
R, sauf si n = 2. Dans ce dernier cas as et b; sont deux valeurs propres distinctes : la matrice étant
d’ordre 2, elle est diagonalisable.

’ : : 2n ) :
@, admet comme uniques racines 0 et e Or, 0 n’est pas racine de Q,, et

2n 2n \" 2
n =— - 1.
@ (n—|—1> (n—|—1> n+1+

Ainsi, Q,, (nz—]:l) = 0 si et seulement si

2n+1nn — (n + 1)n+1.

Or, sin > 2, alors n et n+ 1 n’ont pas de diviseur commun plus grand que 1, car un tel diviseur serait

aussi un diviseur de leur différence. Ainsi, n est premier avec n + 1, et donc avec (n + 1)"*1, donc n ne

divise pas (n+1)"*1 ce qui contredit I’équation précédente. Ainsi, on ne peut pas avoir Q,, nz—fl =0.

Par conséquent, @, n’a que des racines simples (aucune de ses racines n’est racine de Q). Ainsi, Q,
admet dans C n + 1 racines distinctes, dont 1, donc admet n racines 2 a 2 distinctes différentes de 1.
Ainsi, M,, admet n valeurs propres 2 a 2 distinctes sur C, donc M,, est diagonalisable sur C, pour toute
valeur de n.



Correction du probléme —

Partie I — Probabilité d’obtenir une séquence donnée dans une suite infinie.

1. A : la séquence apparait au moins & une position 7 quelconque, donc la séquence apparait au moins une fois
dans la suite infinie de caracteéres.

2. Pour tout i € N, A, = E(i,a1) NE(i + 1,a2) N---NE@GE+m—1,an).

3. Puisque £ > m, il n’y a pas de recoupement entre la séquence apparaissant a la position i et la séquence
apparaissant & la position i+ k. Considérons alors une suite (2, )nen- telle que (a1, ..., am) = (Zi, ..., Titm—1)
et (a1,...,am) = (Titk,-- -, Titmik—1)- Alors, la famille (F(n,z,))nen- étant une famille d’événements
mutuellement indépendants, en prenant J; = {i,...,i+m—1}, Jo ={i+k,...;i+m+k—1}et J3 = J1UJy
dans la définition de 'indépendance mutuelle, on obtient, puisque l'union définissant J3 est disjointe :

P(AimAiJrk) =P ﬂ E(jvxj)m ﬂ E(jaxj) =P ﬂ jvxj H P ]aIJ

JEJ JEJ2 JEJ3 JEJs

= H P(E(jaxj H P(E ]aIJ =P ﬂ E(jaxj) P ﬂ E(jaxj) = P(A;) - P(Aisk).

JjE€J JEJ2 JjEJ1 jEJ2
4. Les E(i,x;) étant mutuellement indépendants, on a, pour tout n € N* :
P(A,) =P(EMm,a1)NE(n+1la)N---NEMn+m-—1,an,))
= P(E(n,a0)P(E(n +1,a2)) -+ P(E(n +m — 1,am))
= Pay """ Pa,, = P-

Cette quantité est indépendante de n. De plus, chacune des probabilités p, étant non nulle, le produit fini
définissant p est également non nul.

5. Soit N € N*. D’aprés la question 3, la famille (A14pnm)nen+ est mutuellement indépendante, donc, d’aprés
un résultat du cours, la famille (A1 ,m )nen+ aussi. Ainsi :

N N N
P (m A1+nm> = H P(A14nm) = H P(A14nm)) = (1 _p)N

Par conséquent,

N N
P <U A1+nm> =P ﬂ Al—l—nm =1- (1 _p)n,
n=1

n=1

. R L R .. . N . . . .
puis, d’aprés le théoréme des limites monotones, puisque (Un,1 A1+nm) est une suite croissante d’évé-
- NeN*

nements,
+oo N
P Aignm | = 1 P Atjnm | = 1 1-(1-p)")=1.
(U + ) N (U + ) i A= (=P

La derniére égalité provient du fait que p 20, donc 0 < 1 —p < 1.
“+oo

Enfin, U Aiinm C A, donc P(A) > 1, donc P(A) = 1. Ainsi, la séquence (aj ...a,,) apparait presque
n=1

stirement dans la suite aléatoire infinie.

n
Partie IT — Une relation de récurrence satisfaite par P <U Al-) .
i=1

n n+1 n+1
1. Pour tout n € N*, UA C U A, doncP(UA) (U A) donc v, < Up41.

i=1 i=1 i=1
2. La notion de « superposable en partie » signifie qu'il existe un préfixe du mot (non égal au mot tout entier)
qui est également suffixe. L’entier ¢ correspond au nombre de lettre avant le début du suffixe.

(a) ENTENDENT : OUI, avec le préfixe ENT (i = 6)



(b) KAYAK : OUI, avec le préfixe K (i = 4)
(c) FINI: NON.
3. Soit k € [1,m — 1]. Soit i € N*. Si A; et A; 41 ne sont pas incompatibles, alors

G+ ANAirr=E(@,a)N---NE@i+m—1,an)NE(Gi+ka)N---NE@G+E+m—1,an).

En particulier, en regroupant les termes E(i, —) correspondant & une méme position, il faut que, pour tout
j € [i + k,i+ m — 1] (ensemble qui est non vide car k < m — 1), E(j,aj—i+1) N E(j,aj—i—x+1) # &, ce qui
impose a;j_;+1 = aj_j—x+1. En faisant un changement d’indice, pour tout j € [k + 1,m], a; = a;_. Ainsi,
(a1,...,am) est superposable en partie, ce qui contredit les hypothéses.

4. Soit n > m. Par la formule du crible :

Upg1 =P <LnJ AiUAn_H) =P <o Al> +P(An+1) - P ((CJ A1> ﬂA,H_l)
n n—m-+1
_vn—I—p—P(U(AZﬂAnJrl)) —’Un—|—p—P< U (AiﬂAn+1)>,

i=1 i=1
car sii € [n — m+ 2,n], 4; et A,41 sont incompatibles (question précédente), et donc A; N Ap41 = 2.
n—m-41
5. Soit n > m. L’union U A; ne dépend que des valeurs prises par les lettre de 1 & n, alors que A,
i=1
ne dépend que des lettres de n + 1 & n + m. Comme les choix des différentes lettres sont mutuellement
n—m-+1

indépendants, on en déduit que U A; et A, 11 sont indépendants.
i=1

n—m-+1 n—m-+1
On en déduit que P (( U Ai> N An+1)> =P ( U Ai> - P(Apt1) =P Un—mi1-
i=1 i=1

Ainsi, vpy1 =V + P — PVn—mi1-
6. Soit n € [1,m]. Alors, Aj,..., A, sont deux & deux incompatibles (question 3), et par conséquent, par
additivité :
v, =P(A1U---UA,) =P(A1)+ -+ P(A,) = np.

7. On remplace v, par 1 — u,, dans le relation satisfaite par (u,)nen+ :
Vnzm, 1—upy1=1—up+p—p(l —tpn_mst1), d’ou YnZ=m Upy1 = Up — PlUn—m+1-

Les conditions initiales (qui doivent étre au nombre de m puisqu’il s’agir d’une relation de récurrence d’ordre
m) sont :
Vn e [l,m], u,=1-—np.

PARTIE III - Etude de la suite (u,)nen

1. On a montré que (v, )pen+ est croissante. Donc (uy, )nen- est décroissante. De plus, pour tout n € N*, v, < 1,
donc u, > 0. Ainsi, (un)nen- est décroissante et minorée : elle converge.
On obtient sa limite ¢ en passant & la limite dans la relation de récurrence : £ = ¢ — pf, d’ou £ = 0.
Par conséquent, lim wv, = 1. Or, d’aprés le théoréme des limites monotones, lim v, = P(A). On retrouve

n—-+4oo n—-+4oo
bien P(A) = 1.
2. On rappelle que pour tous événements A et B, P(AUB) < P(A) + P(B). C’est une conséquence immeédiate
du crible.

Soit, pour tout n dans [m, +oo[, la propriété P(n): u, < (1 —p)"~™(1 — mp).
Pour n =m, on a upym =1—pm = (1 —p)™ ™(1 — mp). D’ou P(m).
Soit n > m tel que P(n) Alors,

Uptl = Up — Plp_mil < Up — Plp (décroissance)
<(1=p)(1=p)" (1 =mp) = (1—p)"" (1 —mp)



D’ou P(n+1).

Par conséquent, P(m) est vraie, et pour tout n dans [m,+oo[, P(n) entraine P(n + 1). D’apreés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans [m, +oo[.
On retrouve ainsi la valeur de la limite de (uy,)nen+, car pour tout n € N*| u,, > 0 et est majoré par la suite

(1 — p)"*1=™(1 — mp))nen- tendant vers 0 (suite géométrique de raison 1 — p € [0,1]). Le théoréme des
gendarmes permet de conclure.
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La relation de récurrence est : Vn > 2, up41 = Uy — 24—5un_1. Le polynome caractéristique de cette relation de
récurrence linéaire est P(X) = X2 X+ 245. Ses racines sont % et %. Ainsi, d’aprés un théoréme du cours, il
existe deux réels, A et u tels que :

. Etude du cas particulier m =2, p =

N Aopdn
Vne N wu, = En + — )
On trouve A et p & l'aide des conditions initiales déterminées en I1-7 :
4 21 8 17
Uy = %:% et ngl—%:%.
Cela donne un systéme :
ba+ du-3

1 16, _ 17
%')‘""%'M_%

La résolution de ce systéme donne : A = —1= et u = 12. Ainsi :

§ 1 /1\" 16 [4\"
V?’LEN, un——ﬁ(g) "1‘1—5(3)

(a) La relation de récurrence vérifiée par (up)nen+ est maintenant : Vn >
4
Ainsi, on peut écrire, pour tout n > 3,

3, Un+1 = Un — PUn-—2, avec

un-l—l pun 2 1 0 —Pp Unp
Uy1 = =11 0 O Up—1
0 1 0 Up—2
1 0
Ainsi, en posant A = (1 0 , on obtient bien U,_; = AU, _». Par itération, on obtient alors
0 1

facilement U,, = A" 1Uj;.

(b) Un réel A est valeur propre de A si et seulement si A — AI3 n’est pas valeur inversible. Déterminons-en
une réduite de Gauss :

11— 0 —p L1 — L2 1 —A 0
1 —A 0 L2 — L3 0 1 —A
0 1 =\ — 1-X 0 —p
1 -2 0 1 =X 0
L3<—L3—(1—)\)L1 0 1 Y L3<—L3—)\(1—)\)L2 0 1 )
— —
0 M1—=X) —p 0 0 —p+A2-N

Ainsi, X est valeur propre de A si et seulement si A est solution de ’équation A3 — X2 4+ p = 0.
(¢) Soit f la fonction z +— 2% — 22 + p. C’est une fonction polynomiale, donc dérivable sur R. Sa dérivée est

z — f'(z) = 3% — 2z, et s"annule en 0 et en 2. Par conséquent, le tableau de variations de f est :

T | —00 0 2 +00
| |
1 (x) + 0 - 0 +
| |
+00
p
f(x) \ 4
P—a7
— 00

Ax.



Par conséquent :

e Puisque f(0) =p > 0 et wli}moof(x) = —o00, et puisque f est continue sur lintervalle | — 0o, 0[, f
admet une racine A\; sur lintervalle | — oo, 0], d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires. De plus
f est strictement croissante, et donc, cette racine est unique d’apreés le théoréme de la bijection. Enfin,
puisque f(—1) =p—2 < 0, on en déduit que \; €] —1,0].

e De méme, il existe une unique racine Ay dans ]0, %[, car, d’aprés 'hypothése, p < g—z = 2%, et une
unique racine A3 dans ]21[, donc f(3) < 0.

e De méme, f admet une unique racine A3 sur 'intervalle ]%, ~+oo[, et puisque f(1) = p > 0, cette racine
est dans |2, 1.

Ainsi, f étant une fonction polynomiale de degré 3 (ne pouvant donc admettre davantage de racines),

on les a toutes, et donc, les valeurs propres de A sont au nombre de 3, et vérifient

2
—1</\1<0<)\2<§<)\3<1.

Puisque A admet 3 valeurs propres distinctes et est d’ordre 3, elle est diagonalisable. D’aprés la relation
de diagonlisation (c’est-a-dire la formule de changement de base de la base canonique & une base de
vecteurs propres), il existe une matrice diagonale D (dont les coefficients diagonaux sont les valeurs
propres A1, A2 et A3), et une matrice inversible Q) (dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs
propres associés) telles que A = QDQ 1.

On a alors

AL =QDQT'QDQT!--QDQ .

Les produits Q'@ s’insérant entre les termes D étant égaux & l'identité, il reste A”~! = QD" 1Q L.

M 00 AP0 0
PuisqueD=| 0 X 0 |,onaD" ! = 0 )\371 0 |]. Les coefficients de Q étant indépen-
0 0 X3 0 0o At

dants de n, les coefficients du produit @ D"~ sont des combinaisons linéaires des coefficients de D, donc
des termes A7, A0t et )\gfl, les coefficients étant indépendants de n. Cela reste vrai en multipliant
a droite par Q~1, puis par la colonne Uj.

Ainsi, il existe des coefficients «, § et v tels que

Vn € N*, w, = oA} + BN A

On suppose maintenant p = % = 3:12 < 2%.
Un réel A est valeur propre de A si et seulement si A* — A% + 1 = 0. On constate que le polynome
X3 -X2+ % admet une racine évidente, égale & % Ainsi, on peut le factoriser :

1 1 1 1
3_ w2 T _ _ 2 2_ Lty _ 2
X X—|—8 (X 2)(X 2X 4).

Le discriminant du second terme de la factorisation est A = i +1= %, donc les racines sont :

B eV R V(e
LTy 4

Ainsi, les 3 valeurs propres de A sont :

1 1+
Ao = =
4 279 5

IS

A=

On revient & la matrice Ay pour déterminer chacun des 3 espaces propres, égaux aux noyaux des 3
matrices Ay, pour les trois valeurs A correspondant aux valeurs propres. Puisqu’on a un nombre maximal
de valeurs propres, les espaces-propres sont de dimension 1, donc les noyaux des A; considérés sont de
dimension 1, donc engendrés par n’importe lequel de leur vecteur non nul.
=1+V5
1 1 0

e Ay, =10 1 # , donc on a une relation sur les colonnes de cette matrice :
0

1-+5 4 1-+5
Ci4+Cod+ ——Cy=——"C1 +Cy — (1 +V5)C
4 1 2 1_\/53 4 1 2 ( )3
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1-v5
1
Ainsi, le vecteur 1 est dans Ker(Ay,) qui est de dimension 1, donc

14+5

1-v5
1

1
1+5

E>\1 = Kel“(A)\l) =R

1 -1 ¢ 1
2
e Ay, =(0 1 —% . Ses colonnes vérifient 0 = C + 2C5 + 4Cy, donc, de méme Ey, =R | 2
0 0 4
-1-5
1 1 0
e Ay, = 1o 1 :lixg , donc ses colonnes vérifient
0 0 0
1++5 4 1++5
0= Cr+Cot——C3=—""2C1+Cr+ (V5-1)C
n 1 2 115 3 n 1 2+ ( )C3
—-1-5
1
Ainsi, Ey, =R 1
1-5
1l suffit alors de poser
1—4\/5 0 0 1—4\/5 1 1+4\/5
D= o -3 0 |. et Q= 1 2 1
0 0 15 VE+1 4 V51

5. FINI est bien non superposable en partie. Pour cet exemple, m = 4 et p = prpnp?. La relation de récurrence
est :

Vn >4, Upy1 = Up — PUp—3.

(a) program dm7_1;
uses crt;
var p,probaf,probai,proban:real;
var u,v,w,X,y:real;
var n,i:integer;

begin
clrscr;
write(’Probabilité de sortie de F: ’); {entrée des données par 1’utilisateur}
readln(probaf);
write(’Probabilité de sortie de I: ?);
readln(probai);
write(’Probabilité de sortie de N: ?);
readln(proban) ;
if probaf<0 or probai<0 or proban<0 or (probaf+probaitproban>1) then
writeln(’Données incohérentes’)

else
begin
p:=probaf*probai*proban*probai; {calcul de p}
u:=1-p; {initialisation}
v:=1-2%p;
w:=1-3%p;
x:=1-4%p;
n:=4; {initialisation du nombre de lettre}
while (1-x) <= 0.99999 do
begin
n:=n+1 {incrémentation du compteur}
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y:i=w-p*u; {nouvelle valeur}
u:=v; {actualisation des variables}
Vi=W;
Wi=X;
X:=y;
end;

write(’Pour avoir une probabilité supérieure a 0.99999 d’avoir le mot FINI,’);
write{’ il faut un mot de longueur ’,n+3);
end;

end.

Remarque : puisque = > 0, les données du probléme imposent que p < % (cela vient de la cohérence des
données). Donc la probabilité 0.99999 ne peut pas étre atteinte dés les rangs 1, 2 ou 3. En revanche, elle
peut étre atteinte au rang 4. C’est pour cela qu’il faut faire le test avant d’effectuer la boucle, d’ou la
structure while ... do ... plutot que repeat ... until ....

(b) On suppose que p < i—z. On pose R(X) = X% — X3 +p.

i.

ii.

iii.

iv.

On fait une étude de la fonction z — R(x) = 2% — 23 + p. Sa dérivée est z — R'(z) = 423 — 322 =

3 B
2*(4x — 3). Ainsi, R’ s’annule en 0 et en 3. De plus, R (3) =p+ Z—j — 3—2 =p+ % =p- i—z.
On obtient donc le tableau de variations suivant :

x —00 0 3 +00
7'(x) -0 -0 s
+00 +00
/@) \p\
p—ie

Ainsi, par le théoréme de la bijection (R est continue), R n’a pas de racine dans R_, a exactement
1 racine dans ]0, %[, car R (%) =p-— Z—Z < 0, et a exactement une racine dans ]%,4—00[, et plus
précisément dans |2, 1], puisque R(1) = p > 0. Ainsi, R admet exactement deux racines, et toutes
les deux sont dans lintervalle |0, 1.

Soit p1 et pso les deux racines réelles trouvées dans la question précédente. Alors on peut factoriser
R(X) = (X —p1)(X — pu2)Q(X), ot Q est un polynéome a coefficients réels de degré 2. Ce polyndome
n’admet pas de racine réelle, puisque R admet exactement deux racines réelles. Ainsi, ses deux
racines sont complexes. La résolution des équations du second degré nous montre qu’alors, puisque
les coefficients sont tous réels, les deux racines complexes sont conjuguées.

La suite (up)nen+ vérifie une relation de récurrence dont le polynodme caractéristique est R, qui
admet 4 racines distinctes (dans C) : u1, u2, 0 et 0. Par conséquent, il existe un unique quadruplet
(a1, ag, a3, a4) € C* tel que u, s’écrit, pour tout n € N* ;

_ _ _ —n—1
Up = Q147 1—!—042#’21 Va8 aud

Cela provient de 'unicité des coefficients (a1, a2, ag, 4 ), puisque par passage au conjugué, on obtient
une relation similaire avec les coefficients (@7, @z, aq,@3). L’identification qu’on peut faire alors
(provenant le I'unicité) fournit le résultat.

(tun)nen- tend vers 0, et (arpl ™ + agpl ™ )nen- aussi, puisque uy,pe €]0, 1[. Ainsi, (az6™ ! +
38" 1) ,en- tend vers 0. Or, cette expression est égale a 2Re(azd" 1) = 2r"|as| cos(f(n — 1)), o
§ = re?. Cette expression n’admet pas de limite si » > 1. Ainsi, r < 1, c’est-a-dire |§| < 1.
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