
Lyée La Bruyère, Versailles 10/09/2011ECS 2 � Mathématiques DS no 1 � Suites et sériesCorretion de l'exerie 1 �Soit a ∈ R. Soit (un) une suite dé�nie par u0 = a et pour tout n ∈ N, un+1 = 2un+4
un−1 .1. Étude de l'existene de (un)n∈N(a) • f est dé�nie sur R \ {1}.

• L'équation f(x) = 2 équivaut à 2x + 4 = 2x− 2, don 4 = −2, e qui n'est pas possible. Don 2 n'estpas dans l'image de f

• Soit y ∈ R \ {2}. L'équation f(x) = y équivaut à 2x + 4 = xy − y, don à x(y − 2) = y + 4, don,puisque y 6= 2, à x = y+4
y−2 .Ainsi, y a un et un seul antéédent par fOn en déduit que f est une bijetion de R \ {1} sur R \ {2}, et que sa réiproque est donnée, pour tout

y ∈ R \ {2}, par :
g(y) = f−1(y) =

y + 4

y − 2
.(b) La fontion f étant dé�nie sur R \ {1}, le seul as de �gure dans lequel (un) n'est pas dé�ni est eluioù, lors de la onstrution de (un), une valeur donnée prend la valeur 1, empêhant ainsi de ontinuerà appliquer f .Ainsi, (un)n∈N n'est pas dé�nie si et seulement s'il existe n tel que un = 1, 'est-à-dire f ◦ · · ·◦f(u0) = 1,'est-à-dire f ◦ · · · ◦ f(a) = 1, le nombre de termes dans ette omposition étant n.Cette ondition équivaut à a = f−1 ◦ · · · ◦ f−1(1) = vn, par dé�nition de (vn).Ainsi, (un) n'est pas bien dé�nie si et seulement s'il existe n tel que vn = a. On obtient le résultat enontraposant.() La fontion g étant un quotient de deux fontions polynomiales, elle est dérivable sur son domaine dedé�nition R \ {2}, et

∀x ∈ R \ {1}, g′(x) =
(y − 2)− (y − 4)

(y − 2)2
= − 6

(y − 2)2
< 0Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :

x

g′(x)

g(x)

−∞ 2 +∞

− −

1

−∞

+∞

1D'après es variations, g(]−∞, 2[) =]−∞, 1[⊂]−∞, 2[, don l'intervalle ]−∞, 2[ est stable par gCela prouve au passage que (vn) est bien dé�nie, puisque v0 = 1 ∈]−∞2[, et tous ses termes sont dans
]−∞, 2[.Par ailleurs, la déroissane de g va nous permettre d'étudier la monotonie des deux suites extraites
(v2n) et (v2n+1). En e�et es suites extraites sont dé�nies par une relation de réurrene donnée par lafontion g ◦ g, qui, d'après les règles de omposition des variations, est roissante.On alule les premiers termes dont on aura besoin : v0 = 1, v1 = −5, v2 = 1

7 .On a alors v0 > v2. Par roissane de g ◦g sur ]−∞, 2[, on obtient g ◦g(v0) > g ◦g(v2), don v2 > v4. Enitérant e proessus, l'inégalité de propage à tous les rangs (on ne sort jamais de l'intervalle ] −∞, 2[,pas stabilité de et intervalle), et (v2n) est don déroissante.Par ailleurs (v2n+1) = (f(v2n)), don, f étant déroissante, et (v2n) aussi, on en déduit que (v2n+1) estroissante. 1



(d) On a, pour tout y ∈ R \ {2} tel que g(y) 6= 2,
g ◦ g(y) =

y+4
y−2 + 4
y+4
y−2 − 2

=
5y − 4

−y + 8
.Ainsi, y est un point �xe de g ◦ g si et seulement si 5y−4

−y+8 = y, 'est-à-dire y2 − 3y − 4 = 0. Ainsi, lespoints �xes de g ◦ g sont −1 et 4.La suite (v2n+1) est roissante, et majorée par 2. Elle est don onvergente. Elle onverge don vers unpoint �xe de g ◦ g (ar ette fontion est ontinue) ou un bord du domaine. Comme (v2n+1) est à valeursdans ]−∞, 2[, le seul point �xe possible est −1, et le seul bord possible est 2−, e qui n'est pas possible,ar sinon, f(v2n+1) → −∞, puis f ◦ f(v2n+1) → 1, don v2n+3 → 1, e qui entre en ontradition ave
v2n+1 → 2.Ainsi, lim v2n+1 = −1.En appliquant la fontion f ontinue en −1,

lim f(v2n+1) = f(−1) = −1, don: lim v2n+2 = −1.Ainsi, lim v2n+1 = lim v2n = −1, don, par un argument lassique, (vn) admet une limite, égale à −1.2. Convergene de (un) On suppose dans toute ette question que a 6∈ {vk, k ∈ N}. Ainsi, la suite (un) estbien dé�nie.(a) Soit x ∈ R. Le réel x véri�e l'équation f(x) = x si et seulement si g ◦ f(x) = g(x) (ar g est bijetive),don si et seulement si x = g(x). Ainsi, f et g ont les mêmes points �xes, don les points �xes de g sont
−1 et 4.De même, les points �xes de f ◦ f sont les points �xes de g ◦ g, à savoir −1 et 4 également.(b) La fontion f est dérivable sur R \ {1}, en tant que fration rationnelle, et

∀x ∈ R \ {1}, f ′(x) = − 6

(x− 1)2
< 0.Ainsi, on obtient le tableau suivant :

x

f ′(x)

f(x)

−∞ 1 +∞

− −

2

−∞

+∞

2Ces variations indiquent que f(]1, +∞[) ⊂]2, +∞[⊂]1, +∞[, don ]1, +∞[ est un intervalle stable par f .() Supposons a ∈]1, +∞[. Par un argument similaire à elui utilisé lors de l'étude de (vn), la déroissanede f sur l'intervalle stable ]1, +∞[ amène la monotonie de (u2n) et (u2n+1), dès lors que a ∈]1, +∞[. Onpasse de l'une à l'autre en appluquant f déroissante, don l'une est roissante et l'autre est déroissante.Celle qui déroit est minorée par 1, don elle onverge. Puisque la relation de réurrene satisfaite parette suite est donnée par la fontion f ◦ f , qui est ontinue sur son domaine, la onvergene se faitvers l'unique point �xe possible 4, ou vers un bord, le seul possible étant ii 1. Comme plus haut, ettedernière possibilité n'est pas possible (appliquer deux fois f et regarder la limite alors obtenue) donette suite tend vers 4, don la deuxième suite, obtenue en appliquant f (ontinue) à la première, tendvers f(4) = 4.Par onséquent, (u2n) et (u2n+1) admettent la même limite 4, don (un) onverge vers 4.(d) Supposons a ∈] − ∞,−5[. On a f(−5) = 1, don, f étant stritement déroissante sur ] − ∞,−5[,
f(a) > 1, don u1 > 1, et on est ramené à l'étude préédente. Ainsi, (un) admet une limite, égale à 4.(e) Supposons a ∈] 17 , 1[. De même, f(1

7 ) = −5, et f est stritement déroissante sur ]17 , 1[, don f(a) < −5,don u1 ∈]−∞, 5[ et on est ramené à l'étude de la question préédente (on aura alors u2 ∈]1, +∞[)Par onséquent, dans e as aussi, (un) onverge vers 4.2



(f) Supposons a ∈]− 5, 1
7 [, a 6= −1, et supposons que pour tout n ∈ N, un ∈]− 5, 1

7 [.On a, pour tout x ∈ R \ {1},
f ◦ f(x)− x =

8x + 4

x + 5
− x =

−x2 + 3x + 4

x + 5
=
−(x + 1)(x− 4)

x + 5
.Ainsi, f ◦ f(x)− x est négatif sur ]− 5,−1[ et positif sur ]− 1 1

7 [.
• Si a ∈] − 5,−1[, montrons que sous les hypothèses données, (u2n)n∈N est déroissante à valeurs dans

]− 5,−1[. Nous raisonnons par réurrene :Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): −1 > u0 > u2 > · · · > u2n > −5..La propriété P(0) est satisfaite par hypothèse initiale sur aSoit n ∈ N tel que P(n) est vrai. Alors, la fontion f ◦ f − id étant négative sur ]− 5,−1[,
f ◦ f(u2n)− u2n 6 0 soit: u2n+2 6 u2n.Puisque par hypothèse, la suite (un) prend ses valeurs dans ] − 5, 1

7 [, on a aussi u2n+2 > −5. Ainsi,on obtient :
−1 > u0 > u2 > · · · > u2n > u2n+2 > −5,e qui orrespond bien à la propriété P(n + 1).Par onséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prinipe deréurrene, P(n) est vraie pour tout n dans N.Ainsi, la suite (u2n) est déroissante et à valeurs dans ]− 5,−1[.En partiulier, elle est déroissante et minorée, don elle onverge. Sa onvergene se fait vers un point�xe de f ◦ f , ou vers un bord de son domaine. Comme (u2n) ne peut pas tendre vers −1 (à ause deses variations), ni vers 4, sa seule limite possible est la valeur −5 (bord du domaine de f ◦ f . Or,

lim
x→−5+

f ◦ f(x) = lim
x→−5+

8x + 4

x + 5
= −∞,don, si lim

n→+∞
u2n = −5+, on obtiendrait lim

n→+∞
u2n+2 = −∞, e qui amène une ontradition.

• Si a ∈]−1, 1
7 [, on montre de la même manière que (u2n) est roissante, et à valeurs dans ]−1, 1

7 [, dononvergente, vers −1, 4 ou −5, e qui n'est pas possible du fait de ses variations.Ainsi, l'hypothèse stipulant que (un) prend toutes ses valeurs dans l'intervalle ] − 5, 1
7 [ amène uneontradition. On en déduit qu'il existe n0 tel que un0

6∈]− 5, 1
7 [. Comme on a supposé que a n'est paségal à une valeur de vn (don en partiulier, a 6= 1,−5, 1

7 ), on est ramené, à partir du rang n0, à une dessituations dérites dans les questions (), (d) et (e). Par onséquent, (un) onverge vers 4.(g) Nous avons don montré que
• pour tout a ∈ R \ {vn, n ∈ N} di�érent de −1, (un) est bien dé�ni et onverge vers 4

• si a = −1, omme il s'agit d'un point �xe de f , (un) est onstante égale à −1, don onverge vers −1.
• si a ∈ {vn, n ∈ N}, alors (un) n'est pas dé�nie pour les grandes valeurs de n.3. Étude de la vitesse de onvergene de (un) Dans ette question, on pourra admettre le résultat suivant(moyenne de Cesaro) : si une suite (an) admet une limite ℓ (�nie ou in�nie) alors la suite ( 1

n
(a1 + · · ·+ an)

)

n∈N∗onverge également vers ℓ.(a) L'énoné n'est pas tout à fait exat. Il faut rajouter l'hypothèse a > 1 et a 6= 4. Ave l'hypothèsesupplémentaire sur a, pour tout n ∈ N, un > 1 et un 6= 4. Sous ette hypothèse, étant donné k ∈ N∗,l'intervalle fermé dont les bornes sont uk et 4 est entièrement ompris dans le domaine de dé�nition de
f . Comme f est dérivable sur son domaine de dé�nition, on peut utiliser le théorème des aroissements�nis entre 4 et uk : il existe un réel ck ∈] min(4, uk), max(4, uk)[ tel que

f(uk)− f(4) = f ′(ck)(uk − 4) soit: uk − 4 = f ′(ck)(uk − 4) = f ′(ck)(f(uk−1)− 4)En itérant ette relation en asade, il vient :
∀n ∈ N

∗, f(un)− 4 = f ′(cn)f ′(cn−1) · · · f ′(c1)(f(u0)− 4).On obtient bien
f(un)− 4 =

n
∏

k=1

f ′(ck)(f(u0)− 4).3



Comme (un) tend vers 4, il en est de même de min(4, un) et de max(4, un). Ainsi, omme on a
∀n ∈ N

∗, min(4, un) 6 cn 6 max(4, un),le théorème d'enadrement amène la onvergene de (cn)n∈N∗ , et lim
n→+∞

cn = 4.(b) On a f ′(4) = − 2
3 , et f ′ est ontinue en − 2

3 . Don |f ′(cn)| → 2
3 , et par ontinuité du ln, ln |f ′(cn)| →

ln
(

2
3

).Par onséquent, d'après le théorème de Cesaro admis dans l'énoné,
lim

n→+∞

1

n

n
∑

k=1

ln |f ′(ck)| = ln

(

2

3

)() On a don :
1

n

n
∑

k=1

ln |f ′(ck)| = ln

(

2

3

)

+ o(1) don: n
∑

k=1

ln |f ′(ck)| = n ln

(

2

3

)

+ o(n).Il existe don une suite (xn), véri�an wn = o(n), telle que
n
∑

k=1

ln |f ′(ck)| = n ln

(

2

3

)

+ xn,et don, en appliquant l'exponentielle :
n
∏

k=1

|f ′(ck)| = en ln( 2
3 )+xn =

(

2

3

)n

exn .On déduit alors de la question 3(a) que
∀n ∈ N, |f(un)− 4| =

(

2

3

)n

exn(f(u0)− 4).Puisqu'on a supposé a 6= 4, u0 − 4 6= 0, et on peut don poser wn = xn + ln(a− 4) = o(n). On a alors
∀n ∈ N, |f(un)− 4| =

(

2

3

)n

ewn .(d) Si r = 0, le résultat est trivial ar rn = 0.Soit r ∈ R∗
+. On a :

|un − 4|
rn

= en(ln 2
3
−ln r)+wn .

• Si r > 2
3 , alors ln 2

3 − ln r < 0, et puisque wn = o(n),
lim

n→+∞
n

(

ln
2

3
− ln r

)

+ wn = −∞ don: lim
n→+∞

|un − 4|
rn

= 0.Ainsi, |f(un)− 4| = o(rn)

• Si r < 2
3 , alors ln 2

3 − ln r > 0, et puisque wn = o(n),
lim

n→+∞
n

(

ln
2

3
− ln r

)

+ wn = +∞ don: lim
n→+∞

|f(un)− 4|
rn

= +∞.Ainsi, rn = o(|f(un)− 4|).(e) Une question supplémentaire pour régler le as où on n'a plus l'hypothèse sur a.
• Si a = 4 ou a = −1, la question ne'st pas intéressante, ar (|f(un)− 4|) est onstante.
• Si a < 1, a 6= −1, et a non égal à une des valeurs de vn (a�n que (un) soit bien dé�nie), alors, d'aprèse qui préède, il existe n0 tel que un0

> 1. En posant zn = un0+n pour tout n ∈ N, on est ramenépour la suite (zn) à la situation préédente :4



∗ Si r > 2
3 ,
|f(zn)− 4| = o(rn) don: |f(un)− 4| = o(rn−n0 ) =

1

rn0
o(rn) = o(rn),puisque 1

rn0
est une onstante.

∗ Si r ∈ [0, 2
3 [,

rn = o(f(zn)− 4) don: rn−n0 = o(f(un)− 4), don: rn = o(f(un)− 4),puisque n0 est une onstante.4. ProgrammationLes as où il n'existe pas d'entier k tel que uk > 1 sont, d'après e qui préède, le as où a = −1 (suiteonstante), et les valeurs de a pour lesquelles (un) est non dé�nie, 'est-à-dire pour lesquelles, il existe unevaleur k telle que uk = 1 (la valeur suivante ne pouvant alors pas être alulée). On obtient alorsbegin program suite;var u:real; n:integer;beginwriteln('a?'); readln(u); {initialisation de la suite}if u=-1 then n:=-1elsen:=0; {initialisation du ompteur d'indie}beginwhile u < 1 do {on s'arrête si u_n=1 ou u_n>1}beginn:=n+1u:= (2*u+4)/(u-1); {alul de la valeur suivante de u_n}end; {pourquoi s'est-on arrêté? (u_n=1 ou u_n>1?)}if u=1 then n:=-1 {si 'est ar u_n=1, par onvention il faut renvoyer -1}end;readln('Le rang reherhé est',n);end.Corretion de l'exerie 2 � (HEC 2010)1. CNS : une suite réelle déroissante est onvergente si et seulement si elle est minorée.2. (a) Le système MX = aX fournit :
(1− a)x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 et ∀i ∈ [[1, n− 1]], xi = axi−1.Si xn = 0, on obtient failement X = 0, et si xn 6= 0, xi = an−ixn, et par substitution dans la premièreéquation, (−an + an−1 + · · ·+ a + 1)xn = 0, et ela n'est possible que si −an + an−1 + · · ·+ a + 1 = 0.Ainsi, le système admet une solution non triviale si et seulement si λ est raine du polyn�me Xn −

Xn−1 −Xn−2 − · · · − 1.(b) La �n de la résolution du système préédente amène alors sans di�ulté
Ea = R











an−1...
a

1











.3. (a) Pk(1) 6= 0, don
Pk(x) = 0⇐⇒ xk = 1 + x + · · ·+ xk−1 =

1− xk

1− x
⇐⇒ xk+1 − 2xk + 1 = f(x)On a pour tout x, f ′(x) = xk−1((k + 1)x− 2k), don il existe β > 1 tel que f est déroissante sur ]1, β[,et roissante sur ]β, +∞[. Comme f(1) < 0 et lim

x→+∞
f(x) = +∞, on en déduit l'existene et l'uniité de

ak par le théorème de la bijetion sur ]β, +∞[.5



(b) Pk+1(ak) = Pk+1(ak) − Pk(ak) = ak+1
k − 2ak

k = −1 (d'après l'équation trouvée dans la question préé-dente). Ainsi, Pk+1(ak) < 0, don, d'après le signe de Pk+1 (négatif sur ]1, αk+1[ et positif sur ]ak, +∞[),
ak < ak+1. Don la suite (ak) est roissante. Par ailleurs, la fontion f de la question préédente véri�e
f(2) = 1, de même signe que la limite en +∞. Par uniité de la solution de l'equation f(x) = 0 sur
]1, +∞[, il vient alors ak < 2 (sinon on applique 2 fois le TVI entre 2 et ak, et entre ak et +∞ et onobtient une ontradition).Ainsi, (ak) est roissante, majorée par 2. Elle onverge don.En revenant à l'équation de la question préédente, que l'on divise par ak

k, il vient :
0 6 2− ak =

1

ak
k

6
1

ak
2

,par roissane et don, puisque a2 > 1, on a onvergene de (ak) vers 2, par le théorème d'enadrement.4. (a) Soit k = 2p. On voit failement que f ′ est de signe onstant positif sur R−, don f est stritementroissante, de limite −∞ en −∞, et f(0) = 1. D'où l'existene et l'uniité de bp par le théorème de labijetion.(b) P2p+2(bp)− P2p(bp) = b2p+2
p − b2p+1

p − 2b2p
p = b2p

p (b2
p − bp − 2).Le polyn�me X2 −X − 2 admet deux raines −1 et 2, et de plus, P2p(−1) = 1, de même signe que lalimite en −∞. Par le même raisonnement que préédemment, on en déduit que bp ∈] − 1, 0[, don sesitue entre les 2 raines du polyn�me. Don

P2p+2(bp) = P2p+2(bp)− P2p(bp) < 0.Comme P2p+2 est (sur R−) positive à gauhe de bp+1 et négative à droite, bp > bp+1.Ainsi, (bp) est déroissante, minorée par −1, don onverge.Soit ℓ = lim bp. Si ℓ 6= −1, alors −1 < ℓ < 0, et omme bp > ℓ, on en déduit que lim b2p
p = lim b2p+1

p = 0.Ainsi, on obtient une ontradition en passant à la limite dans l'équation b2p+1
p − 2b2p

p + 1 = 0.Don ℓ = −1.() On a alors b2p
p (bp − 2) = −1, don b2p

p = − 1
bp−2 −→ 1

3 .Ainsi, 2p ln |bp| −→ ln 1
3 = − ln 3, et omme |bp| → 1, ln |bp| ∼

+∞
|bp| − 1 = −bp − 1. On obtient don

bp + 1 ∼
+∞

ln 3

2p
.5. (a) • Soit Q(X) = Xn+1 − 2Xn + 1. Les valeurs propres de Mn sont les raines de Q di�érentes de 1. Lepolyn�me Q′ admet une unique raine non nulle, égale à 2− 2

n+1 > 1.Don Q est monotone sur [0, 1], et Q(0) = 1, Q(1) = 0. Don Q n'admet pas de raine sur [0, 1[.
• D'après l'étude de (ak), Q possède une seule raine sur ]1, +∞[

• Si n est pair, Q possède une seule raine sur R−. Si n est impair, alors Q est toujours stritementpositif sur R−, don n'admet pas de raineAinsi, Q admet au plus 2 raines di�érentes de 1, don Mn admet au plus 2 valeurs propres Commed'après e qui préède, les espaes propres sont de dimension 1, Mn ne peut pas être diagonalisable sur
R, sauf si n = 2. Dans e dernier as a2 et b1 sont deux valeurs propres distintes : la matrie étantd'ordre 2, elle est diagonalisable.(b) Q′

n admet omme uniques raines 0 et 2n
n+1 . Or, 0 n'est pas raine de Qn et

Qn

(

2n

n + 1

)

= −
(

2n

n + 1

)n

· 2

n + 1
+ 1.Ainsi, Qn

(

2n
n+1

)

= 0 si et seulement si
2n+1nn = (n + 1)n+1.Or, si n > 2, alors n et n + 1 n'ont pas de diviseur ommun plus grand que 1, ar un tel diviseur seraitaussi un diviseur de leur di�érene. Ainsi, n est premier ave n + 1, et don ave (n + 1)n+1, don n nedivise pas (n + 1)n+1, e qui ontredit l'équation préédente. Ainsi, on ne peut pas avoir Qn

(

2n
n+1

)

= 0.Par onséquent, Qn n'a que des raines simples (auune de ses raines n'est raine de Q′
n). Ainsi, Qnadmet dans C n + 1 raines distintes, dont 1, don admet n raines 2 à 2 distintes di�érentes de 1.Ainsi, Mn admet n valeurs propres 2 à 2 distintes sur C, don Mn est diagonalisable sur C, pour toutevaleur de n. 6



Corretion du problème �Partie I � Probabilité d'obtenir une séquene donnée dans une suite in�nie.1. A : la séquene apparaît au moins à une position i quelonque, don la séquene apparaît au moins une foisdans la suite in�nie de aratères.2. Pour tout i ∈ N, Ai = E(i, a1) ∩ E(i + 1, a2) ∩ · · · ∩ E(i + m− 1, am).3. Puisque k > m, il n'y a pas de reoupement entre la séquene apparaissant à la position i et la séqueneapparaissant à la position i+k. Considérons alors une suite (xn)n∈N∗ telle que (a1, . . . , am) = (xi, . . . , xi+m−1)et (a1, . . . , am) = (xi+k, . . . , xi+m+k−1). Alors, la famille (E(n, xn))n∈N∗ étant une famille d'événementsmutuellement indépendants, en prenant J1 = {i, . . . , i+m−1}, J2 = {i+k, . . . , i+m+k−1} et J3 = J1∪J2dans la dé�nition de l'indépendane mutuelle, on obtient, puisque l'union dé�nissant J3 est disjointe :
P (Ai ∩Ai+k) = P





⋂

j∈J1

E(j, xj) ∩
⋂

j∈J2

E(j, xj)



 = P





⋂

j∈J3

E(j, xj)



 =
∏

j∈J3

P (E(j, xj))

=
∏

j∈J1

P (E(j, xj)) ·
∏

j∈J2

P (E(j, xj)) = P





⋂

j∈J1

E(j, xj)



 · P





⋂

j∈J2

E(j, xj)



 = P (Ai) · P (Ai+k).4. Les E(i, xi) étant mutuellement indépendants, on a, pour tout n ∈ N
∗ :

P (An) = P (E(n, a1) ∩ E(n + 1, a2) ∩ · · · ∩E(n + m− 1, am))

= P (E(n, a1))P (E(n + 1, a2)) · · ·P (E(n + m− 1, am))

= pa1
· · · pam

= p.Cette quantité est indépendante de n. De plus, haune des probabilités px étant non nulle, le produit �nidé�nissant p est également non nul.5. Soit N ∈ N∗. D'après la question 3, la famille (A1+nm)n∈N∗ est mutuellement indépendante, don, d'aprèsun résultat du ours, la famille (A1+nm)n∈N∗ aussi. Ainsi :
P

(

N
⋂

n=1

A1+nm

)

=

N
∏

n=1

P (A1+nm) =

N
∏

n=1

(1− P (A1+nm)) = (1− p)N .Par onséquent,
P

(

N
⋃

n=1

A1+nm

)

= P





N
⋂

n=1

A1+nm



 = 1− (1− p)n,puis, d'après le théorème des limites monotones, puisque (⋃N

n=1 A1+nm

)

N∈N∗
est une suite roissante d'évé-nements,

P

(

+∞
⋃

n=1

A1+nm

)

= lim
N→+∞

P

(

N
⋃

n=1

A1+nm

)

= lim
N→+∞

(1− (1− p)n) = 1.La dernière égalité provient du fait que p 6= 0, don 0 6 1− p < 1.En�n, +∞
⋃

n=1

A1+nm ⊂ A, don P (A) > 1, don P (A) = 1. Ainsi, la séquene (a1 . . . am) apparaît presquesûrement dans la suite aléatoire in�nie.Partie II � Une relation de réurrene satisfaite par P

(

n
⋃

i=1

Ai

).1. Pour tout n ∈ N∗, n
⋃

i=1

Ai ⊂
n+1
⋃

i=1

Ai, don P

(

n
⋃

i=1

Ai

)

6 P

(

n+1
⋃

i=1

Ai

), don vn 6 vn+1.2. La notion de � superposable en partie � signi�e qu'il existe un pré�xe du mot (non égal au mot tout entier)qui est également su�xe. L'entier i orrespond au nombre de lettre avant le début du su�xe.(a) ENTENDENT : OUI, ave le pré�xe ENT (i = 6)7



(b) KAYAK : OUI, ave le pré�xe K (i = 4)() FINI : NON.3. Soit k ∈ [[1, m− 1]]. Soit i ∈ N∗. Si Ai et Ai+k ne sont pas inompatibles, alors
∅ 6= Ai ∩Ai+k = E(i, a1) ∩ · · · ∩ E(i + m− 1, am) ∩ E(i + k, a1) ∩ · · · ∩ E(i + k + m− 1, am).En partiulier, en regroupant les termes E(i,−) orrespondant à une même position, il faut que, pour tout

j ∈ [[i + k, i + m− 1]] (ensemble qui est non vide ar k 6 m− 1), E(j, aj−i+1) ∩ E(j, aj−i−k+1) 6= ∅, e quiimpose aj−i+1 = aj−i−k+1. En faisant un hangement d'indie, pour tout j ∈ [[k + 1, m]], aj = aj−k. Ainsi,
(a1, . . . , am) est superposable en partie, e qui ontredit les hypothèses.4. Soit n > m. Par la formule du rible :

vn+1 = P

(

n
⋃

i=1

Ai ∪An+1

)

= P

(

n
⋃

i=1

Ai

)

+ P (An+1)− P

((

n
⋃

i=1

Ai

)

∩An+1

)

= vn + p− P

(

n
⋃

i=1

(Ai ∩An+1)

)

= vn + p− P

(

n−m+1
⋃

i=1

(Ai ∩An+1)

)

,ar si i ∈ [[n−m + 2, n]], Ai et An+1 sont inompatibles (question préédente), et don Ai ∩An+1 = ∅.5. Soit n > m. L'union n−m+1
⋃

i=1

Ai ne dépend que des valeurs prises par les lettre de 1 à n, alors que An+1ne dépend que des lettres de n + 1 à n + m. Comme les hoix des di�érentes lettres sont mutuellementindépendants, on en déduit que n−m+1
⋃

i=1

Ai et An+1 sont indépendants.On en déduit que P

((

n−m+1
⋃

i=1

Ai

)

∩An+1)

)

= P

(

n−m+1
⋃

i=1

Ai

)

· P (An+1) = p · vn−m+1.Ainsi, vn+1 = vn + p− pvn−m+1.6. Soit n ∈ [[1, m]]. Alors, A1, . . . , An sont deux à deux inompatibles (question 3), et par onséquent, paradditivité :
vn = P (A1 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + · · ·+ P (An) = np.7. On remplae vn par 1− un dans le relation satisfaite par (un)n∈N∗ :

∀n > m, 1− un+1 = 1− un + p− p(1− un−m+1), d'où ∀n > m un+1 = un − pun−m+1.Les onditions initiales (qui doivent être au nombre de m puisqu'il s'agir d'une relation de réurrene d'ordre
m) sont :

∀n ∈ [[1, m]], un = 1− np.PARTIE III � Étude de la suite (un)n∈N1. On a montré que (vn)n∈N∗ est roissante. Don (un)n∈N∗ est déroissante. De plus, pour tout n ∈ N∗, vn 6 1,don un > 0. Ainsi, (un)n∈N∗ est déroissante et minorée : elle onverge.On obtient sa limite ℓ en passant à la limite dans la relation de réurrene : ℓ = ℓ− pℓ, d'où ℓ = 0.Par onséquent, lim
n→+∞

vn = 1. Or, d'après le théorème des limites monotones, lim
n→+∞

vn = P (A). On retrouvebien P (A) = 1.2. On rappelle que pour tous événements A et B, P (A ∪B) 6 P (A) + P (B). C'est une onséquene immédiatedu rible.Soit, pour tout n dans [[m, +∞[[, la propriété P(n): un 6 (1− p)n−m(1−mp).Pour n = m, on a um = 1− pm = (1− p)m−m(1 −mp). D'où P(m).Soit n > m tel que P(n) Alors,
un+1 = un − pun−m+1 6 un − pun (déroissane)

6 (1− p)(1− p)n−m(1−mp) = (1− p)n+1−m(1−mp)8



D'où P(n + 1).Par onséquent, P(m) est vraie, et pour tout n dans [[m, +∞[[, P(n) entraîne P(n + 1). D'après le prinipede réurrene, P(n) est vraie pour tout n dans [[m, +∞[[.On retrouve ainsi la valeur de la limite de (un)n∈N∗ , ar pour tout n ∈ N∗, un > 0 et est majoré par la suite
((1 − p)n+1−m(1 − mp))n∈N∗ tendant vers 0 (suite géométrique de raison 1 − p ∈ [0, 1[). Le théorème desgendarmes permet de onlure.3. Étude du as partiulier m = 2, p = 4

25 .La relation de réurrene est : ∀n > 2, un+1 = un− 4
25un−1. Le polyn�me aratéristique de ette relation deréurrene linéaire est P (X) = X2−X + 4

25 . Ses raines sont 1
5 et 4

5 . Ainsi, d'après un théorème du ours, ilexiste deux réels, λ et µ tels que :
∀n ∈ N

∗, un =
λ

5n
+

µ4n

5n
,On trouve λ et µ à l'aide des onditions initiales déterminées en II-7 :

u1 = 1− 4

25
=

21

25
et u2 = 1− 8

25
=

17

25
.Cela donne un système :







1
5 · λ + 4

5 · µ = 21
25

1
25 · λ + 16

25 · µ = 17
25La résolution de e système donne : λ = − 1

15 et µ = 16
15 . Ainsi :

∀n ∈ N
∗, un = − 1

15
·
(

1

5

)n

+
16

15
·
(

4

5

)n4. (a) La relation de réurrene véri�ée par (un)n∈N∗ est maintenant : ∀n > 3, un+1 = un − pun−2, ave
p < 4

27 .Ainsi, on peut érire, pour tout n > 3,
Un−1 =





un+1

un

un−1



 =





un − pun−2

un

un−1



 =





1 0 −p

1 0 0

0 1 0









un

un−1

un−2



 .Ainsi, en posant A =





1 0 −p

1 0 0

0 1 0



, on obtient bien Un−1 = AUn−2. Par itération, on obtient alorsfailement Un = An−1U1.(b) Un réel λ est valeur propre de A si et seulement si A− λI3 n'est pas valeur inversible. Déterminons-enune réduite de Gauss :




1− λ 0 −p

1 −λ 0

0 1 −λ





L1 ↔ L2

L2 ↔ L3

−→





1 −λ 0

0 1 −λ

1− λ 0 −p





L3 ← L3 − (1− λ)L1

−→





1 −λ 0

0 1 −λ

0 λ(1 − λ) −p





L3 ← L3 − λ(1 − λ)L2

−→





1 −λ 0

0 1 −λ

0 0 −p + λ2 − λ3



 = Aλ.Ainsi, λ est valeur propre de A si et seulement si λ est solution de l'équation λ3 − λ2 + p = 0.() Soit f la fontion x 7→ x3 − x2 + p. C'est une fontion polynomiale, don dérivable sur R. Sa dérivée est
x 7→ f ′(x) = 3x2 − 2x, et s'annule en 0 et en 2

3 . Par onséquent, le tableau de variations de f est :
x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 2
3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞

p

p− 4
27

+∞

9



Par onséquent :
• Puisque f(0) = p > 0 et lim

x→−∞
f(x) = −∞, et puisque f est ontinue sur l'intervalle ] − ∞, 0[, fadmet une raine λ1 sur l'intervalle ]−∞, 0[, d'après le théorème des valeurs intermédiaires. De plus

f est stritement roissante, et don, ette raine est unique d'après le théorème de la bijetion. En�n,puisque f(−1) = p− 2 < 0, on en déduit que λ1 ∈]− 1, 0[.
• De même, il existe une unique raine λ2 dans ]0, 2

3 [, ar, d'après l'hypothèse, p 6
22

33 = 4
27 , et uneunique raine λ3 dans ]23

,
1[, don f(2

3 ) < 0.
• De même, f admet une unique raine λ3 sur l'intervalle ]23 , +∞[, et puisque f(1) = p > 0, ette raineest dans ] 23 , 1[.Ainsi, f étant une fontion polynomiale de degré 3 (ne pouvant don admettre davantage de raines),on les a toutes, et don, les valeurs propres de A sont au nombre de 3, et véri�ent

−1 < λ1 < 0 < λ2 <
2

3
< λ3 < 1.(d) Puisque A admet 3 valeurs propres distintes et est d'ordre 3, elle est diagonalisable. D'après la relationde diagonlisation ('est-à-dire la formule de hangement de base de la base anonique à une base deveteurs propres), il existe une matrie diagonale D (dont les oe�ients diagonaux sont les valeurspropres λ1, λ2 et λ3), et une matrie inversible Q (dont les olonnes sont les oordonnées des veteurspropres assoiés) telles que A = QDQ−1.On a alors

An−1 = QDQ−1QDQ−1 · · ·QDQ−1.Les produits Q−1Q s'insérant entre les termes D étant égaux à l'identité, il reste An−1 = QDn−1Q−1.(e) Puisque D =





λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3



, on a Dn−1 =





λn−1
1 0 0

0 λn−1
2 0

0 0 λn−1
3



. Les oe�ients de Q étant indépen-dants de n, les oe�ients du produit QDn−1 sont des ombinaisons linéaires des oe�ients de D, dondes termes λn−1
1 , λn−1

2 et λn−1
3 , les oe�ients étant indépendants de n. Cela reste vrai en multipliantà droite par Q−1, puis par la olonne U1.Ainsi, il existe des oe�ients α, β et γ tels que
∀n ∈ N

∗, un = αλn−1
1 + βλn−1

2 + γλn−1
3 .(f) On suppose maintenant p = 1

8 = 4
32 < 4

27 .Un réel λ est valeur propre de A si et seulement si λ3 − λ2 + 1
8 = 0. On onstate que le polyn�me

X3 −X2 + 1
8 admet une raine évidente, égale à 1

2 . Ainsi, on peut le fatoriser :
X3 −X2 +

1

8
=

(

X − 1

2

)(

X2 − 1

2
X − 1

4

)

.Le disriminant du seond terme de la fatorisation est ∆ = 1
4 + 1 = 5

4 , don les raines sont :
r1 =

1−
√

5

4
et 1 +

√
5

4
.Ainsi, les 3 valeurs propres de A sont :

λ1 =
1−
√

5

4
λ2 =

1

2

1 +
√

5

5
.On revient à la matrie Aλ pour déterminer haun des 3 espaes propres, égaux aux noyaux des 3matries Aλ, pour les trois valeurs λ orrespondant aux valeurs propres. Puisqu'on a un nombre maximalde valeurs propres, les espaes-propres sont de dimension 1, don les noyaux des Al onsidérés sont dedimension 1, don engendrés par n'importe lequel de leur veteur non nul.

• Aλ1
=







1 −1+
√

5
4 0

0 1 −1+
√

5
4

0 0 0






, don on a une relation sur les olonnes de ette matrie :

0 =
1−
√

5

4
C1 + C2 +

4

1−
√

5
C3 =

1−
√

5

4
C1 + C2 − (1 +

√
5)C310



Ainsi, le veteur  1−
√

5
4

1

1 +
√

5



 est dans Ker(Aλ1
) qui est de dimension 1, don

Eλ1
= Ker(Aλ1

) = R





1−
√

5
4

1

1 +
√

5



 .

• Aλ2
=





1 − 1
2 0

0 1 − 1
2

0 0 0



. Ses olonnes véri�ent 0 = C1 + 2C2 + 4C4, don, de même Eλ2
= R





1

2

4



.
• Aλ3

=







1 −1−
√

5
4 0

0 1 −1−
√

5
4

0 0 0






, don ses olonnes véri�ent

0 =
1 +
√

5

4
C1 + C2 +

4

1 +
√

5
C3 =

1 +
√

5

4
C1 + C2 + (

√
5− 1)C3Ainsi, Eλ3

= R





−1−
√

5
4

1

1−
√

5



.Il su�t alors de poser
D =







1−
√

5
4 0 0

0 − 1
2 0

0 0 1+
√

5
4






. et Q =





1−
√

5
4 1 1+

√
5

4

1 2 1√
5 + 1 4

√
5− 1



 .5. FINI est bien non superposable en partie. Pour et exemple, m = 4 et p = pF pNp2
I . La relation de réurreneest :

∀n > 4, un+1 = un − pun−3.(a) program dm7_1;uses rt;var p,probaf,probai,proban:real;var u,v,w,x,y:real;var n,i:integer;beginlrsr;write('Probabilité de sortie de F: '); {entrée des données par l'utilisateur}readln(probaf);write('Probabilité de sortie de I: ');readln(probai);write('Probabilité de sortie de N: ');readln(proban);if probaf<0 or probai<0 or proban<0 or (probaf+probai+proban>1) thenwriteln('Données inohérentes')elsebeginp:=probaf*probai*proban*probai; {alul de p}u:=1-p; {initialisation}v:=1-2*p;w:=1-3*p;x:=1-4*p;n:=4; {initialisation du nombre de lettre}while (1-x) <= 0.99999 dobeginn:=n+1 {inrémentation du ompteur}11



y:=w-p*u; {nouvelle valeur}u:=v; {atualisation des variables}v:=w;w:=x;x:=y;end;write('Pour avoir une probabilité supérieure à 0.99999 d'avoir le mot FINI,');write{' il faut un mot de longueur ',n+3);end;end.Remarque : puisque x > 0, les données du problème imposent que p 6
1
4 (ela vient de la ohérene desdonnées). Don la probabilité 0.99999 ne peut pas être atteinte dès les rangs 1, 2 ou 3. En revanhe, ellepeut être atteinte au rang 4. C'est pour ela qu'il faut faire le test avant d'e�etuer la boule, d'où lastruture while ... do ... plut�t que repeat ... until ....(b) On suppose que p < 33

44 . On pose R(X) = X4 −X3 + p.i. On fait une étude de la fontion x 7→ R(x) = x4 − x3 + p. Sa dérivée est x 7→ R′(x) = 4x3 − 3x2 =

x2(4x − 3). Ainsi, R′ s'annule en 0 et en 3
4 . De plus, R

(

3
4

)

= p + 34

44 − 33

43 = p + 33(3−4)
44 = p− 33

44 .On obtient don le tableau de variations suivant :
x

f ′(x)

f(x)

−∞ 0 3
4 +∞

− 0 − 0 +

+∞

p

p− 33

44

+∞

Ainsi, par le théorème de la bijetion (R est ontinue), R n'a pas de raine dans R−, a exatement
1 raine dans ]0, 3

4 [, ar R
(

3
4

)

= p − 33

44 < 0, et a exatement une raine dans ] 34 , +∞[, et pluspréisément dans ] 34 , 1[, puisque R(1) = p > 0. Ainsi, R admet exatement deux raines, et toutesles deux sont dans l'intervalle ]0, 1[.ii. Soit µ1 et µ2 les deux raines réelles trouvées dans la question préédente. Alors on peut fatoriser
R(X) = (X −µ1)(X −µ2)Q(X), où Q est un polyn�me à oe�ients réels de degré 2. Ce polyn�men'admet pas de raine réelle, puisque R admet exatement deux raines réelles. Ainsi, ses deuxraines sont omplexes. La résolution des équations du seond degré nous montre qu'alors, puisqueles oe�ients sont tous réels, les deux raines omplexes sont onjuguées.iii. La suite (un)n∈N∗ véri�e une relation de réurrene dont le polyn�me aratéristique est R, quiadmet 4 raines distintes (dans C) : µ1, µ2, δ et δ. Par onséquent, il existe un unique quadruplet
(α1, α2, α3, α4) ∈ C4 tel que un s'érit, pour tout n ∈ N∗ :

un = α1µ
n−1
1 + α2µ

n−1
2 + α3δ

n−1 + α4δ
n−1

.iv. Cela provient de l'uniité des oe�ients (α1, α2, α3, α4), puisque par passage au onjugué, on obtientune relation similaire ave les oe�ients (α1, α2, α4, α3). L'identi�ation qu'on peut faire alors(provenant le l'uniité) fournit le résultat.v. (un)n∈N∗ tend vers 0, et (α1µ
n−1
1 + α2µ

n−1
2 )n∈N∗ aussi, puisque µ1, µ2 ∈]0, 1[. Ainsi, (α3δ

n−1 +

α3δn−1)n∈N∗ tend vers 0. Or, ette expression est égale à 2Re(α3δ
n−1) = 2rn|α3| cos(θ(n − 1)), où

δ = reθ. Cette expression n'admet pas de limite si r > 1. Ainsi, r < 1, 'est-à-dire |δ| < 1.
12


