
Lyée La Bruyère, Versailles Samedi 15/10/2011ECS 2 � Mathématiques DS no 2 : Intégrales impropresCorretion du problème 1 � (EDHEC 2007)Partie I � Les tirages se font ave remise de la boule tirée1. Appelons pour tout ℓ ∈ N, Gℓ l'événement � l'un des joueur remporte la partie lors du ℓ-ième tirage �.Étant donné que le joueur A joue toutes les parties 3k + 1, k ∈ N, que B joue toutes les parties 3k + 2, k ∈ N etque C joue toutes les parties 3k + 3, k ∈ N, on a :
∀k ∈ N, G3k+1 = A3k+1, G3k+2 = A3k+2 et G3k+3 = A3k+3.Ces événements Gk ne sont pas omplètement indispensables à la rédation, mais permettent de simpli�er un peules expressions ensemblistes lors des aluls, du fait d'une plus grande homogénéité des notations.À ondition de supposer que l'on prolonge indé�niment l'expériene (même après la vitoire d'un des joueurs), lesévénements Gk sont mutuellement indépendants (ar un tirage donné ne modi�e pas le ontenu de l'urne, puisqu'onproède ave remise de la boule tirée, et n'in�ue don pas sur les tirages suivants), et à haque étape, la réalisationde Gk est une épreuve de Bernoulli de paramètre onstant égal à 1

n
(équiprobabilité du tirage dans l'urne).Ainsi, le temps d'attente de la première réalisation d'un événement Gk est une variable aléatoire X suivant une loigéométrique de paramètre 1

n
.Soit k ∈ N. L'événement A3k+1 est réalisé si et seulement si A tire la boule blanhe lors du 3k + 1-ième tirage, etqu'auun des joueurs ne tire la boule blanhe lors des tirages préédents.Ainsi :

A3k+1 = [X = 3k + 1],et, puisque X suit une loi géométrique :
P (A3k+1) =

1

n
·
(

n − 1

n

)3k

.Ce résultat peut évidemment être retrouvé diretement, sans référene à la loi géométrique, en érivant
A3k+1 =

3k
⋂

ℓ=1

Gℓ ∩ G3k+1.On raisonne de même pour B3k+2 et C3k+3 :
P (B3k+2) = P (X = 3k + 2) =

1

n

(

n − 1

n

)3k+1 et P (C3k+3) = P (X = 3k + 3) =
1

n

(

n − 1

n

)3k+22. Puisque A ne joue que les tirages 3k + 1, k ∈ N, l'événement A est réalisé si et seulement si l'un des événements
A3k+1, k ∈ N, est réalisé. Ainsi :

A =
+∞
⋃

k=0

A3k+1.Les événements A3k+1, k ∈ N étant 2 à 2 inompatibles (le joueur A ne peut pas tirer pour la première fois la bouleblanhe lors de 2 tirages distints !), et l'union étant onstituée d'un nombre dénombrable d'événements, on obtient,par σ-additivité de la mesure de probabilité :
P (A) =

+∞
∑

k=0

P (A3k+1) =

+∞
∑

k=0

1

n
·
(

n − 1

n

)3k

=
1

n

1

1 −
(

n−1
n

)3 ,d'après la formule des sommes géométriques. Ainsi :
P (A) =

n2

n3 − (n − 1)3
.De la même façon, on obtient :

P (B) =
+∞
∑

k=0

P (B3k+2) =
+∞
∑

k=0

1

n
·
(

n − 1

n

)3k+1

=
n − 1

n
P (A),1



d'où P (B) =
n(n − 1)

n3 − (n − 1)3
.En raisonnant enore de même :

P (C) =

+∞
∑

k=0

P (C3k+3) =

+∞
∑

k=0

1

n
·
(

n − 1

n

)3k+2

=

(

n − 1

n

)2

P (A),d'où P (C) =
(n − 1)2

n3 − (n − 1)3
.Les égalités P (B) = n−1

n
P (A) et P (C) =

(

n−1
n

)2
P (A) = n−1

n
P (B) amènent immédiatement P (A) > P (B) > P (C),du fait de l'inégalité 0 6 n−1

n
< 1 et du fait de la positivité des probabilités. L'énoné est trop impréis pour obtenirles inégalités strites (notamment entre P (B) et P (C)). En e�et, e n'est pas le as si n = 1 (dans e as, A tire laboule blanhe lors du premier tirage, puisqu'il n'y a qu'elle, et don P (A) = 1, P (B) = P (C) = 0.)En revanhe, si n > 2, P (A) > P (B) > P (C) , puisque P (A) et n−1

n
sont non nuls.Ce résultat est bien sûr prévisible : si personne n'a gagné au bout de 3k tirages, les 3 joueurs ont la même hanede tirer la boule blanhe lors des 3 tirages suivants, mais omme A joue en premier, A a plus de hane d'obtenirla boule blanhe en premier !Partie II � Les tirages se font sans remise de la boule tirée.1. Je propose deux méthodes pour e alul

• Première méthode (la plus naturelle)Soit k tel que 3k + 3 6 n.L'événement A3k+1 est réalisé si et seulement si la boule blanhe n'est pas tirée lors des 3k premiers tirages, etl'est au 3k + 1-ième tirage. Ainsi, omme on l'a érit pour la question 1 :
A3k+1 =

3k
⋂

ℓ=1

Gℓ ∩ G3k+1.La di�érene par rapport à la situation préédente réside dans le fait que les événements Gk ne sont plus indé-pendants maintenant. Nous utilisons don la formule des probabilités omposées, l'événement ⋂3k

ℓ=1 Gℓ n'étantlairement pas quasi-impossible (puisque 3k + 3 6 n, on n'a pas épuisé l'ensemble des boules noire au 3k-ièmetirage, don à haque tirage, on a possibilité, ave probabilité non nulle, de tirer une boule noire). On a alors :
P (A3k+1) = P (G1)PG1

(G2) · · ·PG1∩···∩G3k−1
(G3k)PG1∩···∩G3k

(G3k+1).Or, étant donné ℓ ∈ [[1, 3k− 1]], l'événement Gℓ est réalisé sanhant que G1 ∩ · · · ∩Gℓ−1 l'est si et seulement si ontire lors du ℓ-ième tirage l'une des boules noires restantes, sahant qu'on en a tiré ℓ − 1 lors des ℓ − 1 premierstirages : il reste don à e moment n − ℓ boules noires, sur un total de n − ℓ + 1 boules. Ainsi :
PG1∩···∩Gℓ−1

(Gℓ) =
n − ℓ

n − ℓ + 1
.De même, sahant que G1 ∩ · · · ∩ G3k est réalisé, il reste, à l'issue du tirage 3k, 1 boule blanhe sur un total de

n − 3k, don
PG1∩···∩G3k

(G3k+1) =
1

n − 3k
.On obtient don

P (A3k+1) =

3k
∏

ℓ=1

n − ℓ

n − ℓ + 1
· 1

n − 3k
=

3k
∏

ℓ=1

(n − ℓ)

3k
∏

ℓ=1

(n − ℓ + 1)

· 1

(n − 3k)
=

3k
∏

ℓ=1

(n − ℓ)

3k−1
∏

ℓ=0

(n − ℓ)

· 1

(n − 3k)
.Après simpli�ations des termes du produit, il vient don :

P (A3k+1) =
n − 3k

n
· 1

n − 3k
soit: : P (A3k+1) =

1

n
.De la même façon, toujours pas utilisation de la formule des probabilités omposées (ne redétaillez pas le alul !)on obtient :

P (B3k+2) =

3k+1
∏

ℓ=1

n − ℓ

n − ℓ + 1
· 1

n − 3k − 1
=

3k+1
∏

ℓ=1

(n − ℓ)

3k
∏

ℓ=0

(n − ℓ)

· 1

(n − 3k − 1)
,2



et don
P (B3k+2) =

n − 3k − 1

n
· 1

n − 3k − 1
soit: P (B3k+2) =

1

n
.En raisonnant enore de même,

P (C3k+3) =

3k+2
∏

ℓ=1

n − ℓ

n − ℓ + 1
· 1

n − 3k − 2
=

n − 3k − 2

n
· 1

n − 3k − 2
,et enore une fois, on trouve P (C3k+3) =

1

n
.

• Deuxième méthodeLa simpliité de es résultats suggère une deuxième méthode, plus ombinatoire.Supposons que l'on ontinue l'expériene jusqu'à vidage omplet de l'urne (don au-delà de la vitoire d'un desjoueurs).Le résultat d'une expériene orrespond à un ordre de tirage des boules, don à une numérotation des boules de
1 à n, la boule numérotée k étant la boule tirée au k-ième tirage.Toute numérotation possible des boules orrespond à un résultat possible des tirages, et es di�érents résultatssont équiprobables.Par ailleurs, soit Y la variable aléatoire orrespondant au numéro de la boule blanhe, 'est-à-dire au rang detirage de la boule blanhe. Lors d'une numérotation quelonque des boules, il y a autant de hanes que la bouleblanhe soit numérotée 1, 2, ou n. Ainsi, la variable Y suit une loi uniforme sur [[1, n]]. Or, pour tout k tel que
3k + 3 6 n

P (A3k+1) = P (Y = 3k + 1), P (B3k+2) = P (Y = 3k + 2), P (C3k+3) = P (Y = 3k + 3),don, Y suivant une loi uniforme sur un ensemble de ardinal n :
P (A3k+1) = P (B3k+2) = P (C3k+3) =

1

n2. (a) On suppose dans ette question que n = 3m + 1 , ave m ∈ N. On a alors :
A = A1 ∪ A4 ∪ · · · ∪ A3m+1 =

m
⋃

k=0

A3k+1.Ces événements étant 2 à 2 inompatibles,
P (A) =

m
∑

k=0

P (A3k+1) =
m
∑

k=0

1

n
don: P (A) =

m + 1

n
=

m + 1

3m + 1
.De même,

P (B) =

m−1
∑

k=0

P (B3k+2) =

m−1
∑

k=0

1

n
don: P (B) =

m

n
=

m

3m + 1
.(on s'arrête ii à l'indie k = m − 1, ar il n'y a pas de tirage 3m + 2, puisqu'il n'y a que 3m + 1 boules)De même

P (C) =

m−1
∑

k=0

P (C3k+3) =

m−1
∑

k=0

1

n
don: P (C) =

m

n
=

m

3m + 1
.(b) On suppose, dans ette question, que n = 3m + 2 , ave m ∈ N.Cette fois-i, A a droit à m + 1 tirages, B aussi, mais C n'a droit qu'à m tirages (le tirage 3m + 3 n'ayant paslieu. Ainsi, par le même argument que dans la question préédente, on obtient :

P (A) = P (B) =
m + 1

3m + 2
, P (C) =

m

3m + 2
.() On suppose, dans ette question, que n = 3m + 3 , ave m ∈ N.Cette fois-i, A, B et C ont tous les trois droit au même nombre de tirages, à savoir m + 1 (le nombre total deboules étant un multiple de 3). Ainsi

P (A) = P (B) = P (C) =
m + 1

3m + 3
=

1

3
.3



3. Dans toutes les situations, P (A) > P (B) > P (C) , mais on peut avoir l'égalité. Tout dépend du nombre de tiragepossible pour haque joueur : suivant les propriétés de ongruene modulo 3 du nombre total de boules, les premiersjoueurs peuvent avoir plus de tirages que les derniers.Partie III � Les tirages se font sans remise, dans une urne remplie aléatoirement.L'urne est remplie de la façon suivante : on lane une pièe qui donne � pile � ave la probabilité p (0 < p < 1), et � fae �ave la probabilité 1 − p. On pose q = 1 − p.On note N la variable aléatoire égale au rang du premier � pile � obtenu lors de es laners.Si N prend la valeur n (n ∈ N
∗), on plae une boule blanhe et n−1 boules noires dans l'urne et on proède à l'expérienedérite dans l'introdution, sans remise des boules tirées.1. (a) Il s'agit des résultats de la question II-2, les onditions sur es probabilités �xant le nombre de boules dansl'urne :

P[N=3m+1](A) =
m + 1

3m + 1
, P[N=3m+2](A) =

m + 1

3m + 2
, P[N=3m+3](A) =

1

3
.(b) La variable aléatoire N suit une loi géométrique de paramètre p. On a N(Ω) = N

∗. Ainsi, ([N = n])n∈N∗ est unsystème omplet dénombrable d'événements non quasi-impossibles. D'après la formule des probabilités totales,on a don :
P (A) =

+∞
∑

n=1

P (N = n)P[N=n](A).En triant les valeurs de n suivant leur reste dans la division eulidienne par 3, il vient don (toutes les sériesétant absolument onvergentes :
P (A) =

+∞
∑

m=0

P (N = 3m+1)P[N=3m+1](A)+

+∞
∑

m=0

P (N = 3m+2)P[N=3m+2](A)+

+∞
∑

m=0

P (N = 3m+3)P[N=3m+3](A).En remplaçant par les expressions des probabilités onditionnelles obtenues dans la question préédente, etd'après l'expression d'une loi géométrique,
P (A) =

+∞
∑

m=0

pq3m m + 1

3m + 1
+

+∞
∑

m=0

pq3m+1 m + 1

3m + 2
+

+∞
∑

m=0

pq3m+3 1

3
.Cette dernière somme vaut :

+∞
∑

m=0

pq3m+3 1

3
=

pq3

3

+∞
∑

m=0

1

q3m
=

pq3

3(1 − q3)
.Ainsi,

P (A) =
pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 1
q3mp(petite erreur dans l'énoné, failement reti�able, surtout si on ompare à la question suivante).2. Le même alul, basé sur la formule des probabilités totales, amène :

P (B) =

+∞
∑

m=0

pq3m m

3m + 1
+

+∞
∑

m=0

pq3m+1 m + 1

3m + 2
+

+∞
∑

m=0

pq3m+3 1

3
.d'où, d'après le alul de ette dernière somme, e�etuée juste au-dessus :

P (B) =
pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp.3. C'est un peu répétitif, mais allons-y ! Toujours la même méthode permet de parvenir à :

P (C) =

+∞
∑

m=0

pq3m m

3m + 1
+

+∞
∑

m=0

pq3m+1 m

3m + 2
+

+∞
∑

m=0

pq3m+3 1

3
,don à :

P (C) =
pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp.4



4. Puisque m < m + 1, et que les séries sont à termes stritement positifs, on a :
pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp <

pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp,et

pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp <

pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 1
q3mp,don P(A)>P(B)>P(C) .Dans les 3 questions suivantes, on herhe à déterminer une expression intégrale de P (A).5. (a) Soit x ∈ [0, 1[. D'après la formule de sommation des suites géométriques de raison di�érente de 1 (ii la raisonest x3 6= 1)

n−1
∑

m=0

x3m =
1 − x3n

1 − x3
.(b) En intégrant ette relation entre 0 et q (toutes les fontions onsidérées étant ontinues sur [0, q], puisque

q < 1), et en passant l'intégrale dans la somme (on peut le faire ar la somme est �nie) :
n−1
∑

m=0

∫ q

0

x3m dx =

∫ q

0

1 − x3n

1 − x3
,soit, par un alul diret des intégrales de la somme de gauhe :

n−1
∑

m=0

q3m+1

3m + 1
=

∫ q

0

dx

1 − x3
−
∫ q

0

x3n

1 − x3
dx.() Pour tout x ∈ [0, q], on a :

0 6
x3n

1 − x3
6

x3n

1 − q3
,don, par positivité de l'intégrale,

0 6

∫ q

0

x3n

1 − x3
dx 6

1

1 − q3

∫ q

0

x3n dx =
q3n+1

(3n + 1)(1 − q3)
.Puisque q ∈]0, 1[, ette dernière expression tend vers 0 lorsque n tend vers +∞. Ainsi, d'après le théorèmed'enadrement, (∫ q

0
x3n

1−x3 dx
)

n∈N∗

admet une limite lorsque n tend vers +∞, et :
lim

n→+∞

∫ q

0

x3n

1 − x3
dx = 0.Ainsi, en passant à la limite lorsque n tend vers +∞ dans l'égalité de la question 5(b), la série étant onvergente(les termes positifs sont minorés par q · q3m, terme général d'une série géométrique de raison 3m), on obtient

+∞
∑

m=0

q3m+1

3m + 1
=

∫ q

0

1

1 − x3
.6. De la même façon

n−1
∑

m=0

x3m+1 = x ·
n−1
∑

m=0

x3m =
x − x3n+1

1 − x3
,don, en intégrant entre 0 et q,

n−1
∑

m=0

q3m+2

3m + 2
=

∫ q

0

x

1 − x3
dx −

∫ q

0

x3n+1

1 − x3
dx.Or, pour tout n ∈ N,

0 6

∫ q

0

x3n+1

1 − x3
dx 6

1

1 − q3

∫ q

0

x3n+1 dx =
q3n+2

(3n + 2)(1 − q3)
,5



don, d'après le théorème d'enadrement,
lim

n→+∞

∫ q

0

x3n+1

1 − x3
dx = 0,d'où �nalement,

+∞
∑

m=0

q3m+2

3m + 2
=

∫ q

0

x

1 − x3
dx.7. (a) On a :

m + 1

3m + 1
=

1
3 (3m + 1) + 2

3

3m + 1
, don: m + 1

3m + 1
=

1

3
+

2

3
· 1

3m + 1
.De la même façon,

m + 1

3m + 2
=

1
3 (3m + 2) + 1

3

3m + 2
, don: m + 1

3m + 1
=

1

3
+

1

3
· 1

3m + 2
.(b) On a don :

P (A) =
pq2

3(1 − q3)
+

1

3

+∞
∑

m=0

q3m+1p +
1

3

+∞
∑

m=0

q3m+1

3m + 2
+

1

3

+∞
∑

m=0

q3mp +
2

3

+∞
∑

m=0

q3m

3m + 1don, d'après la question préédente, et d'après la formule de sommation des séries géométriques :
P (A) =

pq2

3(1 − q3)
+

pq

3
· 1

1 − q3
+

p

3
· 1

1 − q3
+

p

3q

∫ q

0

x

1 − x3
dx +

2p

3q

∫ q

0

1

1 − x3
dx.Par onséquent :

P (A) =
p(1 + q + q2)

3(1 − q3)
+

p

3q

∫ q

0

x + 2

1 − x3
=

p

3(1 − q3)
· 1 − q3

1 − q
+

p

3q

∫ q

0

x + 2

1 − x3
,et, puisque p = 1 − q, on obtient �nalement

P (A) =
1

3
+

p

3q

∫ q

0

x + 2

1 − x3
dx. .8. On pose p = 1

2 , dans ette question uniquement. On a don :
∀x ∈ [0, q] = [0,

1

2
],

x + 2

1 − x3
> x + 2,d'où, par roissane de l'intégrale,

∫ q

0

x + 2

1 − x3
>

∫ q

0

(x + 2) dx =

∫ 1
2

0

(x + 2) dx =
1

8
+ 1 =

9

8
.Ainsi,

P (A) =>
1

3
+

1

3
· 9

8
=

1

3
+

3

8
=

8 + 9

24
,et on obtient bien la minoration P (A) > 17

24 .9. (a) Reherhons α, β et γ tels que pour tout x ∈ R \ {1}, on ait :
x + 2

1 − x3
=

−x − 2

(x − 1)(1 + x + x2)
=

α

x − 1
+

βx + γ

x2 + x + 1
.En mutlipliant par x − 1 et en évaluant en 1, on trouve α = −1En mutlipliant par x et en onsidérant la limite en +∞, on trouve α + β = 0, don β = 1.En évaluant en 0, on trouve : 2 = −α + γ, don γ = 1.Ainsi,

∀x ∈ R \ {1}, x + 2

1 − x3
=

−1

x − 1
+

x + 1

x2 + x + 1
.6



(b) On a alors
∫ q

0

x + 2

1 − x3
dx =

∫ q

0

−1

x − 1
+

x + 1

x2 + x + 1
dx = − ln(1 − q) +

∫ q

0

x + 1
2

x2 + x + 1
dx +

1

2

∫ q

0

dx

1 + x + x2(ii on peut manipuler les intégrales sans danger : elles ne sont pas impropres) Or :
∫ q

0

x + 1
2

x2 + x + 1
dx =

1

2

[

ln(1 + x + x2)
]q

0
=

1

4
ln(1 + q + q2)et

∫ q

0

dx

1 + x + x2
=

∫ q

0

dx

(x + 1
2 )2 + 3

4

=
4

3

∫ q

0

dx

( 2√
3
(x + 1

2 ))2 + 1et par onséquent,
∫ q

0

dx

1 + x + x2
=

2√
3

[

Arctan

(

2√
3
(x +

1

2
)

)

]q

0

=
2√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− 2√
3

Arctan
1√
3

=
2√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

3
√

3On obtient au �nal :
∫ q

0

2 + x

1 − x3
dx = − ln(1 − q) +

1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3
.() On a don :

P (A) =
1

3
+

p

3(1 − p)

(

− ln(p) +
1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3

)

.Lorsque p tend vers 0 (don q tend vers 1), tous les termes de la dernière parenthèse admettent une limite�nie, sauf − ln(p) qui tend vers +∞. Ce terme est don prépondérant sur les autres, et
p

3(1 − p)

(

− ln(p) +
1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3

)

∼
+∞

−p ln p

3
.D'après les roissanes omparées, il vient don

lim
p→0

p

3(1 − p)

(

− ln(p) +
1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3

)

= 0,don lim
p→0

P (A) =
1

3
.Ce résultat est logique : lorsque p tend vers 0, la probabilité de suès est quasi-nulle, la variable aléatoire N vadon prendre des valeurs très grandes, e qui équilibre les hanes des di�érents joueurs (le nombre de tiragenéessaire pour obtenir la première boule blanhe va être grand, et dans e as, le fait d'avoir joué en premierperd de son importane)(d) E�etuons un DL à l'ordre 1 en q de l'expression entre parenthèse :

− ln(1 − q) = q + o(q) et 1

2
ln(1 + q + q2) =

1

2
q + o(q).Par ailleurs, la fontion f : x 7→ 1√

3
Arctan

(

2√
3
(x + 1

2 )
) est de lasse C1, et

∀x ∈ R, f ′(x) =
2

3
· 1

1 + 4
3 (x + 1

2 )2
,don f ′(0) = 2

3 · 1
1+ 1

3

= 1
2 . D'après la formule de Taylor-Young, on a don :

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

=
π

6
√

3
+

1

2
q + o(q),d'où �nalement :

− ln(p) +
1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3
= q +

1

2
q +

1

2
q + o(q) = 2q + o(q).7



Ainsi,
p

3q

(

− ln(p) +
1

2
ln(1 + q + q2) +

1√
3

Arctan

(

2√
3
(q +

1

2
)

)

− π

6
√

3

)

∼
p→1

2q

q
=

2

3
.On en déduit que limp→1 P (A) = 1 .Ce résultat est enore une fois très logique : lorsque p s'approhe de 1, on tend vers une situation pour laquellele premier suès est obtenu tout de suite, don il n'y a qu'une boule dans l'urne (la boule blanhe) : dans eas, A jouant en premier, 'est lui qui la tire.10. Dernier alul de e problème... On revient à l'expression intégrale de P (A), que l'on dérive, par rapport à p, en seservant des règles usuelles de dérivation des intégrales dépendant de leur borne. En notant g(p) = P (A), on obtient :

∀p ∈]0, 1[, g′(p) =
1

3

(

(1 − p) + p

(1 − p)2

∫ q

0

x + 2

1 − x3
dx − p

1 − p
· q + 2

1 − q3

)

=
1

3(1 − p)2

(
∫ q

0

x + 2

1 − x3
dx − pq(q + 2)

1 − q3

)

.Or,
∫ q

0

x + 2

1 − x3
dx >

∫ q

0

2 dx = 2qet
pq(q + 2)

1 − q3
=

q(q + 2)

1 + q + q2
.Une étude de la fontion q 7→ q+2

1+q+q2 montre qu'elle est stritement déroissante sur R+, don stritement inférieureà sa valeur en 0, égale à 2. Ainsi
pq(q + 2)

1 − q3
< 2q.On en déduit don de g′(p) > 0, don que P (A) roit en fontion de p. Comme sa limite en 0 est égale à 1

3 , on endéduit que pour tout p ∈]0, 1[, P (A) > 1
3Partie IV � Simulation informatique1. program edhe_2007;var a,b,,n:integer;beginreadln(n); randomize;repeata:=random(n);if a=0 then writeln('A est vainqueur')else beginb:=random(n);if b=0 then writeln('B est vainqueur')else begin:= random(n);if =0 then writeln('C est vainqueur');end;end;until (a*b*=0);end.2. program edhe_2007_bis;var a,b,,n:integer;beginreadln(n); randomize;repeata:=random(n);n:=n-1; {une boule en moins dans l'urne}if a=0 then writeln('A est vainqueur')else beginb:=random(n);n:=n-1;if b=0 then writeln('B est vainqueur')else begin:= random(n);n:=n-1;if =0 then writeln('C est vainqueur');8



end;end;until (a*b*=0);end.Corretion du problème 2 �Partie I � L'intégrale de Dirihlet I =

∫ +∞

0

sin x

x
.1. Tout d'abord, x 7→ sin x

x
est ontinue sur ]0, +∞[, et prolongeable par ontinuité en 0, puisque lim

x→0

sin x

x
= 1. Ainsi,la seule impropreté est en +∞.E�etuons une intégration, en posant les deux fontions u et v suivantes, de lasse C1 sur [1, +∞| :

∀x ∈ [1, +∞[, u(x) =
1

x
et v(x) = − cosx.On a alors

∀x ∈ [1, +∞[, u′(x) = − 1

x2
et v(x) = sinx.Alors pour tout x ∈ [1, +∞[, u(x)v(x) = − cos x

x
, et par onséquent, uv admet une limite �nie (nulle) en +∞.Ainsi, d'après le théorème d'intégration par parties pour les intégrales impropres, les deux intégrales

∫ +∞

1

sin x

x
dx et ∫ +∞

1

cosx

x2sont de même nature. Or,
∀x ∈ [1, +∞[, 0 6

| cosx|
x2

6
1

x2
,et ∫ +∞

1

dx

x2
est onvergente en tant qu'intégrale de Riemann en +∞, de paramètre 2 > 1. Ainsi, d'après lethéorème de omparaison des intégrales de fontions positives par inégalités, on en déduit que ∫ +∞

1

cosx

x
dxonverge absolument, don onverge.Ainsi, d'après e qui préède, ∫ +∞

1

sinx

x
dx onverge, don ∫ +∞

0

sinx

x
dx onverge.2. (a)(b) Pour ommener, justi�ons l'existene des intégrales In. Cette justi�ation, même si non demandée expliite-ment, est sous-entendue, puisque l'égalité demandée n'a de sens que si les intégrales onvergent.Soit don n ∈ N, la fontion x 7→ sin(2n + 1)t

sin t
est ontinue sur ]0, π

2 ], et prolongeable par ontinuité en 0,puisque
sin(2n + 1)t

sin t
∼

x→0

(2n + 1)t

t
= 2n + 1.Ainsi, l'intégrale In est faussement impropre, don onvergente.Soit n ∈ N

∗. Alors :
In − In−1 =

∫ π
2

0

sin (2n + 1)t − sin (2n − 1)t

sin t
dt = 2

∫ π
2

0

cos(2nt) sin t

sin t
dt

= 2

∫ π
2

0

cos 2nt dt =
1

2n

[

sin(2nt)
]

π
2

0
= 0 = In − In−1 .() Par onséquent, pour tout n ∈ N,

In = I0 =

∫ π
2

0

sin t

sin t
dt =

∫ π
2

0

1 dt =
π

2
= In .3. Soit n ∈ N. Ii, l'intégrale est dé�nie sur [a, b], il n'y a don pas besoin de prendre de préaution partiulière pourl'intégration par parties. On dé�nit les deux fontions suivantes :

∀t ∈ [a, b], u(t) = f(t) et v(t) = − 1

n
cos(nt).9



Les fontions u et v sont de lasse C1, et :
∀t ∈ [a, b], u′(t) = f ′(t) et v′(t) = sin(nt).Ainsi, la formule d'intégration par parties donne :
Jn = − 1

n

[

f(t) cos(nt)
]b

a
+

1

n

∫ b

a

f ′(t) cos(nt) dt.Or, les fontions f et f ′ sont ontinues sur l'intervalle fermé et borné [a, b], elle y sont don bornées. Il existe don
M tel que pour tout t ∈ [a, b], |f(t)| 6 M et |f ′(t)| 6 M . On en déduit, d'après l'inégalité triangulaire pour lessommes, puis pour les intégrales, et d'après la propriété de roissane de l'intégrale, que :

|Jn| 6
1

n

(

|f(b) cos(nb)| + |f(a) cos(na)| +
∣

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f ′(t) cos(nt) dt

∣

∣

∣

∣

∣

)

6
1

n

(

2M +

∫ b

a

|f ′(t) cos(nt)| dt

)

6
1

n

(

2M +

∫ b

a

M dt

)

=
2 + b − a

n
.Ainsi, d'après le théorème d'enadrement, on a : lim

n→+∞
Jn = 0 .4. On utilise le théorème de prolongement des fontions de lasse C1, f étant de lasse C1 sur ]0, π

2 ] : il su�t don demontrer que f ′ admet une limite �nie en 0. En partiulier, il est inutile de justi�er l'existene d'une limite en 0 de
f : ela vient en bonus.Pour tout t ∈]0, π

2 , on a :
f ′(t) = − 1

t2
+

cos t

sin2 t
=

− sin2 t + t2 cos t

t2 sin2 t
.Or, t2 sin2 t ∼

t→0
t4. Cherhons don un DL à l'ordre 4 du numérateur :

− sin2 t + t2 cos t = −(t − t3

6
+ o(t4))2 + t2(1 − t2

2
+ o(t2)) = −t2 +

t4

3
+ t2 − t4

2
+ o(t4) = − t4

6
.Ainsi, f ′(t)∼

0
− t4/6

t4
= −1

6
.Don f ′ admet une limite en 0. On en déduit, d'après le théorème de prolongement des fontions de lasse C1, que

f est prolongeable par ontinuité en une fontion de lasse C1 sur [0, π
2 ].5. La fontion f étant prolongeable par ontinuité en une fontion de lasse C1, d'après la question I-2b,

lim
n→+∞

∫ π
2

0

(

1

t
− 1

sin t

)

sin((2n + 1)t) dt = 0.Comme l'intégrale In onverge ainsi que l'intégrale ∫ π
2

0

sin(2n + 1)t

t
dt (faussement impropre), et omme In est uneonstante égale à π

2 , on en déduit que
lim

n→+∞

∫ π
2

0

sin(2n + 1)t

t
dt =

π

2
.Or, pour tout n ∈ N, en e�etuant le hangement de variables u = (2n + 1)t 'est-à-dire t = u

2n+1 = ϕ(u), où ϕ estde lasse C1 de [0, 2n+1
2 π] sur [0π

2 ] (la bijetivité ne sert à rien ii, les intégrales n'étant pas impropres), on a
∫ π

2

0

sin(2n + 1)t

t
dt =

∫ (n+ 1
2 )π

0

(2n + 1)
sin u

u

du

2n + 1
=

∫ (n+ 1
2 )π

0

sin u

u
du.Ainsi :

I = lim
n→+∞

∫ (n+ 1
2 )π

0

sin u

u
du = lim

n→+∞

∫ π
2

0

sin(2n + 1)t

t
dt =

π

2
= I .Partie II � Étude d'intégrales du type ∫ +∞

0

sin(t)f(t) dt

10



1. (a) La fontion f ′ est ontinue sur [0, +∞[, ar f est de lasse C1. Ainsi, l'intégrale ∫ +∞

0

f ′(t) dt est impropre aupoint +∞ uniquement.De plus, une primitive de f ′ est f , qui admet une limite �nie en +∞. L'existene d'une limite �nie de laprimitive aux points d'impropriété assurant la onvergene, on en déduit que ∫ +∞

0

f ′(t) dt est onvergente .(b) La fontion t 7→ sin tf(t) est ontinue sur [0, +∞[, don l'intégrale ∫ +∞

0

sin tf(t) dt admet une unique impro-priété en +∞On e�etue une intégration par parties, à l'aide des fontions u et v suivantes, de lasse C1 sur [0, +∞[ :
∀t ∈ [0, +∞[, u(t) = − cos t v(t) = f(t)

u′(t) = sin t v′(t) = f ′(t).D'après le théorème d'intégration par parties, les intégrales ∫ +∞

0

sin tf(t) dt et ∫ +∞

0

cos tf ′(t) sont de mêmenature.Or, pour tout t ∈ [0, +∞[,
| cos tf ′(t)| = | cos t| · |f ′(t)| 6 |f ′(t)| = −f ′(t),puisque f ′ 6 0, du fait de la déroissane de f . Ainsi, l'intégrale ∫ +∞

0

(−f ′(t)) dt étant onvergente d'après laquestion préédente, et les fontions étant positives, l'intégrale ∫ +∞

0

| cos tf ′(t)| dt est onvergente, d'après lethéorème de omparaison par inégalité d'intégrales de fontions positives.Ainsi, ∫ +∞

0

cos tf ′(t) dt est absolument onvergente, don onvergente. On déduit don de la omparaisonissue de l'intégration par parties que ∫ +∞

0

sin tf(t) dt onverge .2. (a) Soit n ∈ N. L'intégrale ∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin t|f(t) dt n'est pas impropre. On y e�etue le hangement de variable delasse C1 donné par u = t − π. on obtient :
∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin t|f(t) dt =

∫ (n+1)π

nπ

| sin(u + π)|f(u + π) du =

∫ (n+1)π

nπ

| sin(u)|f(u + π) du,puisque u 7→ | sinu| est π-périodique. Or, pour tout u ∈ [nπ, (n + 1)π], du fait de la déroissane de f , on a :
| sin(u)|f(u + π) 6 | sin(u)|f(u),et don, par la propriété de roissane de l'intégrale,

∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin t|f(t) dt =

∫ (n+1)π

nπ

| sin(u)|f(u + π) du 6

∫ (n+1)π

nπ

| sin(u)|f(u) du.La variable d'intégration étant muette, on obtient bien l'inégalité :
∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt >

∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin t|f(t) dt.(b) Soit n ∈ N. La fontion f étant déroissante et positive, pour tout t ∈ [nπ, (n + 1)π],
0 6 | sin t|f(t) 6 | sin t|f(n) 6 f(n).Ainsi, pour tout n ∈ N,

0 6

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt 6

∫ (n+1)π

nπ

f(n) = πf(n).Puisque f est de limite nulle en +∞, lim
n→+∞

πf(n) = 0. Ainsi, d'après le théorème d'enadrement, la suite
(

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt

)

n∈N

, admet une limite et :
lim

n→+∞

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt = 0 .11



() La fontion f étant positive, et la fontion sin étant de signe onstant sur tout intervalle [nπ, (n + 1)π], positifsi n est pair, et négatif si n est impair, on obtient :
∀n ∈ N,

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt = (−1)n

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt = (−1)nunoù on a posé, pour tout n ∈ N, vn =

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt. Alors, (vn) est déroissante de limite nulle. La sériede terme général (−1)nvn est don une série alternée. Le théorème spéial de onvergene des séries alternéesn'étant pas au programme, on réexpose rapidement l'argument : notons pour tout n ∈ N, Sn =

n
∑

k=0

(−1)kvk

• ∀n ∈ N, S2n+2 − S2n = v2n+2 − v2n+1 6 0, ar (un)n∈N déroît ;
• ∀n ∈ N, S2n+3 − S2n+1 = −v2n+3 + v2n+2 > 0, ar (un)n∈N déroît ;
• S2n+1 − S2n = −v2n+1 −→

n→+∞
0,don les deux suites (S2n) et (S2n+1) sont adjaentes. Elles onvergent don vers une même limite S. Les deuxsuites (S2n) et (S2n+1) ayant une même limite S, (Sn)n∈N onverge aussi vers S.Ainsi, la série de terme général (−1)nvn =

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt est onvergente.(d) De la question prééédente, on déduit que n−1
∑

k=0

∫ (k+1)π

kπ

sin tf(t) dt admet une limite lorsque n tend vers +∞,don, en utilisant la relation de Chasles, que ∫ nπ

0

sin tf(t) dt tend vers un ertain réel I lorsque n tend vers
+∞.Soit A ∈ R

∗
+. Soit n =

⌊

A
π

⌋. Alors A ∈ [nπ, (n + 1)π[, et
∫ A

0

sin tf(t) dt =

∫ nπ

0

sin tf(t) dt +

∫ A

nπ

sin tf(t) dt.Or, d'après l'inégalité triangulaire et puisque A ∈ [nπ, (n + 1)π[, on a :
∣

∣

∣

∣

∣

∫ A

nπ

sin tf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫ A

nπ

| sin t|f(t) dt 6

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt = vn.Comme (vn) tend vers 0 quand n tend vers +∞, et omme n tend vers +∞ quand A tend vers +∞, on obtient :
lim

A→+∞

∫ A

nπ

sin tf(t) dt = 0,d'après le théorème d'enadrementComme lim
A→+∞

∫ nπ

0

sin tf(t) dt = I, on en déduit que ∫ A

0

sin tf(t) dt admet une limite lorsque A tend vers
+∞, don l'intégrale ∫ +∞

0

sin tf(t) dt onverge.3. (a) Le théorème de omparaison entre séries et intégrales dit la hose suivante : si g est une fontion ontinue sur
[0, +∞[, déroissante et positive (de limite nulle ou non), alors la série +∞

∑

k=0

g(k) et l'intégrale ∫ +∞

0

g(t) dt sontde même nature.Pour se ramener à et énoné de façon préise, on e�etue le hangement de variable t = πu, de lasse C1 sur
[0, +∞[, stritement roissant, bijetif de [0, +∞[ sur [0, +∞[. Ainsi, ∫ +∞

0

f(t) dt et ∫ +∞

0

πf(πu) du sont demême nature, don divergentes. Ainsi, l'intégrale ∫ +∞

0

f(πu) du étant divergente, et la fontion u 7→ f(πu)étant ontinue, déroissante et positive, le théorème de omparaison entre séries et intégrales permet d'a�rmerque la série de terme général f(nπ) diverge.(b) Soit n ∈ N
∗. On a, par déroissane de f :

∀t ∈ [(n − 1)π, nπ], f(t) > f(nπ) don: | sin t|f(t) > | sin t|f(nπ).Par onséquent,
∫ nπ

(n−1)π

| sin t|f(t) dt > f(nπ)

∫ nπ

(n−1)π

| sin t| dt = f(nπ)

∣

∣

∣

∣

∣

∫ nπ

(n−1)π

sin t dt

∣

∣

∣

∣

∣

,12



ar sin est de signe onstant sur [(n − 1)π, nπ]. Ainsi,
∫ nπ

(n−1)π

| sin t|f(t) dt > f(nπ)| cos((n − 1)π) − cos(nπ)| = 2f(nπ) .() Puisque 2f(nπ) > 0, et que la série de terme général f(nπ) est divergente, on déduit du théorème de ompa-raison des séries à termes positifs que la série de terme général ∫ nπ

(n−1)π

| sin t|f(t) dt diverge, don, puisque eterme général est positif, que sa somme partielle tend vers +∞.Ainsi :
lim

n→+∞

n
∑

k=1

∫ kπ

(k−1)π

| sin t|f(t) dt = +∞ soit: lim
n→+∞

∫ nπ

0

| sin t|f(t) dt = +∞ .Ainsi, par la ontraposée du ritère séquentiel de l'existene d'une limite en +∞, on en déduit que la fontion
A 7→

∫ A

0

| sin t|f(t) dt = +∞ n'admet pas de limite �nie en +∞, don quel'intégrale ∫ nπ

0

| sin t|f(t) dt diverge.4. (a) La fontion f admet une limite (�nie ou in�nie) don |f | également. Cette limite ℓ de |f | est non nulle. Ellepeut don être soit un réel stritement positif, soit +∞. Distinguons les 2 as :
• si ℓ ∈ R

∗
+, alors en prenant ε = ℓ

2 dans la dé�nition de la limite, on obtient l'existene d'un réel x0 tel quepour tout x > x0,
ℓ

2
= ℓ − ε < f(x) < ℓ + ε =

3ℓ

2
.Il su�t alors de poser δ = ℓ

2 . Le ouple (δ, x0) répond au problème posé.
• Si ℓ = +∞, alors en prenant A = 1 dans la dé�nition de la limite, il existe x0 tel que pour tout x > x0,

f(x) > A = 1. Il su�t alors de poser δ = 1. Le ouple (δ, x0) répond alors au problème posé.Par ailleurs, si f n'est pas de signe onstant sur ]x0, +∞[, f étant ontinue sur et intervalle, d'après le théorèmedes valeurs intermédiaires, il existerait y0 ∈]x0, +∞[, tel que f(y0) = 0. Cette valeur y0 ne véri�e don pas
|f(y0)| > δ, d'où une ontradition.Ainsi, f est de signe onstant sur ]x0, +∞[.(b) Le raisonnement est ensuite le même que dans la question préédente, à ei près qu'il faut faire un peu plusattention au signe de f , puisqu'elle n'est pas supposée positive ii.Soit n tel que nπ > x0. Alors f est de signe onstant sur [nπ, (n + 1)π], d'après la question préédente, et sinaussi. Ainsi, t 7→ sin tf(t) est de signe onstant sur [nπ, (n + 1)π], d'où :

∣

∣

∣

∣

∣

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

=

∫ (n+1)π

nπ

| sin t| · |f(t)| dt.Comme f > δ sur ]x0, +∞[, don en partiulier sur [nπ, (n + 1)π], on en déduit, d'après la propriété deroissane de l'intégrale, que :
∣

∣

∣

∣

∣

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

> δ

∫ (n+1)π

nπ

| sin t| dt = 2δ,le dernier alul ayant été e�etué en 3(b). Ainsi, pour tout n tel que nπ > x0, ∣∣∣∣
∣

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

> 2δ.() L'inégalité obtenue dans la question préédente empêhe le terme ∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt d'avoir une limite nulleen +∞. Ainsi, la série de terme général ∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt est divergente, don la suite (∫ nπ

0

sin tf(t) dt

)

n∈N(somme partielle de ladite série) n'admet de limite en +∞, don, d'après le ritère séquentielle, la fontion A 7→
∫ A

0

sin tf(t) dt n'admet pas de limite lorsque A tend vers +∞. Ainsi, l'intégrale ∫ +∞

0

sin tf(t) dt diverge.(d) Vous remarquerez que la borne inférieure est ii égale à 1 (pour éviter une éventuelle impropriété en 0), maisela ne modi�e en rien les ritères trouvés préédemment.
• Si α 6 0 , alors t 7→ 1

tα admet en +∞ une limite égale à 1 (si α = 0) ou +∞ (dans les autres as). Ainsi,d'après la question préédente, ∫ +∞

1

sin t

tα
dt diverge.13



• Si 0 < α 6 1 , alors, d'après II-1(b), la fontion t 7→ 1
tα étant de lasse C1 sur [1, +∞[, déroissante et delimite nulle, l'intégrale ∫ +∞

1

sin t

tα
dt est onvergente. Mais, puisque ∫ +∞

1

dx

xα
est divergente (intégrale deRiemann de paramètre α < 1), on déduit de la question II-3() qu'elle n'est pas absolument onvergente.Ainsi, ∫ +∞

1

sin t

tα
dt est semi-onvergente .

• Si α > 1 , alors la omparaison
∀x > 1,

∣

∣

∣

∣

sin t

tα

∣

∣

∣

∣

6
1

xα
,la positivité des fontions en jeu, et la onvergene des intégrales de Riemann de paramètre α > 1 assurentla onvergene absolue de ∫ +∞

1

sin t

tα
dt .(e) Pour tout (α, β) ∈ R × R

∗
+, la fontion x 7→ sin(tβ)

tα est ontinue sur [1, +∞[. Ainsi, la seule impropriété est en
+∞.Le hangement de variables x = tβ est de lasse C1 sur [1, +∞[, stritement roissant, bijetif de [1, +∞[dans [1, +∞[ (ar β > 0), et t = x

1
β , don dt = 1

β
x

1
β
−1 dx. Ainsi, les intégrales ∫ +∞

1
sin(tβ)

tα dt et ∫ +∞
1

sin(x)

x
α
β

·
1
β
x

1
β
−1 dx sont de même nature (la onvergene absolue et la semi-onvergene étant préservée, puisqu'on pour-rait faire le même hangement de variable sur l'intégrale des valeurs absolues). Don l'intégrale ∫ +∞

1
sin(tβ)

tα dtest de même nature que ∫ +∞
1

sin(x)

x
α+β−1

β

dx.D'après la question préédente, elle est
• divergente si α+β−1

β
6 0 i.e. si α + β 6 1

• semi-onvergente si α+β−1
β

∈]0, 1], i.e. si α + β > 1 et α 6 1

• absolument onvergente si α+β−1
β

> 1 si α+β−1
β

> 1, i.e. si a > 1 (e qu'on retrouve failement par unargument diret).5. (a) La fontion x 7→ cos(2x)
x

est ontinue sur [1, +∞[, don l'intégrale est impropre en +∞.Posons u et v les deux fontions de lasse C1 sur [1, +∞[ dé�nies par :
∀x ∈ [1, +∞[, u(x) = 1

x
v(x) = 1

2 sin(2x)
u′(x) = − 1

x2 v′(x) = cos(2x).La fontion uv admet de manière évidente une limite (nulle) en +∞, don le théorème d'intégration par partiepermet d'a�rmer que ∫ +∞

1

cos(2x)

x
dx est de même nature que ∫ +∞

1
sin(2x)

x2 dx.La majoration :
∀x ∈ [1, +∞[,

∣

∣

∣

∣

sin(2x)

x2

∣

∣

∣

∣

6
1

x2permet d'a�rmer la onvergene de ette dernière intégrale, par omparaison (entre fontions positives) à uneintégrale de Riemann onvergente.Ainsi, ∫ +∞

1

cos(2x)

x
dx onverge .On a, pour tout x de [1, +∞[ :

sin2 x

x
=

1

2
· 1 − cos(2x)

x
=

1

2

(

1

x
− cos(2x)

x

)Or, l'intégrale ∫ +∞

1

1

x
dx diverge, et l'intégrale ∫ +∞

1

cos(2x)

x
dx onverge. Ainsi leur somme est divergente.Par onséquent, ∫ +∞

1

sin2 x

x
diverge(b) On a ii, pour tout t ∈ [1, +∞[,

sin tf(t) =
sin2 t

t
+

sin t

t
.Or, l'intégrale ∫ +∞

1

sin2 t

t
diverge, et l'intégrale ∫ +∞

1
sin t

t
dt onverge. Don leur somme est divergente.Ainsi, ∫ +∞

1

sin tf(t) dt diverge. 14



La fontion f est ii de lasse C1, de limite nulle, mais pas déroissante (elle est toujours positive, et s'annuleune in�nité de fois, elle osille entre 0 et des valeurs positives de plus en plus prohes de 0).Par onséquent, la déroissane de f est une hypothèse indispensable du résultat de la question II-2.Partie III � Étude d'intégrales du type ∫ +∞

1

s(t)f(t) dt où s est périodique1. (a) La fontion s est ontinue sur R, don elle admet une primitive S. Soit S une primitive quelonque.Soit g : x 7→
∫ T+x

x
s(t) dt. D'après un théorème du ours (dérivation des intégrales dépendant de leurs bornes),

g est de lasse C1, et
∀x ∈ R, g′(x) = s(T + x) − s(x) = 0,puisque s est périodique. Ainsi, g est onstante : l'intégrale d'une fontion périodique sur une période ne dépendpas de la période hoisie.Soit alors x ∈ R. On a don :

S(T + x) − S(T ) =

∫ T+x

x

s(t) dt =

∫ T

0

s(t) dt = 0 don: S(T + x) = S(x).Ainsi, S est T -périodique .(b) Soit S une primitive de s. La fontion S est ontinue sur l'intervalle fermé borné [0, T ], don elle est bornéesur ette intervalle : il existe M tel que pour tout x ∈ [0, T ], |S(x)| 6 M . Puisque S est T -périodique, etteinégalité reste vraie sur tout RAinsi, S est bornée.() Puisque f est de lasse C1 et de limite nulle, et que S est de lasse C1, et bornée, on peut faire une intégration parpartie ave u = S, v = f , et Sf tend vers 0 en +∞. Cei nous assure que ∫ +∞

1

s(x)f(x) dx et ∫ +∞

1

S(x)f ′(x)sont de même nature.Or, S étant bornée, il existe M tel que
∀x ∈ [1, +∞[, |S(x)f ′(x)| 6 M |f ′(x)| = −Mf ′(x),puisque f ′ 6 0, par déroissane de f .Les hypothèses sur f étant similaires à elles de II-1, un argument donné lors de ette question montreque ∫ +∞

1

f ′(x) dx onverge. Ainsi, par omparaison d'intégrales de fontions positives, ∫ +∞

1

|S(x)f ′(x)| dxonverge, don ∫ +∞

1

S(x)f ′(x) dx onverge absolument, don onverge.Et �nalement, ∫ +∞

1

s(x)f(x) dx est onvergente .2. (a) Posons m = 1
T

∫ T

0
s(t) dt. Alors

∫ T

0

m dt =

∫ T

0

s(t) dt don: ∫ T

0

(s(t) − m) dt = 0Par ailleurs, puisque ∫ T

0

s(t) dt 6= 0, m 6= 0 .(b) La fontion t 7→ s(t)−m est T -périodique, d'intégrale nulle sur une période, et f est de lasse C1, déroissante delimite nulle. Ainsi, on est dans les onditions d'appliation de III-1 : ∫ +∞

1

(s(t) − m)f(t) dt est onvergente.Par ailleurs, m étant non nul, et ∫ +∞

1

f(t) étant divergente, ∫ +∞

1

mf(t) dt diverge.La somme d'une intégrale onvergente et d'une intégrale divergente étant divergente, l'intégrale ∫ +∞

1

(s(t) −

m)f(t) + mf(t) dt diverge, don ∫ +∞

1

s(t)f(t) dt est divergente.3. Exemple.(a) • Si α > 1, on a onvergene absolue, par omparaison direte à une intégrale de Riemann de paramètre α15



• Si α ∈]0, 1] : la fontion f : x 7→ 1
xα est de lasse C1 sur [1, +∞[, déroissante de limite nulle et :

∗ si n est impair, x 7→ sinn x est 2π-périodique, et impaire, et
∫ 2π

0

sinn x dx =

∫ π

−π

sinn x dx = 0,par imparité. Ainsi, on est dans les onditions d'appliation du III-1 : l'intégrale est onvergente.
∗ Si n est pair, x 7→ sinn x est π-périodique, ontinue et positive, non identiquement nulle. Ainsi, d'après lapropriété de strite positivité de l'intégrale,

∫ π

0

sinn x dx > 0.On est don dans les onditions d'appliation du III-2 : l'intégrale est divergente.(b) Soit α ∈]0, 1
2 ]. Soit g : x 7→ sin x

xα+sin x
dé�nie sur [1, +∞[. Pour tout x > 1,

g(x) =
sin x

xα
· 1

1 + sin x
xα

.Soit n un entier tel que (2n + 1)α > 1. Alors :
g(x) =

sin x

xα

(

2n
∑

k=0

(−1)k

(

sin x

xα

)k

+ o

+∞

(

1

x2nα

)

)

=

2n
∑

k=0

(−1)k

(

sin x

xα

)k+1

+ o

+∞

(

1

x(2n+1)α

)

.Il existe don une fontion h en o

+∞

(

1

x(2n+1)α

) telle que
g(x) =

n
∑

ℓ=1

sin2ℓ x

x2αℓ
−

n
∑

ℓ=1

sin2ℓ−1 x

x(2ℓ−1)α
+ h(x).

• Or,
∫ +∞

1

n
∑

ℓ=1

sin2ℓ−1 x

x(2ℓ−1)α
dxonverge en tant que sommes d'intégrales onvergentes, d'après la question préédente, les puissanes du sinétant toute paires.

•
∫ +∞

1

h(x) dx onverge, absolument, par omparaison de la fontion positive |h| à 1
x(2n+1)α > 0, ette dernièrefontion étant d'intégrale onvergente, puisque (2n + 1)α est supposé supérieur stritement à 1.

• En�n, n
∑

ℓ=0

sin2ℓ x

x2αℓ
étant une somme de fontions positives, la divergene de l'intégrale de l'une d'entre ellesu�t à assurer la divergene de la somme (il ne peut pas y avoir ompensation des divergenes : elless'ajoutent ii). Or, le premier terme de ette somme est sin2 x

x2α
. Comme α 6

1
2 , 2α 6 1, don, d'après laquestion préédente, l'intégrale ∫ +∞

1

sin2 x

x2α
dx diverge. Ainsi,
∫ +∞

1

n
∑

ℓ=0

sin2ℓ x

x2αℓ
dxdiverge.Par onséquent, ∫ +∞

1

sin x

xα + sin x
dx est la somme de deux intégrales onvergentes et d'une intégrale divergente.Ainsi, si α ∈]0, 1

2 ], l'intégrale ∫ +∞

1

sin x

xα + sin x
dx est divergente.
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