LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES Samedi 15/10/2011
ECS 2 — Mathématiques

DS n° 2 : Intégrales impropres

Correction du probléme 1 - (EDHEC 2007)

Partie I — Les tirages se font avec remise de la boule tirée

1. Appelons pour tout ¢ € N, Gy I’événement « I'un des joueur remporte la partie lors du ¢-iéme tirage ».
Etant donné que le joueur A joue toutes les parties 3k + 1, k € N, que B joue toutes les parties 3k + 2, k € N et
que C joue toutes les parties 3k + 3, k € N, on a :

Vk € N, Gar+1 = Askt1, Gagq2 = Asiy2 et Gagq3 = Asp43.

Ces événements Gy, ne sont pas complétement indispensables a la rédaction, mais permettent de simplifier un peu
les expressions ensemblistes lors des calculs, du fait d’une plus grande homogénéité des notations.
A condition de supposer que 1’on prolonge indéfiniment I’expérience (méme aprés la victoire d’un des joueurs), les
événements Gy sont mutuellement indépendants (car un tirage donné ne modifie pas le contenu de l'urne, puisqu’on
procéde avec remise de la boule tirée, et n’influe donc pas sur les tirages suivants), et & chaque étape, la réalisation
de Gj est une épreuve de Bernoulli de paramétre constant égal & % (équiprobabilité du tirage dans I'urne).
Ainsi, le temps d’attente de la premiére réalisation d’un événement Gy, est une variable aléatoire X suivant une loi
géométrique de paramétre %
Soit k € N. L’événement Asj11 est réalisé si et seulement si A tire la boule blanche lors du 3k + 1-iéme tirage, et
qu’aucun des joueurs ne tire la boule blanche lors des tirages précédents.
Ainsi :

Asp+1 = [X =3k + 1],

et, puisque X suit une loi géométrique :

n

1 (n—1\*
P(A3k+1)—ﬁ'< ) :

Ce résultat peut évidemment étre retrouvé directement, sans référence & la loi géométrique, en écrivant

3k

Aspy1 = ﬂ G N Gy
=1

On raisonne de méme pour Bspys et Csgis :

1/n—-1 3k+1 1/n—-1 3k+2

2. Puisque A ne joue que les tirages 3k + 1, k € N, 'événement A est réalisé si et seulement si 'un des événements

Ask+1, k € N, est réalisé. Ainsi :
—+oo

A= U Aspy-
k=0
Les événements Asi11, k € N étant 2 & 2 incompatibles (le joueur A ne peut pas tirer pour la premiére fois la boule
blanche lors de 2 tirages distincts!), et I'union étant constituée d’un nombre dénombrable d’événements, on obtient,
par o-additivité de la mesure de probabilité :

“+o0 +oo
1 n—1 1 1
St -3 () -
k=0 =0 1= (")
d’aprés la formule des sommes géométriques. Ainsi :
2
n
P(4) n3—(n—1)3
De la méme fagon, on obtient :
+oo 3k+1
1 1 1
ZPBM > () e
—n n n

—



nin —1)
nd—(n—1)3]
En raisonnant encore de méme :

P(C) = I§P<03k+3> - f% - (”; 1)%2 - (";1)21%4),

k=0

d’ott| P(B) =

(n—1)°

Les égalités P(B) = 2= P(A) et P(C) = (”771)2 P(A) = =1 P(B) aménent immédiatement P(A) > P(B) > P(C),
du fait de I'inégalité 0 < ”T’l < 1 et du fait de la positivité des probabilités. L’énoncé est trop imprécis pour obtenir
les inégalités strictes (notamment entre P(B) et P(C)). En effet, ce n’est pas le cas si n =1 (dans ce cas, A tire la
boule blanche lors du premier tirage, puisqu’il n’y a qu’elle, et donc P(A) =1, P(B) = P(C) =0.)

sin>2, P(A) > P(B) > P(C)
Ce résultat est bien sir prévisible : si personne n’a gagné au bout de 3k tirages, les 3 joueurs ont la méme chance
de tirer la boule blanche lors des 3 tirages suivants, mais comme A joue en premier, A a plus de chance d’obtenir
la boule blanche en premier!

dott | P(C) =

En revanche, , puisque P(A) et 21 sont non nuls.

Partie IT — Les tirages se font sans remise de la boule tirée.

1. Je propose deux méthodes pour ce calcul
e Premiére méthode (la plus naturelle)
Soit k tel que 3k + 3 < n.
L’événement Asgi1 est réalisé si et seulement si la boule blanche n’est pas tirée lors des 3k premiers tirages, et
lest au 3k + 1-iéme tirage. Ainsi, comme on I’a écrit pour la question 1 :

3k
Azpq1 = ﬂ G N Gapyr.
=1
La différence par rapport a la situation précédente réside dans le fait que les événements Gy ne sont plus indé-
pendants maintenant. Nous utilisons donc la formule des probabilités composées, I’événement ﬂg’il G, n’étant
clairement pas quasi-impossible (puisque 3k + 3 < n, on n’a pas épuisé ’ensemble des boules noire au 3k-iéme
tirage, donc & chaque tirage, on a possibilité, avec probabilité non nulle, de tirer une boule noire). On a alors :

P(Aspt1) = P(G1)Pg(G2) - Py g+ (Gak) Py nigyr (Gakt1) -

Or, étant donné ¢ € [1, 3k — 1], ’événement G est réalisé sanchant que G N ---N Gy_q Lest si et seulement si on
tire lors du ¢-iéme tirage 'une des boules noires restantes, sachant qu’on en a tiré £ — 1 lors des ¢ — 1 premiers
tirages : il reste donc a ce moment n — ¢ boules noires, sur un total de n — £ 4+ 1 boules. Ainsi :

— n—/{
Parnng(Ge) = n—f(+1

De méme, sachant que G; N --- N Gsy, est réalisé, il reste, a I'issue du tirage 3k, 1 boule blanche sur un total de

n — 3k, donc
1
Parn g (Gsks1) = A

On obtient donc

3k 3k
" [Tn—0) [Ttn =0
n—/¢ 1 =1 1 (=1 1
P<A3’“+1):Hn—€+1'n—3k:3k "(n—3k) 31 (n—3k)
=1 H(n—é—l—l) H(”_é)
=1 £=0

Apreés simplifications des termes du produit, il vient donc :

n — 3k 1 . 1
P(Askq1) = —— soit: H| P(Ask41) = ~t
De la méme fagon, toujours pas utilisation de la formule des probabilités composées (ne redétaillez pas le calcul!)
on obtient :
3k+1
Skl 1 H("—f) )
P B — . _ =1 .
(Bst2) En—é+1 n—3k—1 3k (n—3k—1)’
B [[(n-0
£=0



et donc

n—3k—1 1 1
P(B = . it: P(B = —
(Bsk+2) - A soit (B3k+2)
En raisonnant encore de méme,
3k+2
n—1/{ 1 n—3k—2 1
P(C = . = )
(Ckts) gn—€+1 n—3k—2 n n—23k—2’

et encore une fois, on trouve | P(Csj13) = —

Deuxiéme méthode

La simplicité de ces résultats suggére une deuxiéme méthode, plus combinatoire.

Supposons que l'on continue 'expérience jusqu’a vidage complet de 'urne (donc au-dela de la victoire d’un des

joueurs).

Le résultat d’une expérience correspond & un ordre de tirage des boules, donc & une numérotation des boules de

1 & n, la boule numeérotée k étant la boule tirée au k-iéme tirage.

Toute numérotation possible des boules correspond
sont équiprobables.

Par ailleurs, soit Y la variable aléatoire correspondant au numéro de la boule blanche, c’est-a-dire au rang de
quelconque des boules, il y a autant de chances que la boule
blanche soit numérotée 1, 2, ou n. Ainsi, la variable Y suit une loi uniforme sur [1,n]. Or, pour tout k tel que

tirage de la boule blanche. Lors d’une numérotation

a un résultat possible des tirages, et ces différents résultats

3k+3<n
P(Asp41) =P(Y =3k + 1), P(Bsg+2) = P(Y = 3k + 2), P(Cs43) = P(Y =3k + 3),
donc, Y suivant une loi uniforme sur un ensemble de cardinal n :
P(Asgy1) = P(Bskt2) = P(Cspy3) = —
2. (a) On suppose dans cette question que , avec m € N. On a alors :
AZAlUA4U"-UA3m+1 = U A3k+1.
k=0
Ces événements étant 2 & 2 incompatibles,
i | m—+1 m+1
P(A — P(A) =
=D PlAse) =) done A== = =5
k=0 k=0
De méme,
m—1 m—1 1 m m
P(B) = P(B — donc: P(B)=— = .
(B) P 3+2) kZ:o n one (B) n 3m+1

(on s’arréte ici a l'indice k =m —

De méme

P(Csp43) =

1, car il n’y a pa

m—1

>

k=0

donc:

s de tirage 3m + 2, puisqu’il n’y a que 3m + 1 boules)

On suppose, dans cette question, que , avec m € N.

Cette fois-ci, A a droit & m + 1 tirages, B aussi, mais C n’a droit qu’a m tirages (le tirage 3m + 3 n’ayant pas

lieu. Ainsi, par le méme argument que dans la question précédente, on obtient :

m—+1
3m+2’

boules étant un multiple de 3). Ainsi

On suppose, dans cette question, que , avec m € N.

Cette fois-ci, A, B et C ont tous les trois droit au méme nombre de tirages, a savoir m + 1 (le nombre total de




3. Dans toutes les situations, | P(A) > P(B) > P(C) |,
possible pour chaque joueur : suivant les propriétés de congruence modulo 3 du nombre total de boules, les premiers

joueurs peuvent avoir plus de tirages que les derniers.

Partie IIT — Les tirages se font sans remise, dans une urne remplie aléatoirement.

L’urne est remplie de la fagon suivante : on lance une piéce qui donne « pile » avec la probabilité p (0 < p < 1), et « face »
avec la probabilité 1 —p. On pose g=1—1p

On note N la variable aléatoire égale au rang du premier « pile » obtenu lors de ces lancers.

Si N prend la valeur n (n € N*), on place une boule blanche et n—1 boules noires dans l'urne et on procéde a lexpérience
décrite dans l'introduction, sans remise des boules tirées.

1. (a) Il s’agit des résultats de la question II-2, les conditions sur ces probabilités fixant le nombre de boules dans
I’urne :

m—+1 m+1 1

Pin—3m41)(4) = 3m 1’ Pin—3m42] (A) = 3m 12’ PiN—3m+3] (A) = 3

(b) La variable aléatoire N suit une loi géométrique de parameétre p. On a N(Q2) = N*. Ainsi, ([N = n])pen- est un
systéme complet dénombrable d’événements non quasi-impossibles. D’aprés la formule des probabilités totales,
on a donc :

En triant les valeurs de n suivant leur reste dans la division euclidienne par 3, il vient donc (toutes les séries
étant absolument convergentes :

=Y P(N =3m+1)Py—sms1)(A)+ > P(N = 3m+2) Py—zmi2(A)+ Y P(N = 3m+3)Py_zm43(A).

En remplacant par les expressions des probabilités conditionnelles obtenues dans la question précédente, et
d’aprés 'expression d’une loi géométrique,

P(A)iJrZOO 3m 1 ++f 3m+1m+1 ++§ 3m+31
R 1P gyt Py

Cette derniére somme vaut :
¢

m pq _
qug +3 Z o _Tq)

Ainsi,
2 —+oo +oo
pq m+1 5.9 m+1 4
P(A) = ——r T pm m
) 3(1—q3)+n;3m+2q p+mz::03m+1q P

(petite erreur dans ’énoncé, facilement rectifiable, surtout si on compare a la question suivante).

2. Le méme calcul, basé sur la formule des probabilités totales, améne :

qu

d’otu, d’aprés le calcul de cette derniére somme, effectuée juste au-dessus :

+ qu3m+1;:1+2 + quBerS

2 —+oo +oo
g m+1 5,44 mo o3y
P(B) = L mtl ,
(B) 3(1—q3)+mZ:03m+2q p+mz::03m+1q b

3. C’est un peu répétitif, mais allons-y ! Toujours la méme méthode permet de parvenir a :

+oo
Z gt -+ Z pq3m+1 . +mz_:opq3m+3%7

donc a :

2 too
__ pg ™M 3m+1 m &
P(C)_B(l—q3)+z3m+2q P Z3m+1 b




4. Puisque m < m + 1, et que les séries sont & termes strictement positifs, on a :

2 —+o0 —+o0 2 —+oo —+o0
bq M 3mt1 m 3m pq m+1 5. m 3m,
— — < e — :
3(1—q3)+7;)3m+2q p+mz::03m+1q P 3(1—q3)+n;3m+2q p+mz::03m+1q b
et
2 —+o0 —+o0 2 —+oo —+o0
bq m+1 5.4 m 3m pq m+1 5. m+1 5.
— — < e — —q*™p,
3(1—q3)+7;)3m+2q p+mz::03m+1q P 3(1—q3)+";3m+2q p+mz::03m+1q b
donc

|P(4)-P(B)>P(0)]

Dans les 3 questions suivantes, on cherche 4 déterminer une expression intégrale de P(A).

5. (a) Soit x € [0, 1[. D’aprés la formule de sommation des suites géométriques de raison différente de 1 (ici la raison
est 23 # 1)

1— 3n
Zx _1_23

(b) En intégrant cette relation entre 0 et ¢ (toutes les fonctions considérées étant continues sur [0, g, puisque
q < 1), et en passant l'intégrale dans la somme (on peut le faire car la somme est finie) :

n—1
q 91— xSn
xSm dI = S ——
Z 1—a3’
m=0"0 0

soit, par un calcul direct des intégrales de la somme de gauche :

n—1 g1 7 dg q 3n
= / — / dx.
= 3m+1 o 1—a? o 1—a3

(c) Pour tout x € [0,¢], on a :

donc, par positivité de l'intégrale,

q I?m 1 q q3n+1
0</ - de < 3/x3"dx:—3.
0 1—x 1-q3 J, (Bn+1)(1—4q3)

Puisque ¢ €]0, 1], cette derniére expression tend vers 0 lorsque n tend vers 4+o0o. Ainsi, d’aprés le théoréme

3n . .
d’encadrement, ( (;1 17 dx) admet une limite lorsque n tend vers +oo, et :
neN*

q 3n
lim 3:—3 dz = 0.

n—+too Jo 1 —2x

Ainsi, en passant a la limite lorsque n tend vers +oo dans 1’égalité de la question 5(b), la série étant convergente
(les termes positifs sont minorés par ¢ - ¢*™, terme général d’une série géométrique de raison 3m), on obtient

Sy
3m+1 o 1—a3 |

m=0

6. De la méme facon

n-1 n-1 3n+1
Tr—x
E I3m+1 — - E x3m — —
1—a
m=0 m=0
donc, en intégrant entre 0 et g,
n—-1 q3m+2 - q g3n+1
—x —x
m:O 0 0

Or, pour tout n € N,

qx3n+1 1 q 3n41 q3n+2
0< | =—— dx < [ . S—
/ol—ﬁ s 1—q/ T B - @)



donc, d’aprés le théoréme d’encadrement,

q ,.3n+1
lim 3d:zczO7
n—>+ooo — X
d’ou finalement,
too q3m+2 /q T
= 3d:17.
m:03m—|—2 0o 1—=
7. (a) Ona:
1 iBm+1)+2 11 2 1
m :3(m ) 3, donc: mt =-4+-- .
3m+1 3m+1 3m+1 3 3 3m+1
De la méme facon,
m+1  iBm+2)+1 m+1 1 1 1
=3 3 donc: ==+ :
3m + 2 3m + 2 3m+1 3 3 3m+2
(b) On a donc :
2 oo Foo  3m+l oo too  3m
pq 1 3m+1 1 q 1 3m 2 q
PA) = —"—+ = = = -
(4) 3(1—q3)+3n;)q p+3n;3m+2+3;0q er:)>mz::0z)>7wr1

donc, d’aprés la question précédente, et d’aprés la formule de sommation des séries géométriques :

2 q q
Pq pg 1 p 1 P z 229/ 1
P(A)= ——— +—- - — — dz.
(4) 3(1—q3)+ 3 1—q3+3 1-¢3 3q/0 1—a3 x+3q o 1—ua3 *
Par conséquent :
P(A)_p(1+q+q2) ﬂ/q c+2  p  1-¢ p [Tx+2
 3(1—-¢3) 3¢ Jp 1—23 3(1—¢3) 1-q 3¢y 1—a%
et, puisque p = 1 — ¢, on obtient finalement
1 a 2
P(A) = - 2/ L
3 3¢)y 1—2a3
8. On pose p = %, dans cette question uniquement. On a donc :
1 T+ 2
V. 0,q] =0, = > 2,
rel0gd =[5l s zu+
d’ot, par croissance de l'intégrale,
T x+2 a 2 9
> 2) dz = 2)de==-+4+1=-.
/01—:63 /O(x—i—)x /O(x—i—)x + 5
Ainsi,
119 1 3 849
PA :2— — . = = — -= —,
(4) 3+3 8 3+8 24
et on obtient bien la minoration | P(4) > 4T |
9. (a) Recherchons a, [ et 7 tels que pour tout x € R\ {1}, on ait :
r+2 —r—2 o« Bx +y
1—23 (z—-1D)(1+x+22) 2-1 22+z+1°

En mutlipliant par z — 1 et en évaluant en 1, on trouve

En mutlipliant par = et en considérant la limite en 400, on trouve a4+ 3 =0, donc g = 1.

En évaluant en 0, on trouve : 2 = —a 4 7, donc v = 1.
Ainsi,
x4 2 -1 z+1
Ve e R\ {1}, = .
o V{1 1—23 -1 =x224zxz+1




(b) On a alors

Tr+2 7 -1 x+1 ¢ 41 1 [ dzx
dzx = dr = —1n(1 — 2 4 Z .
/0 -z /0 :C—1+:C2+:v+1 v o q>+/0 2?2+r+1 x+2/0 1+z+22

(ici on peut manipuler les intégrales sans danger : elles ne sont pas impropres) Or :

Iz 1 a 1
2 de=|m(1 )" = 7w 2
| iy do =g msasat)]) = 0o+

/q dzx 7/‘1 dx 74/‘1 dx
o Lte+a® Jo (@+5?2+7 3Jo (Hl+3)?+1

et par conséquent,

/Oql_,_jﬁ _ %[Arctan <%($+%))}Z

2 2 1 2

= 7 Arctan (E(q + 5)) 7 Arctan 7
2 2 1 T

= e (e )~

On obtient au final :

1241 1 1 2 1 T
——de=—-—In(l—¢q)+ =In(1 + —|—2+—Arctan<— —I——>——.
| (1= 0+ gl +a+a) + “a+y)) - o

1 P 1 9 1 2 1 T
PA=—+7<—111 +-In(l1+q+ +—Arctan(— +—)——>.
Lorsque p tend vers 0 (donc ¢ tend vers 1), tous les termes de la derniére parenthése admettent une limite
finie, sauf — In(p) qui tend vers +00. Ce terme est donc prépondérant sur les autres, et

p 1 9 1 2 1 T —plnp
30—p) (—ln(p) + §1n(1 +q+q7)+ %Arctan (%(q—i— 5)) — 6\/3) o

D’aprés les croissances comparées, il vient donc

. p _ 1 9 1 2 1y 7\
11)%73(1_1))( 1n(p)+21n(1+q+q)+—\/§Arctan<—\/§(q+2) W =0,
d li P(A)*l
onc | lim =3

Ce résultat est logique : lorsque p tend vers 0, la probabilité de succés est quasi-nulle, la variable aléatoire N va
donc prendre des valeurs trés grandes, ce qui équilibre les chances des différents joueurs (le nombre de tirage
nécessaire pour obtenir la premiére boule blanche va étre grand, et dans ce cas, le fait d’avoir joué en premier
perd de son importance)

(d) Effectuons un DL & lordre 1 en ¢ de lexpression entre parenthése :

1 1
—In(1—¢q) =q¢+o0(q) et 51n(1+q+q2):§q+0(q).

Par ailleurs, la fonction f: z +— \/ig Arctan (%(z + %)) est de classe C?, et

2 1
Ve €R, f(&) =% —1—1,
donc f/(0) = 2 - 1i% = 1. D’apreés la formule de Taylor-Young, on a donc :

1 2 1 T 1
ﬁ Arctan (ﬁ(q + 5)) = m + 561 +o(q),

d’ou finalement :

1 1 2 1 7 11
—1In(p) 4+ = In(1 + +2+—Arctan<— +—>——— + =g+ =q +o(q) = 2q + o(q).
(p) ) 14+q+4q°) 7 \/g(q 2) 6v3 " at it (q) = 2q+ o(q)



Ainsi,
p 1 oo 1 2 1 w 2
Ly “In(1 Arctan [ —=(g+ ) ) - ——) ~ L =2
3q< n(p)—|—2n( —l—q—i—q)—i—\/g rcan(\/g(q—i-Q) 3

On en déduit que ‘ lim, ., P(A) =1 ‘
Ce résultat est encore une fois trés logique : lorsque p s’approche de 1, on tend vers une situation pour laquelle

le premier succés est obtenu tout de suite, donc il n’y a qu’une boule dans l'urne (la boule blanche) : dans ce
cas, A jouant en premier, c’est lui qui la tire.

10. Dernier calcul de ce probléme... On revient a ’expression intégrale de P(A), que P'on dérive, par rapport & p, en se
servant des régles usuelles de dérivation des intégrales dépendant de leur borne. En notant g(p) = P(A), on obtient :

1 (1—p)—|—p/q T+2 P q+2 1 /q:v—|—2 pq(q+2)
v 0.1 Iy — & dr — . = dz — .
pe] ) [7 g'(p) 3< T—pZ Jy 1-23 z 1—p 1-¢° 3(1—p)? o 1—a3 x 1—¢3

Or,
q 2 q
/ Tt dx>/2dx=2q
o 1—a3 0

pa(g+2)  qlg+2)

1—¢®  14q+¢

et

Une étude de la fonction g — 7 Jf;fqz montre qu’elle est strictement décroissante sur R, donc strictement inférieure
a sa valeur en 0, égale & 2. Ainsi
pa(q +2)
— < 2.
1—¢3 e

On en déduit donc de ¢'(p) > 0, donc que P(A) croit en fonction de p. Comme sa limite en 0 est égale a %, on en

déduit que pour tout p €]0, 1[, | P(A) > %

Partie IV — Simulation informatique

1. program edhec_2007;
var a,b,c,n:integer;
begin
readln(n); randomize;
repeat
a:=random(n) ;
if a=0 then writeln(’A est vainqueur’)
else begin
b:=random(n) ;
if b=0 then writeln(’B est vainqueur?’)
else begin
c:= random(n) ;
if ¢=0 then writeln(’C est vainqueur’);
end;
end;
until (axb*c=0);
end.

2. program edhec_2007_bis;
var a,b,c,n:integer;
begin
readln(n); randomize;
repeat
a:=random(n) ;
n:=n-1; {une boule en moins dans 1l’urne}
if a=0 then writeln(’A est vainqueur’)
else begin
b:=random(n) ;
n:=n-1;
if b=0 then writeln(’B est vainqueur’)
else begin
c:= random(n) ;
n:=n-1;
if ¢=0 then writeln(’C est vainqueur’);



end;
end;
until (a*b*c=0);
end.

Correction du probléme 2 —

sinx

—+oo
Partie I — L’intégrale de Dirichlet [ = /
O x

g . o . . sinx .
1. Tout d’abord, = + 2% est continue sur |0, +oo[, et prolongeable par continuité en 0, puisque hH}J —— = 1. Ainsi,
r—

la seule impropreté est en +oo. ‘ ’
Effectuons une intégration, en posant les deux fonctions u et v suivantes, de classe C! sur [1,+o0| :
Ve e [1,4+o00], u(z)= é et v(x) = — cosz.
On a alors )
Vz € [1,+00[, u/(z)= 3 et  v(z)=sinx.
Alors pour tout x € [1, +oo, u(z)v(z) = —<%%, et par conséquent, uv admet une limite finie (nulle) en +oo.

Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties pour les intégrales impropres, les deux intégrales

T singx T cosz
dx et 5
1 x 1 x

sont de méme nature. Or,

cosx 1
Vo € [1,400], 0< | 5 | < =,
T T
—+o0
et / —, est convergente en tant qu’intégrale de Riemann en +oco, de paramétre 2 > 1. Ainsi, d’apres le
1 X

COS T

+oo
théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives par inégalités, on en déduit que / dx
1

X
converge absolument, donc converge.

+oo o; Foo o;
T . sin sin
Ainsi, d’aprés ce qui précéde, dz converge, donc dz converge.
1 X 0 X

2. (a)

(b) Pour commencer, justifions I’existence des intégrales I,,. Cette justification, méme si non demandée explicite-
ment, est sous-entendue, puisque I'égalité demandée n’a de sens que si les intégrales convergent.

sin(2n 4+ 1)t .

est continue sur |0, Z], et prolongeable par continuité en 0,

Soit donc n € N, la fonction z —

sint
puisque
in(2 1t 2 1t
sin@n )t Gt DE_ o)
sint z—0 t

Ainsi, l'intégrale I,, est faussement impropre, donc convergente.
Soit n € N*. Alors :

I~ 1, 4 — / sin (2n + 1)t —sin (2n — 1)t gt — 2/ cos(2nt) sint My
0 0

sint sint

s

(ME

3 1
- 2/ cos2nt dt = — [sm(znt)] —[0=1,— I,
0 2n 0

(c) Par conséquent, pour tout n € N,

T gint z
In:IO:/ Sidt:/ ltdt=|Z=1,|
0 Slnt 0 2

3. Soit n € N. Ici, l'intégrale est définie sur [a,b], il n’y a donc pas besoin de prendre de précaution particuliére pour
Iintégration par parties. On définit les deux fonctions suivantes :

Vi € [a,b], u(t) = f(t) et v(t) = —% cos(nt).



Les fonctions u et v sont de classe C!, et :
Vt € [a,b], u'(t) = f'(t) et v'(t) = sin(nt).

Ainsi, la formule d’intégration par parties donne :

In = ! [f(t) cos(nt)}i + %/b f'(t) cos(nt) dt.

n

Or, les fonctions f et f’ sont continues sur l'intervalle fermé et borné [a, ], elle y sont donc bornées. Il existe donc
M tel que pour tout t € [a,b], |f(t)] < M et |f'(¢t)] < M. On en déduit, d’aprés l'inégalité triangulaire pour les
sommes, puis pour les intégrales, et d’aprés la propriété de croissance de l'intégrale, que :

’ b
< % (2M—|—/ |f/(t) cos(nt)| dt) < % <2M+/ Mdt) _ Lz_a,

Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, on a : hIJIrl Jp, =01
n—-—+0o0

b
[Jn] < % (|f(b) cos(nb)| + | f(a) cos(na)| + / f'(t) cos(nt) dt

4. On utilise le théoréme de prolongement des fonctions de classe C*, f étant de classe C! sur |0, 5] « il suffit donc de

montrer que f’ admet une limite finie en 0. En particulier, il est inutile de justifier ’existence d’une limite en 0 de

f : cela vient en bonus.
Pour tout ¢ €]0, 5, on a :
1 cost —sin?t + t% cost
) ==+ S =

2 sin?t 2 sin® ¢

Or, t? sin2tt~0 t*. Cherchons donc un DL & lordre 4 du numérateur :

—

t3 t? t t t
—sin®t +tcost = —(t — — +o(t*))2 + 2(1 — = + o(t?)) = —t* + = +t* — — + o(t!) = ——.
6 2 3 2 6
t4/6 1
Ainsi, f/(t)'a-‘—t—i = —6

Donc f’ admet une limite en 0. On en déduit, d’aprés le théoréme de prolongement des fonctions de classe C!, que

f est prolongeable par continuité en une fonction de classe C! sur [0, zl

5. La fonction f étant prolongeable par continuité en une fonction de classe C!, d’aprés la question I-2b,

2 /1 1
lim ; (— — E) sin((2n 4+ 1)t) dt = 0.

n—-+oo t

N s v 2 sin(2n + 1)t .
Comime ’intégrale I,, converge ainsi que 'intégrale ———— dt (faussement impropre), et comme I, est une
0

constante égale & 7, on en déduit que

lim 2 sin(2n + 1)t .
n—-+oo fq t 2

Or, pour tout n € N, en effectuant le changement de variables u = (2n + 1)t c’est-a-dire ¢ = #H = p(u), ol @ est
de classe C! de [0, 2% 7] sur [02] (la bijectivité ne sert  rien ici, les intégrales n’étant pas impropres), on a

/% sin(2n + 1)t dt_/("+%)”(2n+1)sinu du _/(’LJF%)Tr sinu du.
0 0 0

t u 2n+1 u
Ainsi : (1)
T g % sin(2n + 1)t
I= lim MY gy = lim sinn+ Dt g [T _ ]
n—+oo Jo U n—+oo Jq t 2

+oo
Partie IT — Etude d’intégrales du type / sin(t) f(¢) dt
0
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1. (a)

—+oo
La fonction f’ est continue sur [0, +oo[, car f est de classe C'. Ainsi, I'intégrale / f'(t) dt est impropre au
0

point 400 uniquement.
De plus, une primitive de f’ est f, qui admet une limite finie en +oo. L’existence d’une limite finie de la

—+o0
primitive aux points d’impropriété assurant la convergence, on en déduit que / f/(t) dt est convergente |
0

—+oo
La fonction ¢ — sintf(t) est continue sur [0, 4o00[, donc l'intégrale / sintf(t) d¢t admet une unique impro-
0
priété en o0
On effectue une intégration par parties, a I’aide des fonctions u et v suivantes, de classe C! sur [0, +oo] :

vt € [0, 400, u(t) = —cost v(t) = f(¢)
u'(t) = sint '(t) = f(b).

—+oo +oo
D’aprés le théoréme d’intégration par parties, les intégrales / sintf(t) dt et / costf’(t) sont de méme
0 0

nature.

Or, pour tout ¢ € [0, +o0],

[costf'(t)| = | cost|- [f'(O) < |f' ()] = —f'(),
+oo
puisque f’ < 0, du fait de la décroissance de f. Ainsi, l'intégrale / (—f'(t)) dt étant convergente d’apreés la
0

—+o0
question précédente, et les fonctions étant positives, I'intégrale |costf'(t)| dt est convergente, d’aprés le

0
théoréme de comparaison par inégalité d’intégrales de fonctions positives.

+oo
Ainsi, / costf'(t) dt est absolument convergente, donc convergente. On déduit donc de la comparaison
0

—+00
issue de l'intégration par parties que / sintf(t) dt converge |.
0

(n+2)7
Soit n € N. L’intégrale / |sint|f(t) dt n’est pas impropre. On y effectue le changement de variable de
(n+1)7w
classe C' donné par u =t — 7. on obtient :

(n+2)7 (n+1)7w (n+1)7w
/ |sint|f(¢) dt:/ | sin(u + )| f(u + ) du:/ |sin(u)|f(u+ ) du,
(n+1)m nm nm
puisque u — |sinwu| est m-périodique. Or, pour tout u € [nm, (n + 1)x], du fait de la décroissance de f, on a :
|sin(u)[f (u+7) < [sin(u)] f(u),
et donc, par la propriété de croissance de 'intégrale,

(n+2)7 (n+1)7 (n+1)7w
/( |sint|f(t) dt = / | sin(u)|f(u+7) du < / |'sin(u)|f (u) du.

n+1)m nm nw

La variable d’intégration étant muette, on obtient bien I'inégalité :

(n+1)m (n+2)m
/ |sint£(£) dt > / |sint|£(¢) dt.

T (n+1)7

Soit n € N. La fonction f étant décroissante et positive, pour tout ¢ € [nm, (n + 1)7],
0 < [sint|f(t) < |sint|f(n) < f(n).
Ainsi, pour tout n € N,

(n+1)m (n+1)m
0 </ Isint| (1) dt </ F(n) = 7f(n).

™ nm

Puisque f est de limite nulle en 400, lim 7wf(n) = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, la suite
n—

+oo
(n+1)7w
/ |sint|f(t) dt , admet une limite et :
(n+1)7
lirf |sint|f(t) dt = 0|

11



()

La fonction f étant positive, et la fonction sin étant de signe constant sur tout intervalle [nm, (n + 1)7], positif
si n est pair, et négatif si n est impair, on obtient :

(n+1)m (n+1)m
Wn € N, / sintf(t) dt = (_1)"/ |sint|£(t) dt = (—1)"u,

T T

(n+1)7
ol on a posé, pour tout n € N, v, = |sint|f(¢t) dt. Alors, (v,,) est décroissante de limite nulle. La série

nm
de terme général (—1)"v,, est donc une série alternée. Le théoréme spécial de convergence des séries alternées
n

n’étant pas au programme, on réexpose rapidement ’argument : notons pour tout n € N, S,, = Z(—l)kvk

k=0
o Vn €N, Sonyo — Son = Vanto — Vant1 < 0, car (Un)nen décroit;
o Vn €N, Syq3— Soni1 = —V2n43 + vong2 = 0, car (un)nen décroit ;
® Sont1 — Son = —Vopt1 — 0,
n—-+4oo

donc les deux suites (S2,,) et (Sa2,+1) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite S. Les deux
suites (S2,) et (S2,,41) ayant une méme limite S, (S, )nen converge aussi vers S.

(n+1)7
Ainsi, | la série de terme général (—1)"v,, = / sintf(t) dt est convergente.
nm
n—1 .(k+1)7
De la question précéédente, on déduit que Z / sintf(t) dt admet une limite lorsque n tend vers +oo,
k=0 kT

nm
donc, en utilisant la relation de Chasles, que / sintf(t) dt tend vers un certain réel I lorsque n tend vers
0

+00.
Soit A € R*.. Soit n = |4]. Alors A € [nm, (n + 1)7[, et

A nmw A
/0 sint f(t) dt:/o sintf(t) dt—l—/n sintf(t) dt.

T

Or, d’aprés 'inégalité triangulaire et puisque A € [nm, (n + 1)7[, on a :

A (n+1)7w
g/ | sint|f (1) dtg/ |sint|f(£) dt = vy

s nm

A
/ sintf(t) dt

T

Comme (vy,) tend vers 0 quand n tend vers +00, et comme n tend vers +o0o quand A tend vers 400, on obtient :

A
lim sintf(t) dt =0,

A—+oo J -

d’apreés le théoréme d’encadrement
nm

A
Comme Alim sintf(t) dt = I, on en déduit que / sintf(t) dt admet une limite lorsque A tend vers
0

— 400 0

—+oo
+00, donc |lintégrale / sintf(t) dt converge.
0

Le théoréme de comparaison entre séries et intégrales dit la chose suivante : si g est une fonction continue sur
“+oo

—+o0
[0, +00[, décroissante et positive (de limite nulle ou non), alors la série Z g(k) et l'intégrale / g(t) dt sont
0

k=0
de méme nature.

Pour se ramener & cet énoncé de facon précise, on effectue le changement de variable t = 7u, de classe C! sur

+oo +oo
[0, +00], strictement croissant, bijectif de [0, +oo[ sur [0, 400[. Ainsi, / f(t) dt et / 7 f(wu) du sont de
0 0

+oo
méme nature, donc divergentes. Ainsi, l'intégrale / f(mu) du étant divergente, et la fonction u — f(7wu)

0
étant continue, décroissante et positive, le théoréme de comparaison entre séries et intégrales permet d’affirmer

que ‘ la série de terme général f(nm) diverge. ‘

Soit n € N*. On a, par décroissance de f :

Vi € [(n—1)m,nr], f() = f(nm) donc: |sint|f(t) > |sint|f(n).

/ sint dt
(n—1)m

Par conséquent,

nim

/M |sint|f(¢) dt > f(mr)/ |sint| dt = f(nm)
(

n—1)mw (n—1)7

)

12



car sin est de signe constant sur [(n — 1), nw]. Ainsi,

/(m |sint|f(t) dt > f(nm)|cos((n — 1)m) — cos(nm)| = 2f(nw) |

n—1)mw

Puisque 2f(n7) > 0, et que la série de terme général f(nm) est divergente, on déduit du théoréme de compa-
nm

raison des séries & termes positifs que la série de terme général |sint|f(t) dt diverge, donc, puisque ce
(n—1)7
terme général est positif, que sa somme partielle tend vers +oo.
Ainsi :
n km nmw
lim Z/ [sint|f(t) dt = +o0 soit: lim |sint|f(¢) dt = +o0 .
n—-4o0o 1 (kfl)w n—-4o0o 0

Ainsi, par la contraposée du critére séquentiel de I'existence d’une limite en 400, on en déduit que la fonction

A
A / |sint|f(t) dt = +o00 n’admet pas de limite finie en +o0, donc que
0

lintégrale / |sint|f(t) dt diverge.
0

La fonction f admet une limite (finie ou infinie) donc |f| également. Cette limite ¢ de |f| est non nulle. Elle
peut donc étre soit un réel strictement positif, soit +o0o. Distinguons les 2 cas :
e si £ € R%, alors en prenant € = % dans la définition de la limite, on obtient 'existence d’un réel xy tel que
pour tout = > x,
L
2
11 suffit alors de poser § = é Le couple (4, z) répond au probléme posé.
e Si ¢ = 400, alors en prenant A = 1 dans la définition de la limite, il existe zo tel que pour tout x > =z,
f(z) > A=1. 1l suffit alors de poser § = 1. Le couple (4, x¢) répond alors au probléme posé.
Par ailleurs, si f n’est pas de signe constant sur |xg, +00[, f étant continue sur cet intervalle, d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existerait yo €]zo, +00o[, tel que f(yo) = 0. Cette valeur yo ne vérifie donc pas
|f(yo0)| > ¢, d’ott une contradiction.

3¢
:€—5<f(x)<€+5:5.

Ainsi, | f est de signe constant sur ]zg, 00| ‘

Le raisonnement est ensuite le méme que dans la question précédente, a ceci prés qu’il faut faire un peu plus
attention au signe de f, puisqu’elle n’est pas supposée positive ici.

Soit n tel que nmw > xo. Alors f est de signe constant sur [nm, (n + 1)x], d’aprés la question précédente, et sin
aussi. Ainsi, ¢ — sin¢f(t) est de signe constant sur [nm, (n + 1)7], d’ou :

(n+1)m (n+1)m
/ sintf() dt| = / Isint| - |f()] dt.

s T

Comme f > § sur |zg,+oo[, donc en particulier sur [nm, (n + 1)7], on en déduit, d’aprés la propriété de

croissance de l'intégrale, que :
(n+1)7w
/ sintf(t) dt
n

us

(n+1)7
25/ | sint| dt = 25,

le dernier calcul ayant été effectué en 3(b). Ainsi, pour tout n tel que nw > xo, > 20.

(n+1)m
/ sintf(t) dt

T

(n+1)m
L’inégalité obtenue dans la question précédente empéche le terme / sintf(t) dt d’avoir une limite nulle

nm
(n+1)w

en +o00. Ainsi, la série de terme général /
nm

sint f(t) dt est divergente, donc la suite < / sintf(t) dt>
0 neN

(somme partielle de ladite série) n’admet de limite en 400, donc, d’aprés le critére séquentielle, la fonction A +—

A “+o00
/ sintf(t) dt n’admet pas de limite lorsque A tend vers +oo. Ainsi, | 'intégrale / sintf(t) dt diverge.
0 0

Vous remarquerez que la borne inférieure est ici égale & 1 (pour éviter une éventuelle impropriété en 0), mais
cela ne modifie en rien les critéres trouvés précédemment.

. , alors ¢ — 7 admet en 400 une limite égale & 1 (si & = 0) ou +oo (dans les autres cas). Ainsi,

teo sint
d’apres la question précédente, / o dt diverge.
1
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° , alors, d’aprés II-1(b), la fonction ¢ — t% étant de classe C* sur [1,+oo[, décroissante et de

+oo : 00
sint
limite nulle, l'intégrale —— dt est convergente. Mais, puisque — est divergente (intégrale de
1 t 1

Riemann de paramétre o < 1), on déduit de la question II-3(c) qu’elle n’est pas absolument convergente.

+oo s
- sint .
Ainsi, - dt est semi-convergente |
1

e | Si o > 1}, alors la comparaison

1

zo”

sint

V(E}l, t—o‘

AN

la positivité des fonctions en jeu, et la convergence des intégrales de Riemann de paramétre « > 1 assurent

+oo i
sint
la convergence absolue de / o de |.
1

(48
Pour tout (a, ) € R x R¥, la fonction z — S”;(—at)
+o0.

Le changement de variables z = t? est de classe C! sur [1,400], strictement croissant, bijectif de [1,+o0]

. B .
dans [1, +00[ (car B> 0), et t = 27, donc dt = %xﬁfl dz. Ainsi, les intégrales 1+°° % dt et f;roo S:% :
1

1_ R . ) , , .
L7 ! dz sont de méme nature (la convergence absolue et la semi-convergence étant préservée, puisqu’on pour-

est continue sur [1,4o00[. Ainsi, la seule impropriété est en

+oo sin(t?) dt

rait faire le méme changement de variable sur I'intégrale des valeurs absolues). Donc l'intégrale [," =5

. o0 si
est de méme nature que [, o bofi‘(;,)l dz.
ST

xT
D’aprés la question précédente, elle est
e divergente si °‘+571 <0 desia+p<1

e semi-convergente si %[H €]0,1], ie.sia+>1leta<1
at+B-1  atp—1
7— > 1si =3

e absolument convergente si
argument direct).

> 1, d.e. sia > 1 (ce quon retrouve facilement par un

est continue sur [1, +00[, donc l'intégrale est impropre en +oo.

. 2
La fonction z — Cosi—z)

Posons u et v les deux fonctions de classe C! sur [1, +oo[ définies par :

Vi € [1, +o0], u(z) =1 v(z) = § sin(2z)
u'(z) =—2%  v'(z) = cos(2z).

La fonction uv admet de maniére évidente une limite (nulle) en +oo, donc le théoréme d’intégration par partie

+oo
cos(2x
permet d’affirmer que / L
1

dz est de méme nature que f+°° sin(2z) 4.
T

1 z2

La majoration :

sin(2x)
22

1

permet d’affirmer la convergence de cette derniére intégrale, par comparaison (entre fonctions positives) & une
intégrale de Riemann convergente.

Lo +oo cos(2x)
Ainsi, dz converge |.
1 :I;

On a, pour tout z de [1,400] :

sin®z 1 1—cos(2z) 1 <1 cos(2x))
2

T 2 T x T

. el . . + cos(2x) . )
Or, l'intégrale — dx diverge, et Uintégrale ————= dx converge. Ainsi leur somme est divergente.
1 o 1

X

) T gin?r
Par conséquent, diverge
1 x

On a ici, pour tout ¢ € [1,+0o0],
sin?t  sint

t t

sintf(t) =
+oo (:,2
111 5 .
Or, l'intégrale / — diverge, et 'intégrale f;roo sint 4t converge. Donc leur somme est divergente.
1

t

+oo
Ainsi, / sintf(t) dt diverge.
1
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La fonction f est ici de classe C!, de limite nulle, mais pas décroissante (elle est toujours positive, et s’annule
une infinité de fois, elle oscille entre 0 et des valeurs positives de plus en plus proches de 0).

Par conséquent, la décroissance de f est une hypothése indispensable du résultat de la question II-2.

+oo
Partie IIT — Etude d’intégrales du type / s(t)f(t) dt ou s est périodique
1

1. (a) La fonction s est continue sur R, donc elle admet une primitive S. Soit S une primitive quelconque.

Soit g : x — ff” s(t) dt. D’aprés un théoréme du cours (dérivation des intégrales dépendant de leurs bornes),
g est de classe C!, et

Vz R, ¢'(z)=s(T+z)—s(x)=0,
puisque s est périodique. Ainsi, g est constante : I'intégrale d’une fonction périodique sur une période ne dépend
pas de la période choisie.
Soit alors x € R. On a donc :

T+x T

S’(T—i—x)—S(T):/ s(t) dtz/ s(t)dt=0 donc: S(T + z) = S(x).
x 0

Ainsi, | § est T-périodique ‘

(b) Soit S une primitive de s. La fonction S est continue sur U'intervalle fermé borné [0, 7], donc elle est bornée
sur cette intervalle : il existe M tel que pour tout = € [0,7], |S(x)] < M. Puisque S est T-périodique, cette
inégalité reste vraie sur tout R
Ainsi,

(c) Puisque f est de classe C! et de limite nulle, et que S est de classe C!, et bornée, on peut faire une intégration par

—+oo —+oo
partie avec u = S, v = f, et Sf tend vers 0 en +oo. Ceci nous assure que / s(z) f(x) dz et / S(x)f'(x)
1 1
sont de méme nature.
Or, S étant bornée, il existe M tel que
Vz € [1,400[, |S(x)f'(z)] < M|f'(z)] = —Mf'(z),
puisque f’ < 0, par décroissance de f.
Les hypothéses sur f étant similaires a celles de II-1, un argument donné lors de cette question montre
+oo —+oo
que / f'(x) dx converge. Ainsi, par comparaison d’intégrales de fonctions positives, / |S(x)f(z)| da
1 o 1
converge, donc / S(x)f'(z) do converge absolument, donc converge.
1
—+o0
Et finalement, / s(z) f(x) dx est convergente |.
1
2. (a) Posons m = + fOT s(t) dt. Alors
T T T
/ m dt = / s(t) dt donc: / (s(t) —=m) dt =0
0 0 0
T
Par ailleurs, puisque / s(t) dt #0,|m #£0]|
0
(b) La fonction t — s(t)—m est T-périodique, d’intégrale nulle sur une période, et f est de classe C!, décroissante de
+oo
limite nulle. Ainsi, on est dans les conditions d’application de III-1 : / (s(t) —m)f(t) dt est convergente.
1
—+oo —+o0
Par ailleurs, m étant non nul, et / f(t) étant divergente, / mf(t) dt diverge.
1 1
—+oo
La somme d’une intégrale convergente et d’une intégrale divergente étant divergente, 'intégrale / (s(t) —
1
—+o0
m) f(t) + mf(t) dt diverge, donc / s(t) f(t) dt est divergente.
1
3. Exemple.

(a)

e Sia > 1, on a convergence absolue, par comparaison directe & une intégrale de Riemann de paramétre o
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e Si @ €]0,1] : la fonction f : x — -L est de classe C* sur [1, +oo[, décroissante de limite nulle et :
x sl n est impair, x — sin” x est 27-périodique, et impaire, et

2 T
/ sin” x dx = / sin” x dx =0,
0 -

par imparité. Ainsi, on est dans les conditions d’application du III-1 : 'intégrale est convergente.
x Si m est pair, z — sin" x est m-périodique, continue et positive, non identiquement nulle. Ainsi, d’aprés la
propriété de stricte positivité de l'intégrale,
s
/ sin” x da > 0.
0

On est donc dans les conditions d’application du III-2 : intégrale est divergente.

(b) Soit a €]0, 3]. Soit g : x zasfsim définie sur [1,4+o0o[. Pour tout = > 1,
_ sinx 1
g(l‘) - T ’ 14+ simnaac'

Soit n un entier tel que (2n + 1)a > 1. Alors :

sinx 2n sinx b 1 2n sinx kol 1
_ E : _ 1)k _ E _1)\k -
g(.I) - e < ( 1) < e ) + +?>o <$2na>> - ( 1) < 7o > + +(<)>o (I(2n+1)a> :

k=0 k=0

1
Il existe donc une fonction h en 9 (W) telle que

- 20 n s 20—1

" sin* @ sin® '
g(x) =) 22l ) @D T h(z).

=1 =1

n
Foo sin%
Z — T

converge en tant que sommes d’intégrales convergentes, d’aprés la question précédente, les puissances du sin
étant toute paires.

+oo
° / h(z) da converge, absolument, par comparaison de la fonction positive |h| & W > 0, cette derniére
1

fonction étant d’intégrale convergente, puisque (2n + 1)a est supposé supérieur strictement a 1.

smﬂ T

e Enfin, Z — - ¢tant une somme de fonctions positives, la divergence de l'intégrale de l'une d’entre elle
x
£=0
suffit & assurer la divergence de la somme (il ne peut pas y avoir compensation des divergences : elles
1

. Comme o < 5, 2a < 1, donc, d’aprés la

s’ajoutent ici). Or, le premier terme de cette somme est

sin® x

{EQO‘

dx diverge. Ainsi,

n
oo sin?
Z x2a€ da

—+oo
question précédente, I'intégrale / 3
1 =

diverge.

i teo sing L , L .
Par conséquent, PR dz est la somme de deux intégrales convergentes et d’une intégrale divergente.
1 x%+sinzx

+oo
L . sin x .
Ainsi, si a €]0, 1], |Dintégrale / e dz est divergente.
1 % +sinz
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