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ECS 2 — Mathématiques

Correction du Concours Blanc 1 — Epreuve 1 — (DS n° 3)
Correction du probléme 1 -

Partie I — Etude d’une suite récurrente

1. Soit (up)nen une suite vérifiant la relation de récurrence

Y,
o
=

Un+3 = g : (un+2 + Up41 + Un)a n
Le polynéme caractéristique de cette relation est :
3 1o
PX)=X° - §(X +X+1).
Ce polynéme admet une racine évidente 1, et peut donc étre factorisé de la sorte :

}%X):@Y—U(Xz+§X+;>:;LX—D@XQ+2X+1)

Soit A le discriminant du polynéme 3X2+2X +1. On a :
A=4-12=-8=(i2v2)?

donc ce polynéme admet 2 racines complexes conjuguées :

—2+i2v2 —1+iv2 o —1-iv2

Ainsi, le polynéme caractéristique P(X) de la suite (up)nen récurrente d’ordre 3 admet 3 racines distinctes
1, a et @. On en déduit, d’aprés les résultats concernant ’explicitation des suites récurrentes linéaires, qu’il

existe des complexes x, y et z tels que

VneN, u,=2-1"4+y-a"+z-a" =z +ya" + za".

2. En explicitant la relation trouvée dans la question précédente aux rangs 0, 1 et 2, il vient le systéme suivant :

r + Yy + Z = U
r + oy + az = u
r + o’y + @z = uy

De plus, les complexes o et @ sont les racines du polynéme 3X2+2X +1, donc vérifient les relations 3a?4-2a+1
et 3a% + 2a + 1. En effectuant la combinaisons de lignes 3L3 + 2Ly + L; dans le systéme précédent, il vient

alors :

1
6x + (3042 +2a+ 1)y + (3@2 +2a+ 1)z = 3uz + 2u; + ug donc: T = 6(37}42 + 2u1 + up) |-

3. Pour tout n € N, u,, = = + ya™ + za". De plus,

1 2 1
2 _ =2
@l =-+-=z<1,
|| o] 5t9=3

donc les suites géométriques (a™)nen et (@")nen convergent vers 0.

1
On en déduit que (u,) admet une limite finie, égale a lir_irrl Uy, = 6(3142 + 2uy + up) |-
n—-+oo




Partie IT — Etude d’un endomorphisme de polynéme annulateur donné, et d’un projecteur.

On considere désormais un endomorphisme f de l’espace vectoriel E vérifiant la relation :

= (P D). &)

1. Etude des puissances de f et de son inversibilité.

(a) L’unicité de (an,bn,c,) provient de 'indépendance linéaire de I, f et f2.

Montrons ’existence par récurrence sur N.

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): « Ian,bp,cn) € R3, f* = anf? + bpf + cul ».

e Ona f% =1, donc (ag,bg,co) = (0,0,1) convient, et P(0) est vraie.

e Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Il existe donc (a,, by, ¢,) dans R? tels que f* = a, f? + bnf +c,l.
Alors :

n+l _ 3 2 _ Qn 4o 2 _ (%n 2 On On
T =anf b fT e f = 3(f +f4+D+buf+enf (3 +bn)f +(3 —I—cn)f—i— 3 I.
Posons alors :
an
Ap+41 :?‘an
an
bn+1 :E‘Fcn (3)
a’!L
Cn+1 :E

Ces valeurs vérifient bien la relation f"*! = a, 1% + byr1f + cni1, donc P(n + 1) est vraie.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de

récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, ‘pour tout n € N, il existe un unique (ay,,by,,c,) € R? tel que f* = a, f2 + b, f + cnI‘

De maniére évidente on obtient :

[(a0,b0,c0) = (0,0,1)| [ (ar,br,e1) = (0,1,0)] |(az,bs,¢5) = (1,0,0) |

L’argument donné lors de la récurrence donne également la relation demandée entre (a1, bnt1,Cni1)
et (Cln, bna cn)-

e Soit n € N. En utilisant successivement les relations (3) :

Gp4-2 Gp41 _ Ap42 Ap41 ai
3 + 3 + Cny1 = 3 + 3 + 3 .

Ap+2
Ap4+3 = T + bn+2 -

Alinsi, ‘ (an)nen vérifie la relation (1) ‘

1 1
Sa limite est donc, d’aprés la question I-3, |a = 6(3a2 +2a1 +ag) = 3

e La suite (¢,41)nen est égale, & une constante multiplicative prés, a la suite (a,)nen, donc elle vérifie
(1). Pour que (¢p)nen vérifie (1), il suffit donc de vérifier la premiére relation :

ag
“=g

- = - +c1+c2).
3 3 0 1 2

1 1
Ainsi, ‘ (cn)nen vérifie la relation (1) ‘ Elle admet donc une limite | ¢ = 6(302 +2c1 +¢o) = 6l




()

(d)

e Enfin, (by11)nen est, d’aprés (3), une combinaison linéaire de deux suites vérifiant (1), donc elle vérifie

aussi (1). Comme pour (¢y)nen, il suffit donc de vérifier la relation initiale :

11
b:—:—:—b b b .
3 3 = 3o +b1+b2)

1 1
Ainsi, | (by)nen vérifie (1) | Elle admet done une limite |b = (302 + 201 +by) = 5 |

On peut aussi retrouver les relations ci-dessus plus simplement en exploitant la relation f2 = %( fPHf+I),
qui implique f™3 = L(f"2 + fmt1 4 f7) et remplacer dans cete expression fm+3, frnt2 fnt2 ey fn
par leur expression en fonction de I, f, f2 et des a;, b; et ¢;. On trouve alors les trois relations d’'un

coup, en faisant une identification, du fait que la famille (I, f, f2) est libre.

1 1 1
D’aprés les résultats précédents, g = §f2 + §f + 6[. Calculons goq :

1 1
goq= %(3f2+2f+1)2 = %(9f4+12f3+10f2+4f+1)

%(3(f3+f2+f) +12f3 +10f2 +4f + 1)

:%(5(f2+f+1)+3f2+3f+10f2+4f+1): %(18f2+12f+61):‘1

Donc ‘ q est un projecteur ‘

Puisque I =3f3 — f2 — f = f(3f2— f —I) = (3f% — f — I)f, f est inversible, d’inverse

= —r -1

2. Etude du projecteur q.

(a)

i. Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): f"(x) = \"x.
e Ona f%x) =id(x) = z = \°2, donc P(0) est vraie.
e Soit n € N tel que P(n) soit vraie. On a donc f™(z) = A"x. Par linéarité de f, il vient alors

P x) = f(A"2) = N\ f(z) = A" - e = A",
I’avant-derniére égalité provenant du fait que x est un vecteur propre de f associé a la valeur

propre A.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, ‘pour tout n € N, f*(z) = \"z. ‘

Par conséquent, x étant toujours un vecteur propre associé & A\, on a :
3 Lo 3 Lo 3 1o
0= f>(x) — g(f () + flz)+ I(z)) =Xz — g()\ r+Ax+x)=|A — g()\ +A+1) ).

Puisque z # 0 (car ¢’est un vecteur propre), on en déduit la relation

1
A3—§(/\2+A+1).

ii. Les valeurs propres de f sont donc des racines du polynéme P introduit dans la partie I, polynéme

dont les racines sont 1, a et @. Par conséquent, toute valeur propre A de f vérifie | A € {1, o, @} |.

ili. Si f est une homothétie, il existe A € R tel que f = AI (il est nécessaire de considérer uniquement
XA € R, et non A € C, car E est un R-espace vectoriel). Le réel A est alors nécessairement une valeur
propre de f. Ainsi, la seule possibilité est A = 1. Donc f = I. Réciproquement l'identité vérifie bien

la relation.

Ainsi, | la seule homothétie vérifiant la relation (2) est l'identité f = I.




iv. Soit f un endomorphisme diagonalisable (sur R) vérifiant (2). La diagonalisabilité sur R implique que
toutes les valeurs propres de f sont réelles. D’aprés le résultat précédent, f ne peut alors admettre
qu’une valeur propre, égale a 1. Or, un endomorphisme diagonalisable n’ayant qu’une valeur propre

est une homothétie.

Ainsi, |il n’existe pas d’endomophisme autre qu’une homothétie vérifiant (2) et diagonalisable.

(b) e Soit x élément de Ker(f — I) NKer(3f2 +2f + I). Alors f(z) =z, et

0=3f(f(x))+2f(z) + = =3f(x) + 2z + = = 6z.
Ainsi, z = 0. Par conséquent,
Ker(f — I)NKer(3f* +2f + 1) C {0},

et I'inclusion réciproque étant immédiate, on a I’égalité.
Ainsi, |la somme Ker(f — I) + Ker(3f2 + 2f + I) est directe. ‘
e Analyse :
Soit # € E. Supposons qu'il existe y € Ker(3f2 + 2f + I) et z € Ker(f — I) tels que x = y + z.
En appliquant 3f2 4+ 2f + I & cette relation, il vient :

BfF+2f+1D)(x) =B +2f+1)(2),

et comme z € Ker(f — I), I(z) = f(2) = f2(z) = z, donc
62 = 3f%(x)+2f (z)+x donc: z= %(3f2(x)+2f(x)+x) puis: y=x—2= %(51‘72]0(1‘)7

e Synthése : Réciproquement, soit x € E. Posons

2= é(:af%x) +2f(@)+a) et y= é(m —2f(2) = 3f*(2)),

et vérifions que ces valeurs conviennent : On a :

¥ T =Y+ =z

o (7= D)) = S @) —372() +27%() ~ 2/(@) + f(x) —2) = S(3F(@) — (@)~ f(a) ) =0,
d’aprés la relation (2). Ainsi, z € Ker(f —I).

* (3f% +2f +1I)(y) = 0 par un calcul du méme accabit. Ainsi y € Ker(3f2 + 2f +I).

On a bien prouvé l'existence de y € Ker(3f% + 2f + I) et z € Ker(f — I) tels que = y + 2. Ainsi

E C Ker(3f? +2f +1) @ Ker(f —1I).

L’inclusion réciproque étant immédiate, on a bien : ‘E = Ker(3f2+2f + 1) ® Ker(f —I) ‘

e Par définition de g, | Ker(3f2 +2f + I) = Ker(q) |
e Par ailleurs, soit y € Ker(f —I), donc f(y) = y. On a alors

y) = 5BF ) +20() +9) = v,

Ainsi, y € Im(q). Par conséquent, Ker(f — I) C Im(q).
D’autre part, d’aprés le théoréme du rang, et d’aprés la supplémentarité de Ker(3f2+2f+1) = Ker(q)
et de Ker(f —I), il vient :

dim F = dim Ker(q) + dim Im(q) = dim Ker(f — I) + dim Ker(q).

Par conséquent, dimIm(q) = dim Ker(f — I).

L’inclusion prouvée plus haut et I’égalité des dimension améne alors : ‘Im(q) =Ker(f —1) ‘

e Le projecteur ¢ est d’apreés le cours la projection sur Im(q) parallélement & Ker(q). Ainsi, d’aprés ce
q est la projection sur Ker(f — I) parallélement a Ker(3f2 +2f + I). ‘

qui précéde,




(c) o Soit y € Im(f — I). Il existe donc x € E tel que y = (f — I)(x). On a alors

B +2f+D)(y) =B +2f + D(f — I)(x) = Bf° — f* = f = D)(z) =0,

d’aprés la relation (2). On en déduit que y € Ker(3f2 + 2f + I).
Ainsi, Im(f — I) C Ker(3f2 +2f + I).

e De méme que dans la question précédente, le théoréme du rang et la supplémentarité de Ker(3f2 +
2f +1I) et Ker(f —I) aménent :

dim E = dim(Im(f — I)) + dim(Ker(f — I)) = dim(Ker(3f% 4+ 2f + I)) + dim(Ker(f — I)),

d’ott dim(Im(f — I)) = dim(Ker(3f2 + 2f + I)).
e L’inclusion et I’égalité des dimensions ameéne ‘Im(f —I)=Ker(3f2+2f +1) ‘

Partie ITIT — Etude des solutions de (2)

1. On suppose dans cette question que dim Ker(3f% +2f + 1) > 0.
e Soit e; un vecteur non nul de Ker(3f2 + 2f + I), et soit (A, u) € R? tels que Ae; + uf(er) = 0.

Sip # 0, alors f(e1) = %617 et donc ey est un vecteur propre, associé a une valeur propre réelle. La seule
valeur propre réelle étant 1, on en déduit que e; € Ker(f — I). Ainsi

e1 € Ker(f — I)NKer(3f2 +2f + I) = {0}.

Cela contredit I’hypothése ey # 0.

Ainsi, g = 0, puis, de maniére immédiate, puisque e; # 0, on obtient A = 0.

Ainsi, ‘ (e1, f(e1)) est une famille libre. ‘
e De plus, f(e1) € Ker(3f2 +2f + I). En effet, 3f2(e;) + 2f(e1) + e = 0, donc en appliquant f :

BfF+2f+1)(f(er)) = 3f%(er) +2f%(ex) + fler) = fo B> +2f + I)(e1) =0,

car ey € Ker(3f2 + 2f + I). Ainsi, ‘f(el) € Ker(3f2 +2f+I).‘

Ainsi, (e, f(e1)) est une famille libre de cardinal 2 de Ker (3 f2+2f+1) : ’ cet espace est au moins de dimension 2.

2. On suppose dans cette question que m = 2.
D’aprés la question précédente, la dimension de Ker(3f2 +2f + I) est soit 0, soit 2 (ne pouvant pas étre plus
grande) Comme Ker(3f2 +2f + I) et Ker(f — I) sont supplémentaires dans E de dimension 2, on obtient les
2 cas suivants :
. ‘Premier cas : dim Ker(3f2+2f + 1) =0 et dim Ker(f — 1) = 2.‘
Alors, Ker(f — I) = E, donc, Vr € R?, f(z) = 2. Ainsi, f = I.

10
La matrice de f dans une base quelconque de R? est <0 1) .

. ‘Deuxiéme cas : dim Ker(3f2+2f +I) =2 et dim Ker(f —I) =0. ‘
Alors E = Ker(3f2+2f+1). Soit e; un vecteur non nul quelconque de E = Ker(3f2+2f+1), et e = f(e1).
Alors, d’apreés la question III-1, (e, e2) est une famille libre, donc (puisque E est de dimension 2) une base
de R?. De plus :
x f(e1) = eq
* f(ea) = f2(e1) = —5(2f(e1) —e1) = —3e1 — Feo.

0 —1%
Ainsi, la matrice de f dans la base (e, eq) est | M = (1 g)
3

Cette derniére matrice M n’est pas diagonalisable sur R d’aprés la question II-2(a)-iv.

3. On suppose dans cette question que Ker(3f2 +2f +1) > 2.



Soit eo un vecteur de Ker(3f2 + 2f + I) tel que la famille (ey, f(e1), e2) soit libre. On peut trouver un tel
vecteur puisque Ker(3f2+2f + I) est de dimension au moins 3 (on peut compléter la famille libre (e1, f(e1))
en une base, donc en particulier trouver un troisiéme vecteur linéairement indépendant des deux premiers).
Supposons que la famille (e, f(e1), e, f(e2)) n’est pas libre. Alors il existe A1, A2, A3, A4 non tous nuls tels
que :
Arer + Ao f(er) + Azez + Mg f(e2) = 0.
Puisque (e, f(e1),ez2) est libre, on a nécessairement Ay # 0. Quitte a diviser I'identité par —\4, on peut
supposer que Ay = —1, donc que :
fle2) = Aer + Aaf(er) + Azea.
En appliquant 3f, il vient :
3f%(e2) = 3A1f(er) +3Aaf?(e1) + 3Asf(e2).
Comme e et ey sont dans Ker(3f2 +2f + 1),

—2f(e2) —e2 = 3A1f(e1) — 2Xaf(e1) — Azer + 33 f(e2),
d’ot :
(=33 = 2)f(e2) = —Aae1 + (3A1 — 2A2) f(e1) + ea.
En comparant a la relation initiale donnant f(es) en fonction de ey, es et f(eq), il vient :
(3A3 +2) f(e2) = Azer + (2A2 — 3A1) f(e1) —e2 = AM(3A3 + 2)er + A2(3A3 + 2) f(e1) + A3(3A3 + 2)ea.

Par liberté de (e1, f(e1), e2), la décomposition ci-dessus est unique, donc

A2 =M(BA3+2)

(222 — 3A1) = X2(3A3 + 2)

—1 = A3(3A3 +2)
De la derniére équation, on tire 3A\3 + 2X3 + 1 = 0, et comme le polynéme 3X? + 2X + 1 n’admet pas de
racine réelle, on aboutit a une contradiction.
Ainsi, |la famille (e1, f(e1), ea, f(e2)) est libre. |

Le méme argument que dans la question I1I-2 permet de montrer que f(es) € Ker(3f2 + 2f + I), donc on a
trouvé une famille libre de cardinal 4 de Ker(3f2 + 2f + I). Ainsi,

| dimKer(32 + 2/ +1) > 4|

. On suppose dans cette question que m = 3.

Puisque m = 3, Ker(3f2 + 2f + I) est de dimension au plus 3. D’aprés les questions I1I-1 et I1I-3, les seules
dimensions possibles sont 0 et 2 ; comme dans la question III-2, les dimensions correspondantes de Ker(f —1I)
sont respectivement 3 et 1.

e | Premier cas : dim Ker(3f% +2f + 1) =0 et dim Ker(f — 1) = 3.‘

Alors f = I et la matrice de f dans une base quelconque de R? est

o O =
o = O
—_ o O

e | Deuxiéme cas : dim Ker(3f? +2f +I) =2 et dim Ker(f —1I) = 1.‘
Soit by = e1 € Ker(3f2+2f+1), et soit by = f(ey1). Alors, (by, by) est libre, donc une base de Ker(3f2+2f+1)
pour des raisons de dimension. Soit b3 un vecteur non nul de Ker(f — I) (donc une base de cet espace de
dimension 1). Comme E = Ker(3f2+2f + 1)@ Ker(f —I), la famille (b1, ba, b3) est une base de E. Comme
dans la question I11-2, f(by) = by et f(be) = f2(b1) = —%bl — %bg. De plus f(bs) = bs. Ainsi, la matrice de
f dans la base B = (b1, bs,b3) est :

0 —% 0
fls= |1 -3 0
0 0 1




Cette matrice n’est pas diagonalisable sur R d’aprés la question 11-2(a).

5. De méme, si m = 4, les dimensions possibles de Ker(3f2 + 2f + I) sont 0, 2 ou 4. Ainsi :
e | Premier cas : dim Ker(3f2+2f +1) =0 et dim Ker(f — 1) = 4.‘

6.

10 00

. 3 01 00

Alors f = I et la matrice de f dans une base quelconque de R” est 00 10
0 0 01

. ‘Deuxiéme cas : dim Ker(3f2+2f + 1) =2 et dim Ker(f — 1) = 2.‘

Soit by = €1 € Ker(3f2 +2f + 1), et soit by = f(e1). Alors, (b1, bs) est une base de Ker(3f2? + 2f + I). Soit
(b3,bs) une base de Ker(f — I). Alors B = (b1, b, b3, bs) est une base de R*, dans laquelle la matrice de f
est :

1
0—§00
fs=|1 3 00
0 0 10
0 0 01

o "I‘roisiéme cas : dim Ker(3f2+2f +I) =4 et dim Ker(f — 1) =0. ‘ On peut alors trouver (ej,e2) €

Ker(3f2 +2f + I) tel que B = (ey, f(e1), €2, f(e2)) soit une base de E. Comme dans les cas précédents, on

a f(e2) = —3e2 — 2 f(e2), d’'out la matrice de f dans la base B :
0 —% 0 0

7 L

0 0 O —g

0 1 -3

(a)

Soit & tel que 2k < dim Ker(3f2 +2f + I).

Supposons qu'’il existe (e1,...,ex) tels que (e1, f(e1),...,ex, f(ex)) est une famille libre de Ker(3f2 +

2f + I). D’apres le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille libre en une base

de Ker(3f2+2f+1) (par ajout d’au moins un vecteur, puisque 2k < dim(Ker(3f2+3f+1)). Soit ;1 'un

des vecteurs ajoutés de le sorte. Alors‘ (e1, f(e1),...,ex, f(er),exr1) est une famille libre de Ker(3f2 +2f + I). ‘

On raisonne comme en I11-3 pour montrer la liberté de (eq, f(e1),..., ek, f(er), €rt1, f(€rt1))-

On commence par une remarque qui simplifiera un peu les expressions :

si z est dans Vect(ey, f(e1), ..., ek, f(er)), alors f(x) aussi (immédiat en utilisant la relation (2)).
Notons F' = Vect(ey, f(e1),...,er, f(ex))
Supposons que la famille (eq, f(e1),. .., ex+1, f(ers+1)) n’est pas libre. Alors, (e1, f(e1),- -, ek, f(er), €r+1)

étant libre, en procédant comme en III-3, il existe un vecteur x € F' et un réel A tels que

flerxs1) = o+ Aegya.

I1 vient alors

3f*(ens1) = 3f(x) + 3Af(erta), done: —2f(er+1) — ext1 = 3f(@) + 3Af(ert1)-

On obtient donc :
(BA+2)f(eg+1) = —exy1 — 3f(x),

puis, en utilisant le relation initiale,

BA+2)z+ BN+ 2)depy1 = —3f(x) — ept1-



Comme (eq, f(e1),..., ek, f(er),ext1) est libre, F' et Regy1 sont en somme directe, d’ott I'unicité d’une
décomposition en somme d’un élément de F' et d’un élément de Repyq. Comme z et f(x) sont dans F,
on en déduit que

(BA+2)x = —-3f(x) et (BA+2)A=-1.

De la deuxiéme équation, on tire 3A% 4+ 2\ + 1, ce qui est impossible, le polynéme 3X?2 +2X + 1 n’ayant

pas de racine réelle.

Alnsi, ‘la famille (eq, f(e1),..., ek, f(er), ext1, f(ert1)) est libre. ‘

Le méme raisonnement que déja fait montre que f(exy1) est un élément de Ker(3f2 +2f + I), donc il
s’agit d'une famille libre de Ker(3f2 + 2f + I).

(c) Attention, il fallait lire : ¢ = 4 (dimKer(3f2 +2f + 1)) + 1].
Soit, pour tout k dans [0, ¢], la propriété P(k):
« il existe (eq,...,ex) tel que (eq, f(e1),-.-,ex, f(er), ek, f(ex)) soit libre »
L’initialisation est évidente pour k = 0. Pour k =1 (si ¢ > 1) cela découle de la question ITI-1.
Soit k € [0,q — 1] tel que P(k) soit vrai, et soit (ey,...ex) tels que (e1, f(e1),..., ek, f(er)) soit une
famille libre de Ker(3f2? + 2f + I). Comme k < ¢ — 1, 2k < dim(Ker(3f2 + 2f + I)), donc, d’aprés
les questions 6(a) et 6(b), il existe ey tel que (e1, f(e1),...,€x+1, f(€rs1)) soit une famille libre de
Ker(3f% +2f + 1), dou P(k + 1).
Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout k dans g-1, P(k) entraine P(k + 1). D’apreés le principe de
récurrence, P (k) est vraie pour tout k dans [0, ¢].
En particulier P(q) est vérifié, d’ou lexistence de (e1,...,eq) tels que (e1, f(e1),...,eq, f(eq)) soit une
famille libre de Ker(3f2 +2f + I).

(d) Si dimKer(3f2 + 2f + I) est impair, alors 2¢ > dim Ker(3f2 + 2f + I), d’oi1 une contradition avec le
cardinal de la famille libre trouvée dans la question précédente.
Ainsi, \ dim Ker(3f2 + 2f + I) est pair. \
Dans ce cas, 2¢ = dim Ker(3f2 + 2f + I), donc la famille libre de la question précédente est de cardinal

maximal, donc c’est unne base :
‘ (e1, f(e1),...,eq, f(eq)) est une base de Ker(3f% + 2f + I). ‘

7. Considérons (by,...,ba,) = (e1, f(e1),...,eq f(eq)) la base de Ker(3f% + 2f + I) trouvée plus haut. Alors,
pour tout 7 € [1,q], f(bai—1) = ba; et f(by;) = —%bgi,l — %bzi. Soit (bag+1,---,bm) une base de Ker(f — I).

Alors la matrice de f dans la base B = (by,...by) est la matrice diagonale par blocs :
A0 0
M= 0
: A, 0
0 ... 0 In_g

8. Réciproquement, soit M la matrice de la question précédente. Alors, d’aprés les régles de produit matriciel
par blocs, si P(X) =3X3% - X? - X — 1,

P(A4) 0 ... 0
pony=| ° |
P(A,) 0

0 0 P()

0
Or, un calcul rapide montre que la matrice A = (1

finalement | 3M3 = M2 + M + I.




Correction du probléme 2 - (EML 2000)

Dans tout ce probléme, a est un réel tel que 0 < a < 1.

Partie I — Calcul d’'une somme et d’une intégrale

1. Pour tout n € N* et tout x € [0, 7], on note :

= Z cos(kx).
k=1

(a) Soit n € N* et z € [0, 7]. On a, d’aprés les formules d’Euler :

1+2C 71+Z 1k:x+e 1k:1: 71+Zezckz+ Ze

l=—n

Comme 1 = ¢'% on en déduit que :

14 2C,( Ze

k=—n

(b) Soit z # 1. D’apres la formule de sommation des termes d’une suite géométrique, on a :

1— Z2n+1

Z ZZE n_ 7712)3(:2771?2’

k=—n £=0

(c) Par conséquent, en appliquant cette formule avec z = e!% # 1 si 2 # 0, on obtient :

i(2n —i(n+i)x i(n+1)z i 1
Ve €0, 7], 1+ 200 (x) :eiinwl—e(Q +1) 4 _¢€ ( +2.) —e.( +3) _ b1n((n+§) 1;)
s s n 1 —elz e—l%_elg Sln(%)

On en déduit donc, pour tout n € N* et tout z €]0, 7] :

sin ((n + ) )
2sin (%)

De plus, la fonction f coincide sur ]0, 7| avec la fonction % + C}, qui est définie et continue sur [0, 7], en tant

2. La fonction f: x — est continue sur |0, 7|, donc J,, est impropre en 0.

que somme finie de fonctions continues sur cet intervalle. Ainsi, f se prolonge en une fonction continue sur

[0, 7], et ‘l’intégrale J, est faussement impropre‘ (on aurait aussi pu le montrer en calculant directement la

limite de f en 0 a l'aide des équivalents).
On a alors :

n

Z/ﬂcoskm g—i—

n

Z[fsm kzx} ,

k=1

wm
L\D\»—*
N =

In = ;/Oﬂ(l +2Cy(z)) dz

et donc .

3. La fonction ¢ est de classe C! sur |0, 7], en tant que quotient de fonctions qui le sont.

De plus, pour tout z €]0, 7,

—asin(az)sin £ — 1 cos Z(cos(az) — 1)

(sin %) 2

¢'(x) =



Or, au voisinage de 0, on a :

1
—asin(az) sin L cos E(cos(cwv) -1)=-a-ax-

2 2772 (1—332)W+0(ﬂc2)=—a2-x2+o(m2).

|8

Ainsi,

On en déduit que ¢’ admet une limite finie en 0.
D’aprés le théoréme de prolongement des fonctions de classe C!, la fonction ¢ retreinte & ]0, 7] se prolonge

par continuité en une fonction ¢ de classe C! sur [0, 7]. On a alors :

Ainsi, ce prolongement de classe C! est égal & ¢ sur [0, 7]. Par conséquent, ‘go est de classe C! sur [0, 7]. ‘

En particulier, la dérivée ¢’ est continue en 0 et :

¢’ (0) = lim ¢’ (z) = —a?|.

x—0

. Soit u et v les fonctions de classe C! sur [0, 7] définies de la maniére suivante :

uz) = ¢lz) W(2) =¢'(@)
o(@) =gy eos((nt3)e) v(z) =sin((n+ 1))

I, = _2n2+1 [o(a) cos (<n+ ;) x) |7+ 2n2+ 1 /Oﬂgol(x)cos (<n+ ;) x) dz.

Or, ¢(0) =0 et cos ((n+ 1) 7) =0, d’ou :

e [ ((ne2) ) o
wuww(@+§)ﬂ\<ww»

et comme ¢’ est continue, donc intégrable, d’aprés I'inégalité triangulaire et la croissance de I'intégrale, on

obtient :
< '(z) cos n—i—l x| dz < 2 /ﬂ| '(z)| dz
v 2 S 2n+1 ), 7 '

2 /7T '(z) cos n—i—l x| dz 2 /Tr
m+1), ¥ 2 St

L’intégrale ne dépend maintenant plus de n, donc cette derniére expression tend vers 0 lorsque n tend vers

Yz € [0, 7],

On a donc :

De plus, pour tout = € [0, 7]

|In| =

400. D’aprés le théoréme d’encadrement, on en déduit que :

lim I, =0|

n—-+oo

Partie II — Calcul de la somme d’une série

On note, pour n € N* : u, = / cos(az) cos(nx) dx.
0

1. Soit n € N*, on a :

iuk = i /Oﬂ cos(ax) cos(nzx) doz = /07r (i cos(ax) cos(nx)) dz,

k=1 k=1 k=1

10



puisque la somme est finie. Ainsi

;uk _ /Oﬂ cos(az)Ci (z) = /Oﬂ <cos(aa:)sir.l ((g + §> x) _ ;Cos(ax)> dz

2sm(

(@) g o
= 2In+2/0 sin (2) dz — 2a[s1n(a:c)} .

On en déduit donc que

= sin(ma) 1
=— I, + J, |
’; U % + 2 +

2. Or, d’aprés la partie I, J, = 7, et lirf I, = 0. Ainsi, la somme partielle de la série de terme général u,,
n—-+0oo

admet une limite, donc | la série de terme général u,, converge ‘, et

2a 2

—+o0 .

sin(ra) 7
E Up = — + — |
k=1

3. Pour tout n € N*, pour tout = € [0,1], on a :
1
cos(azx) cos(nx) = §(COS((Q +n)z) + cos((a —n)x)),
donc

1 /" 1 [
Up = 5/0 cos((a +n)z) dz + 5/0 cos((a — n)z) dz
™)

sin((a +n)w)  sin((a —n)

2(a+mn) 2(a —mn)
_ (a —n)sin((a +n)w) + (a + n) sin((a — n)m)
2(a? — n?)
_ a(sin(a + n)m + sin(a — n)w) — n(sin(a + n)P — sin(a — n)7)
2(a? — n?)

_a sin(ar) cos(nm) — ncos(an) sin(nw) _a sin(am)(—1)"

a2 — n2 a2 — n2

asin(ar)(—1)"~!

On obtient donc |u,, = 5

n? —a?

On pouvait aussi trouver le résultat en intégrant 2 fois par parties.

4. On a alors :

f 2(—1)"La 2 i" L,
= u = ——
n? —a? sin(ar) £ " a  sin(ar)

n=1

Partie IIT — Calcul d’une intégrale

1. Soit @ > 1. La fonction ¢t —

—+o0
— est continue sur [0, 400[, donc T'intégrale / est impropre en
0

1+t 14t
+o00. Or,

1 1
14t oo to’

—+oo
et l'intégrale / - dt converge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre « > 1. Ainsi, les fonctions
1

+oo
étant positives, / — converge | d’aprés le théoreme de comparaison par équivalences.
0

1+4+¢

11



2. (a) Soit t € [0,1] et n € N. Alors —t® # 1, et, d’aprés la formule de sommation des suites géométriques,

n n+1l)a a\n+1 n+1l)a
Z(—l)’“t’mﬂ—l)"*lt( MR S Gl + (- w870
P 1+t 1+t 14t
et, aprés simplification :
1 n t(nJrl)a
— -1 ktka -1 n+1 i
1+t D (U (D) 1+te
k=0
(b) Par positivité de l'intégrale, pour tout n € N, on a :
1 4(n+)a 1
Og/ ! dtg/ poia gy L
0o l+to 0 (n+ 1o
. 1 \ - belnthe
Or, lim —— = 0, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement, — dt admet une
n—~+o0o (n + 1)0[ 0 I+t neN*

limite en 400, et

1 t(n+1)a
lim/ dt=0
, 1+to

(¢) De la question III-2(a), on tire :

n

1 1 1
dt t(n-l—l)a
= E Dk [ ke dt+ (-1 "“/ dt
/0 Rz )/0 VT T

=0

1
1
Or, pour tout k € N, / tF* dt = ——— donc

n (—l)k B N 1 t(n—i—l)oc
D e Rl ORI /0 T

On déduit de la question précédente que cette expression admet une limite en +oo, donc la série

Z (_1)k converge, et :
= ka+1

Too Nk 1 (n+1)a too Nk
(-1) . / t . (-1)
= 1 S . = .
kZ:O o G(a) + lim My dt soit G(a) kZ:O b1

3. (a) On effectue le changement de variable u = #'~% dans l'intégrale H(a). Ce changement de variable est de
classe C!, strictement décroissant (car a > 1), et bijectif de [1, +o0o| sur ]0, 1]. De plus, du = (1 —a)t™.
Ainsi lintégrale H(«) étant convergente, on a :

“+oo —a 1
t 1 d
H(a):/ dt = — / -
1 t_a“rl 1_a 0 1+uo¢—1

H(a):ai1G<a(il> :

On en déduit que

Par conséquent d’apreés 2(c),

IR - G VL T =N C V)
H(O‘)*a—1;k-%+1’a—1z(k+1)a—1’

a—

d’ou, aprés simplifications, et changement d’indice n =k — 1,

too n—1
e =32
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(b) On a donc :

N
. (-y" -y

=1 1
+N~1>I£ooz<na+1+ na —1

l-na+na+1
=1 —1)nt
+Z( ) (na+1)(na — 1)’

et donc finalement

—+oo _
2(_1)n 1
O‘):1+Z n2a2 -1

n=1

4. D’aprés 11-4, il vient donc, avec a = é :

—1+4 - Z é_1+ <a+bm7z“)>

et donc finalement :

s
o

sin (Z)
(Les questions suivantes ne sont pas dans 1’épreuve d’EML)

o1
5. ¢ 0 F(2) = —.
e Ona F(2) /0 s .

Cela correspond bien & la formule générale, puisque sin ( ) =1.

F(a) =

limy o
dt = [Arctan t} i T

e Le calcul de F(3) se fait par décomposition en éléments simples : déterminons a, b et ¢ tels que

1 1 a bt + ¢
vVt e Ry, = = = .
Tl T A+ —t+12) 47 241

On peut mettre sur le méme dénominateur, identifier et résoudre le systéme, ou alors utiliser différentes

astuces. On trouve :

Ansi 1 11 1 2t—1 11
Vi e Ry, = o= - .
136 314¢ 62 _t+1 22_t+1

Par conséquent, pour tout A > 0,

A 1 A ) A 1 4 dt
/0 1+t3_§[ln(1+t)}o_6{ln(t —t+1)]0+§/0 (t—1)°+3

:éln (1+;14+1 \f/ })2+1dt |
=?ﬁ3ﬂﬁ%@m%fxﬂ_mmc%»
1. (1+A4)?

:61nA2_A+1+\}§<Arctan<\f })Jf)

En faisant tendre A vers 400, on obtient donc :

|
|
3»4
w
—
g
+
ESE
N———
Il
OJ‘N)
%z}

N——
|
SES

w

. . . . m
ce qui correspond bien & la formule générale, puisque sin (g

13



oo qt
(] E)nﬁn7 F(%) :A Hitg

On effectue le changement de variables t = u?, dt = 2u du, de classe C! sur [0, +o0[, strictement croissant,
bijectif de [0, +oo] sur [0, +00[. On a alors :

3 teo 2
F2)= / = du.
2 o 14+
On peut reprendre la méthode du calcul de F'(3), ou alors (astuce supréme, mais comment y penser tout

seul si on ne connait pas ?) effectuer le changement de variables u = % du = —%, de classe C! sur [0, +o0],

strictement décroissant, bijectif de [0, +oo[ sur [0, +oo[. Ainsi :

+o0 2 d +o0 2
F 3 :/ xli:/ ——— dz =2F(3)
2 0 1—’—? $2 0 $3+1

3 47
F(s)=—"-,
(3) -5
27

ce qui encore une fois correspond bien au résultat général, puisque sin (?) =

et par conséquent ;

V3

T.
Je vous ai épargné le calcul de F(4), qu’on aurait aussi pu faire directement.

. Une comparaison immeédiate & une intégrale de Riemann montre la convergence des intégrales F),(«), lorsque
a>1letneN*.

Il s’agit d’adapter la méthode classique par intégrations par parties sucessives pour le calcul des intégrales

/ dt
(142)"
Soit n € N*. On a :
+oo dt +oo 1 + ta +oo t . toc—l
F,(a) = —_— = ———dt=F, a+/ —_
@=[ wrerc), w1
On effectue une intégration par parties, en posant, pour tout t € [0, +o0] :
na (1+to)" T (LAt

Les fonctions u et v sont de classe C! sur [0,+o00], et uv tend vers 0 en +oo. Ainsi, les deux intégrales
intervenant dans l'intégration par partie sont de méme nature (donc convergentes), et

lim+m 1
(@) = Faato) + [w] ™" 4 L F(a)
et donc :
no—1
Fn = Fn
o) =" 1p ()

On en déduit, par itération, que pour tout n € N*

(n—Da-1)...(a—1)
(n—1)lan—1

Fn(()é): Fl(a)?

et comme F; = F, on obtient finalement :

ﬁ(ka -1
_ k=1 .
Fale) =0 = s (%)
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