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ECS 2 — Mathématiques

Concours Blanc 1 — Epreuve 2 — (DS n° 4)

Correction de ’exercice 1 — (Ecricome 2008)

1. (a) Siz =0, le résultat est immeédiat, puisqu’il s’agit de la série nulle.

Soitz >0etne N*. On a :
f(z)inerfni T
" nn4 ) n(n+a)

donc fy,(x) est positif et
x

fu(®) ~ —

+oo n2'

. P P x 22 . A
Or, la série de terme général — est convergente en tant que série de Riemann de parametre 2 > 1,
n

donc ‘ la série de terme général f,,(z) converge ‘, d’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes

positifs par équivalences

(b) @ Ona: F(0) = zo d’oum.

e Pour le calcul de F (1), on peut remarquer qu’il s’agit d’une somme télescopique. On calcule donc dans

un premier temps la somme partielle. Soit N € N* :

Zlfn(l): Z

Comme ﬁ tend vers 0 lorsque N tend vers +oo, on en déduit que | F(1) =1 |

=2
=2

n
n=1 n=1

n_ N+1°

BM—‘

2. Pour tout n € N*, la fonction f,, est dérivable sur R, et

1 1

!/

n

Comme la série de terme général n—12 est convergente, et comme les deux séries comparées sont a termes

négatifs (donc de signe constant), on en déduit que ‘ la série de terme général f! (x) converge ‘

3. Etude de la dérivabilité de F

(a) Soit n € N*. La fonction ¢ est de classe C? sur [n, +oo[, et pour tout t € [n, +o0],

2 2
Pt = = done (0] < .

Soit alors (x,1q) € [n, +0o[?. D’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a l'ordre 1, il vient donc :

() = plan) — (@ = a0)¢!(w0)] < gl —a0)? = L1 |

n3

(b) On en déduit dans un premier temps, pour tous y, yo = n

(y — yo)z.

1 1
n3

- y0)—| <
- = — Y—Y)—5
T val

Soit maintenant x € Rt et h # 0 tel que x +h € R.. En posant yo =n+x>0ety=n+z+h >

vient :

1 1 1 h?
- +h X 3>
n+x+h n+z (n+2)?| = nd
puis
1 1 1 1 1 h?
S . —h <=,
n n+z+h n n+w (n+x)?| = nd




c’est-a-dire :
h2
n3’

|fn(z +h) = fu(z) — h.ﬂn(‘r” <

2

3
n
3 > 1, on déduit du théoréme de comparaison des séries a termes positifs que la série de terme général

|fr(x + h) — fu(x) — hf](z)| converge.
(c) Soit z € Ry et h # 0 tel que  +h € Ry. Alors

Ainsi, comme la série de terme général est convergente en tant que série de Riemann de paramétre

+oo
anxm an =Y fnl@)
n=1

h
1R
n=1

et d’aprés l'inégalité triangulaire, la série de terme général f,, (z + h) — f(z) — hf] (x) étant absolument

convergente,

F(z+h)—F(z)
h

+oo
|hlZm v )~ fule) ~ R @) < )Y
n=1

Ainsi, en posant K la somme de la série (convergente) de terme général
x € RY et h # 0 vérifiant « + h € RT,

ng, on en déduit que pour

— G(x)| < K.

‘ﬂx+M—F@)

(d) D’apres le théoréme d’encadrement, on en déduit donc que le terme de gauche admet une limite quand
F(x+h) — F(x)
h
étant valable pour tout z € Ry, ‘ F' est dérivable sur R4 ‘

h tend vers 0, donc en particulier admet une limite, donc F' est dérivable en x. Ceci

Par ailleurs, pour tout = € R,

 Fa+h) - F) _ o .
}LILI%) A —G(x)=0 donc: }ILIL% Y = G(x).

On en déduit que .

4. Recherche d’un équivalent en +oo
Soit z € RT.

(a) Soit k € N*.

1 1
La fonction ¢t — — — = T est décroissante sur R, donc, pour tout t € [k, k + 1],
t t+x  tt+a)
1 1
frr1(2) < T ira < fu(z),

donc, par croissance de l'intégrale,

k+1 k+1 1 1 k+1
dt < S dt < () dt,
/k freg1(z) dt /k (t t+x) t /k fi(z) d

d’ou, puisque fr4+1(z) et fi(z) ne dépendent pas de ¢ :

frr1(z) < /:H (1 - ) dt < fi(z) |

t t+x

(b) Soit n > 2.



e En sommant la premiére inégalité entre 1 et n — 1, il vient :
n—1 k+1 n
1 1
- — dt = - — dt
;f’“ Z/ (t t+x> /1 (t t+x)
d’aprés la relation de Chasles. On a donc
- "1 1
> fulw) < / - dt
k=2 AN

1 x
Par ailleurs fi(z) =1 — —— = ——. Alnsi, en ajoutant ce terme de part et d’autre de l'inégalité
rz+1 z+1

"1 1
ka \;m/(fm) ds.

e En sommant la seconde inégahte de la question précédente entre 1 et n, il vient :

n noorktl g 1 n+l /4 1
e [ () e ()
P =k t t+x 1 t t+x

On a bien obtenu '’encadrement demandé :

n+1 n n
11 z 11
- dt < < - dt.
/1 (t t+:17> k;f’“(x) z+1 /1 (t t+x)

Le calcul des intégrales ci-dessus améne :

ci-dessus, il vient :

In(n+1)—In(z+n+1)+In(z E fr(z 7+lnn—ln( +n)+In(z + 1),
donc
n+1 -
In———— +In(z+1) E 1 | 1
B T+l k:lfk “Ln:erner(z+ )

n+1
Or, z étant fixé, lim _nt im
"notcox+n+l noctox+n
une limite finie, on obtient, par le théoréme de prolongement des inégalités :

= 1, dong, les trois termes de ’encadrement admettant

n(z+1) Z fr(x) < —— + In(z 4+ 1) donc: In(z+1) < F(z) < +1In(x+1)

xr+1

En divisant par In(1 + z), strictement positif pour tout « > 0, on obtient :

F(x) <1 1 x

v 0, 1< ——— _ .
v Sln(z+1) O +ln(x+1) x+1

On a lim
z—+oo x + 1

=1let lim In(zx+ 1) = +oo. Ainsi,
T—+00
1 T
lim 14— —— =
el Tt D) T4l
D’aprés le théoréme d’encadrement on obtient ’existence et la valeur de la limite suivante :

F(z)

lim ————
o In(z 4+ 1)

=1
Ainsi : )
Fz) ~In(z+1)=nz+In (1+) ~ Inz,
+oo z )+

[e.°]

1
puisque In (1 + x) = o(In(x)) (négligeabilité d’un terme de limite nulle devant un terme de limite

infinie). Ainsi :

F(x) fod In(z).




Correction de ’exercice 2 — (Ecricome 1996)

Désignant par n un entier naturel, on se propose de déterminer l’ensemble des polynomes P(X) a coefficients réels
tels que
P(X)+P(X+1)=2X" (1)

1. On considére Uapplication ® qui, & tout élément Q(X) de R[X], associe le polynome :
QX)) = Q(X) + QX +1).

(a) e Tout d’abord, I’espace des polyndmes étant stable par composition et par somme, ® est bien a valeurs
dans R[X].
e Soit P, () deux polyndmes, et A un réel. Alors :
PAPX)+ QX)) =APX)+Q(X)+AP(X + 1)+ Q(X +1)
= AP(X) + P(X +1)) + (Q(X) + Q(X + 1)) = AQ[P(X)] + [Q(X)].

Ainsi, ® est linéaire.

L’application ® étant une application linéaire de R[X] dans lui-méme, | ® est un endomorphisme de R[X] ‘

(b) Notant p un entier naturel, on désigne par @, la restriction de ® a R,[X].
i. Larestriction d’une application linéaire étant encore linéaire, il suffit de montrer que ®,, est a valeurs
dans R, [X], autrement dit que R,[X] est stable par .
Soit @ € R,[X]. Alors
deg Q(X) = deg Q(X +1) <p,

donc, d’aprés les régles sur le degré d’une somme

deg(P[Q(X)]) < max(deg(Q(X)), deg(Q(X +1))) < p.

Ainsi, ®[Q(X)] € R,[X]. Cet espace est donc stable par @, et donc ®,, est & valeurs dans R,[X].
On en déduit que ‘ ®,, est un endomorphisme de R,[X]. ‘
ii. Soit k € [0,p]. On a

k
O (XF) = XM (X +D)F =XF+ ) (l;) X' =2X* + R(X),
=0

ou deg R < k — 1. Ainsi, R se décompose sur les k£ — 1 premiers vecteurs de la base canonique. On
en déduit que le vecteur colonne des coordonnées de ®,(X*) dans la base B, est :

X

0
les croix représentant des coefficients quelconques, et le 2 étant la k + 1-iéme coordonnée (attention
au décalage, la premiére coordonnée correspondant a X°)

Ainsi, la matrice de ®, dans la base B, s’écrit :

2 X X
0 2
Math (‘I)p) =
"
0 0 2

Ainsi, ‘Matgp(q)p) est triangulaire supérieures, & coefficients diagonaux tous égaux a 2.




()

iii. Cette matrice est inversible, en tant que matrice triangulaire & coefficients diagonaux non nuls. Par

conséquent, ‘ ®,, est un automorphisme de R, [X]. ‘
o Injectivité : Soit P € R[X] tel que ®(P) = 0, et soit p = deg(P). Alors P € R,[X] , et &,(P) =
®(P) =0, donc P € Ker(®,) = {0}, puisque @, est injective. Donc P = 0.

Par conséquent, Ker(®) = {0}, donc ® est injective.

e Surjectivité : Soit P € R[X], et p son degré. Puisque ®,, est surjective, P admet un antécédent Q) dans
R,[X] par ®,. Ainsi, ®(Q) = ®,(Q) = P. Ainsi, ® est surjective.

On en déduit que ¢ est un endormorphisme bijectif, donc ‘ ® est un automorphisme de R[X]. ‘

Un polynoéme @ vérifie la relation (1) si et seulement s’il est un antécédent par ® du polyndéme 2X™.

Puisque ® est un endomorphisme, cet antécédent existe et est unique.

Alnsi, ‘il existe un polynoéme unique de R[X], noté E, (X), vérifiant la relation (1). ‘

Par ailleurs, puisque 2X" est dans R, [X], E,(X) est aussi I'image réciproque de 2X™ par ®,,, donc
E,(X) € R,[X]. En revanche, E,(X) & R,,_1[X], car, par la propriété de stabilité montrée en 1(b),
P(Rn-1[X]) C Rpa[X].
Alinsi, ‘ deg(E, (X)) =n ‘

2. On écrit :

(a)

(b)

(c) o

On a, d’aprés la formule du bindéme :

E (X +1)+ E,(X) = Zamk(X + D)4+ anpX”

Il [l
™M IbM-
: P?
= *

<R -
\g/ v

R
M: +
s IM
& o
> 3

0<j<k<n =0
=D ()XY an X,
=0 k=y J i=0

On obtient donc ’égalité :
n
2" =3 |an, +Z( )M
j=0
La famille (1,X,...,X™) étant libre, on peut procéder a une identification des coefficients, et les ay,

sont donc solutions du systéme suivant :

Vj € [0,n — 1], an,J+Z(> vj € [0,n — 1], anj+z<>

soit:

Apn + Z <n> Uk = 2 2an’n =2
k=n

En particulier, .
On a deg(Ey) =0, donc



e On a deg(El) = 1, donc E1 = a1,0 + alle =4aio + X.

Par ailleurs, la ligne correspondant & j = 0 dans le systéme de la question précédente améne

1

k 1
a0+ Z (O> an =0 soit: a1 +2a10=0 donc: aip = —35
k=0

Ainsi | B4 (X) =X — %

e De méme, on a a résoudre le systéme

2
0
a2, + azr =10
’ 1;) <O 2a2,0 +az;1 +az2 =0
2 .
k soit: 2a21 + 2a52 =0
BT D e
1 _
k=1 ag o = 1
az2 = 1
On obtient de fagon immeédiate as o =1, as1 = —1 et azo = 0. Ainsi

|B2(X)=X? - X = X(X - 1)

(d) Soit n € N
e Si n = 0, expression n’est pas bien définie, mais on s’en sort par une pirouette en disant que
par convention, n étant nul, nE,_1(X) = 0 (méme si En — 1(X) n’est pas défini). Cela correspond
également a Pexpression de Ej(X).
Cette « erreur » ou imprécision de I’énoncé n’est pas de mon fait : 'énoncé était posé comme cela
dans le sujet initial.
e Sin > 0, on obtient, par dérivation de ’égalité définissant F,, :

1 1
E(X)+E (X +1)=2nX""1, donc:  —E(X)+ —E/ (X +1)=2Xx""1
n n

1
On en déduit que — E/, satisfait 'équation définissant F,, ;. Par unicité de la solution de cette équation,
n

1
on en déduit que —F), = F,,_1, donc .
En itérant cette relation, il vient, pour tout k € [0,n] (le cas k = 0 se vérifie trivialement)

n!

(k) — 1) (n— ="
E, nn—1) - (n—k+1)E,_k =

En_k.

Si k > n, la considération des degrés donne immeédiatement Efik) =0.

(e) o Soit F,(X)=(-1)"E,(1 — X). On a alors
F.(X)+F,(X+1)=(-1)"(F,(1-X)+ E,(—X)) = (-1)"2(-X)",
en composant ’égalité définissant F,, par le polynome —X. Ainsi,
F.(X)+ F,(X+1)=2X",

et par unicité de la solution de cette équation,

| En(X) = Fo(X) == (-1)"B,(1 - X)|

e Soit n pair strictement positif. L’équation définissant F,, et 1’égalité trouvée ci-dessus, évaluées en 0,
donnent le systéme :
En(0) = (=1)"En(1) = En(1)

On en déduit que ’ E,(0)=E,(1)=0 ‘




e Soit n un entier impair. L’égalité obtenue en début de question, évaluée en %, donne :
1 1 1
5 (3) =0 (3) =5 3):

Je ne sais pas faire sans la question suivante (rectifiée)

Ainsi, | E, (3) =0/

Toute la question est fausse.

La propriété exacte est la suivante (bien au contraire de ce que j’ai énoncé) : si n est pair, 0 et 1 sont
les seules racines dans [0, 1], et si n est impair, % est la seule racine dans [0, 1].

Les propriétés de multiplicité et d’existence d’autres racines deviennent caduques. On peut néanmoins
montrer facilement que les racines ci-dessus sont nécessairement simples.

Cela se montre par récurrence sur n.

Soit, pour tout n dans N*, la propriété P(n): «sin est pair, 0 et 1 sont les seules racines dans [0, 1],

et si n est impair, 1 est la seule racine dans [0, 1].

Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout n dans N*, P(n) entraine P(n + 1). D’apreés le principe de

récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N*.

La propriété P(1) est vraie.

Soit n tel que P(n) est vraie.

e Si n est pair, alors 0 et 1 sont les seules racines de P dans [0, 1]. Par continuité de E,,, il découle du
théoréme des valeurs intermédiaires que E,, est de signe constant sur [0, 1], strict sur ]0, 1[. Puisque

ni1 = (n+1)E,, on en déduit que E, 41 est strictement monotone sur [0, 1], donc injective. Ainsi,

il a au plus une racine sur [0, 1]. Comme % est racine, c’est la seule.

e Si n est impair, alors % est la seule racine de FE,, est %
x Si E, ne change pas de signe en cette racine, alors d’arpés le théoréme des valeurs intermédiaires, il

est de signe constant (strict sauf en 3) sur [0, 1], et E,,;; est strictement croissant, ce qui contredit
E,1(0)=FE,+1(1) =0.

x Ainsi, E,, change de signe en %, et est de signe constant sur [0, %] et sur [%, 1], strictement sauf en
1. Ainsi, E, 1 est strictement croissante sur [0, 1], et strictement décroissante sur [%,1], ou bien

I'inverse. Comme E,1(0) = E,4+1(1) = 0, cela empéche existence d’autres racines dans [0, 1].

Par conséquent, P(n + 1) est vérifié.

/

Par ailleurs, si n est pair, 0 et 1 ne sont pas racines de E,_; donc de E;_,, donc 0 et 1 sont racines

simples de E,. Le méme argument montre que si n est impair, % est racine simple de F,,.

Comme E3 admet % comme racine, et est unitaire, il existe a et b tels que
1 2
E; = (X - 5)(X +aX +0).

On a E3(0) + E3(1) =0, d’ou a = —1.
On a E3(—1)+ FE53(0) = -2, dou b= —

Ainsi, [ B3 = (X - 1)(X? - X - 1)

1
5-

Comme F; admet 0 et 1 comme racines et est unitaire, il existe a et b tels que
E;=X(X —1)(aX?+bX +¢).

On a E4(1) + E4(2) = 2, donc 2a + b= —3
On a Ey(—1)+ E4(0)=2doncb—a=0
Ainsi,a=b=—1, et | B = X(X - 1)(X*— X — 1)|




Correction du probléme — (Ecricome 2009, adapté et complété)

Partie I — Temps d’attente de la premiére boule blanche

1. On peut tirer des boules noires tant qu’il y en a dans I'urne. A chaque fois qu’on tire une boule noire, il en
reste une de moins dans I'urne. Donc on peut tirer au maximum b boules noires. Ainsi, La premiére boule
blanche est tirée au plus tard lors du tirage b + 1. De plus, a étant non nul, on peut tirer une boule blanche

(@) =[1,b+1] |

2. Soit k € [1,b+ 1]. L’événement [Y = k] est réalisé si et seulement si on a tiré des boules noires lors des k — 1

dés le rang initial. Ainsi,

premiers tirages, et une boule blanche lors du k-iéme tirage. Ainsi, avec les notations introduites en début de

partie II,
k-1

Y =k = [ N; N Ny
i=1
Le contenu de 'urne étant modifié en cours d’expérience, modification dépendant du résultat des tirages, les

tirages ne sont pas indépendants. Il faut donc utiliser la formule des probabilités composées :
P(Y =k) = P(N1)Pn,(N2) -+ - Pnyacenni s (Ne—1) Pryaeenni .y (N).-

Or, a l'issue de 7 tirages, si on n’a tiré que des boules noires, I'urne contient a + 7 boules blanches et b — ¢

boules noires. Ainsi :
b b-1 b—(k—2) a+(k—-1)

PV =k =g §F -y N
blla+k—1)
et finalement : | P(Y = k) = b—k+ 1)INF
3. En particulier,
bIN b!
P(Y =b 1) Nb+1 = Nb

Par ailleurs, pour tout k € [1, 5]
b! b! b! b!

— = b—k+1 —_— k—1).
G- 1)INET G- INE ~ kg NE Y T Ok = et R =)
On retrouve bien :
PY — k b! b!
(¥ =Fk) = (b— (k—1)INF=1  (b—k)INk |
4. Soient M un entier naturel non nul et ag, ay,...,ap une famille de réels. On a :

M M—1 M—1
Zk(ak_l—ak Zkak 1—Zk:ak Z (k+1 ak—Zkak—ao—i— Z (k+1—Fk)ap — May.
k=1 k=0 k=1 k=1

Apres simplification de la somme, on constate qu'on peut réintégrer le terme ag dans cette somme, et on

obtient bien :

M M-1
Zkak 1—ak <Zak>—MaM.
k=1

5. La variable Y étant finie, elle admet une espérance. En posant pour tout k € [0,b], ar = (b—bk!)!Nk’ et
ap+1 = 0, on obtient, d’aprés la question 3,
b41 b
B(Y)=> klax1—ax) = <Z ak> — (b+ Dapi1,
k=1 k=0

\ : b!
dou |E(Y) = Z B RINE




Partie IT — Espérance du nombre de boules noires tirées

1. Soit n € N.
e Le réel p, o est la probabilité de ne tirer aucune boule noire lors des n premiers tirages. Lorsqu’on ne

tire pas de boule noire, on ne modifie pas le contenu de 'urne, donc, d’aprés la formule des probabilités

composées :

R _ a\"
pn,O = P(N1 N---N Nn) = P(Nl)Pm(Ng) e Pmm___mm(Nn) = (N) = pn,O .

e La probabilité p,, ., est la probabilité de ne tirer que des boules noires. Le calcul effectué en I(2) s’adapte

(en oubliant la derniére étape), et on obtient

B!

0 sinon,

puisqu’on ne peut pas tirer plus de b boules noires, puisqu’elles ne sont pas remises dans 'urne.
e Ona X, () C [0,n], donc

1= P(Xp=k)=) pu|
k=0 k=0

2. Calcul de l’espérance de X,

(a)

Pour que [X,_1 = k] soit non quasi-impossible, il faut restreindre un peu plus les valeurs de k, en
considérant k € [0, min(b,n — 1)]. Dans les autres cas, la loi conditionnelle n’est pas définie.

Soit donc k € [0, min(b,n — 1)]. Sachant qu’au bout de n — 1 tirages, on a obtenu k boules noires, on
peut en obtenir éventuellement une de plus en procédant au n-iéme tirage. Ainsi, sachant [X,,_; = k],

la variable X,, prend ses valeurs dans {k,k + 1}, et

a+k

P(X,=k|Xn1=k)=P(N, | Xp_1=k)= NI

puisque I'urne contient alors a + k boules blanches et b — k boules noires a l’issue du n — 1-iéme tirage.

De méme

b—k
P(Xy = k41| Xoo1 = k) = P(Ny | X1 = b) = —~ |

Les variables éatnt finies, toutes les espérances existent, et

B(Xy | Xox = k) = kP(Xn = | Xo1 = k)+ (bt 1) P(X = k1 | Xo_y = k) = L0t R) (bt DO F)

N N

On développe et on simplifie, on obtient alors :

Ka+b—1)+b b
E(annl—k)—(aJFN)*_k(l_N>+N

Puisque X,,—1(2) = [0, min(b,n — 1)], on obtient, a l’aide de la formule de 'espérance totale appliquée
au systéme complet [X,,_1 = k|, k € [0, min(b,n — 1)] (pas de probléme de convergence ici, les variables

étant finies) :

min(b,n—1)
E(X,) = Y  EXn|Xp1=kPX, 1=k)
k=0
min(b,n—1) 1 b
k=1
1 min(b,n—1) b min(b,n—1)
—(1-= kP(X, 1 = k) + — P(X, 1 = k).
(1-%) T #Pammeg Pk



Ainsi,

1 b

E(X,) = (1 — N) B(Xno1) + -

(d) C’est le calcul d’une suite définie par récurrence. Il n’y a pas de paramétre a fournir, toutes les variables

ayant une valeur imposée par ’énoncé.

function esperance:real;
var i:integer;
E:real;
begin
E:=0; {initialisation avec 1’esperance de X_0}
for i:=1 to 2009 do
E:= 99/100%E + 10/100;
esperance:=E;

end;
(e) Vous avez bien sir reconnu une suite arithmética-géométrique. Le point fixe de la relation est ¢ tel que

1 b .
c-(l—N)c—i—N soit: c=b.

1
Ainsi, (E(X,,) — b) est géométrique de raison 1 — N’ et de terme initial au rang 0 égal a —b. Par

conséquent,

VneN, E(X,)—b=—b (1 - ;f)n donc: | E(X,)=b <1 - (1 - N>n> .

3. Calcul de g,

(a) On utilise la formule des probabilités totales sur le systéme complet [X,, = k], k € [0, min(n, b)], constitué

d’événements non quasi-impossibles. Alors

min(n,b) min(n,b)

b—k
gn+1 = P(NnJrl) = Z P(Nn+1 ‘ Xn = k)P(Xn = k) = Z Tpnk'
k=0 k=0

Ainsi, en mutlipliant par IV, et en remarquant que p, = 0 si k > b, on obtient :

n

Ngni1 = (b= k)pns.
k=0

(b) Ainsi,

n N
1 . b E(X,)
dn+1 = N (b E P(X, =k)— E kP(X, = k)) soit: qnt1 = NN

En remplacant par lexpression trouvée pour F(X,,), il vient :
1 n
dn+1 = b (1 - N)

Partie IIT — Variance de X,, et covariance du couple (X,,, X,,11)

1. Calcul du moment d’ordre 2 de X,
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(a) On utilise le théoréme de transfert appliqué a la loi conditionnelle de X,, sachant [X,,_; = k]. On obtient

donc

a+k b—k | (N—-2)k*>+(b—a)k
N + (k+ 1Dk N - N

E(Xn(Xn - 1) ‘ Xn1= k) = k(k - 1)

On en déduit, par utilisation de la formule de 'espérance totale que :

min(n—1,b) min(n—1,b)
) _
E(Xn(Xn—1))= (1 - N) > KP(Xp=k)+ bT“ > kP(X,1=k),
k=0 k=0
et donc :
2 9 b—a
B(Xa(Xn 1) = (1= % ) B2+ 2B 0) |
Par conséquent :
2 a+b—2 b—a
EX,(X,-1)) = <1 - N> EXp—1(Xn-1—1))+ N (Xn-1) + E(X,-1)
2 2(b—1
= <1 - N) E(Xn_l(Xn_l - 1)) + ( N )E(Xn_l).

En remplacant E(X,,_1) par son espression trouvée en II-2(e), il vient donc

E(X, (X, —1)) = (1 - ;) E(Xp (X1 — 1) + w (1 - (1 - Jb)n_j .

(b) Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n):
B (X —1) =bb—1) (14 (1= 2) —2(1- L)

La propriété Py équivaut & E(Xo(Xo—1)) = 0, ce qui est vrai, puisque Xy est la variable certaine nulle.

Soit n € N tel que P, soit vraie. Alors, d’aprés la question précédente

B (s = 1) = (1 ) BOnx -0+ 2522 (1= (1= ) )

- (is (=) 500 4)) (1) 22 - (-4))

Aprés développement et simplification sans difficulté, on obtient bien

sttt -0 =00 (1 (1 5) ™ -2 (1 5) )

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de

récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

2. D’apres la formule de Konig-Huygens, on a :

V(X,) = E(X2) - E(X,)?=E(X,(X,-1) - BE(X,)*+ E(X,)

s (i (- 3) 2 (1-5) )2 (- (-5) ) (- (-5))

On développe, on simplifie, et on obtient :

V(X,) =bb—1) (1—;>n+b<1—]i[)n—b2 (1—]1[)2.
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3. Covariance du couple (X, X,,+1)

(a) D’aprés le théoréme de transfert, puis la définition des probabilités conditionnelles, en enfin la définition

des espérances conditionnelles, il vient :

min(n,b) min(n+1,b)
B(XnXni1)= Y, > KPXy=kXn1=1)
k=0 =0

min(n,b) min(n+1),b
= Y kP(Xp=k) Y  APX,=(|X,=k)
k=0 =0
min(n,b)
=1 Y kP(Xp=k)E(Xny1 | Xn = k).
k=0

(b) D’apreés Uexpression de F(X,,4+1 | X, = k) trouvée en 2(b), on obtient :

min(n,b)

E(XnXpi1) = kz_o kP(X, = k) <k (1 - ]1[) + g) = (1 - ]1[> E(X2)+ %E(Xn) :

(c) Ainsi,

(d)

cov( X, Xnt1) = B(XpnXpni1) — E(Xp)E(Xny1)
- (1 _ Zb) B(X2) + %E(Xn) — E(X.) <(1 _ ;{) E(X,) + ;) ,

d’aprés la question II-2(c). On obtient donc :

1
cov (X Xor) = (1 7 ) (BOED) - B |
1
D’aprés la formule de Konig-Huygens, on en déduit que | cov(X,,, X;,+1) = (1 — N) V(Xn).

Une variance étant toujours positive, cov(X,,, X,,+1) est positive, ce qui est logique : si on a tiré beaucoup

de boules noires lors des n premiers tirages, on en aura aussi beaucoup lors des n 4 1 premiers tirages.

4. Généralisation au calcul de cov(X,,, X;,1¢).

(a)

En supposant que [X,, = k| est réalisé¢, la composition de l'urne a 'issue des n premiers tirages est de
a + k boules blanches et b — k boules noires.

Soit pour tout m, Y,, la variable aléatoire égale au nombre de boules noires tirées lors de m tirages,
avec les conditions initiales suivantes : I'urne contient initialement a + k boules blanches et b — k boules
noires. Alors sachant que X,, = k est réalisé, X, ¢ est égal & k + Yy (le nombre de boules noires déja

tirées, plus le nombre de boules noires qu’on tire lors des /¢ tirages suivants). Il vient donc :

N

L
E(Xpie | Xn=k)=k+EY)=k+(b—k) <1— (1—1> > )

On raisonne alors comme dans la question 3(a) :

min(n,b) min(n,b) Vi
1
BE(XuXp40) = ]; kP(Xy = k)E(Xpie | X = k) = ,;) kP(X, = k) <k+(bk> (1(1N) ))

d’ou, d’aprés le théoréme de transfert,

E(XnXnit) = (1 — ;)ZE(X,%) +b (1 — (1 — Jif)e) E(X,).
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(c¢) Cette relation découle de la résolution des suites arithmético-géométriques, mais en revenant uniquement

jusqu’au rang n et non jusqu’au rang 0. Donnons rapidement 'argument. Comme nous ’avons déja vu,

(E(X,) — b) est une suite géométrique de raison 1 — N donc

L
(B =) = (B -0) (1- 57 )

1

V4
B(Xse) = b+ (B06) -0) (1- 1)

N

(d) On en déduit enfin que

cov(Xp, Xpi0) = E(XnXn+0) — E(X,)E(Xn10)

= (1 — ;)ZE(XZ) +b <1 —

(

V4
- 11V> ) B(X,) - B(X.) <b+ (B(X,) - b) (

_ (1 - }V)[ (E(X2) - B(X,)?),

et en utilisant la formule de Kénig-Huygens :

cov(Xy,, Xnte) = (1 - —

1
N

)@ V(X,)

Partie IV — Simulation informatique

Dans la fonction suivante, Na désigne le nombre courant de boules blanches, Nb le nombre courant de boules

noires. Ces valeurs sont actualisées a chaque tirage. La variable X compte le nombre de boules noires tirées.

Pour que cette fonction fonctionne correctement, le début du corps du programme doit comporter 'instruction

randomize;

function cb(a,b,n:integer) :integer;

var Na,Nb,X,k:integer;

begin
Na:=a;
Nb:=b;
X:=0;
for k:=1 to n do
begin
if random (Na+Nb) < Nb {condition d’obtention d’une boule noire}
then
begin
X:=X+1;
Na:=Na+1;
Nb:=Nb-1;
end;
cb:=X;
end;

Je propose une autre version, récursive, basée sur la remarque faite lors de la question ITI-4(a) : si lors du premier

tirage on tire une boule blanche, on recommence la méme opération, avec les mémes conditions initiales, mais un

tirage de moins, et la valeur de X,, est le nombre de boules noires obtenues lors de ces n — 1 tirages. Si on tire une

boule noire, de méme, mais avec les conditions initiales (a + 1,b — 1), et il faut rajouter 1 (la premiére boule) au

nombre de boules tirées lors des n — 1 tirages suivants. Cela donne le programme suivant.
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function cbbis(a,b,n:integer):integer;

begin
if n=0 then cbbis:=0
else
begin
if random(a+b) < b then cbbis:
else cbbis:
end;

end;

cbbis(a+1,b-1,n-1)+1
cbbis(a,b,n-1);
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