LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Mercredi 07/03/2012
ECS 2 — Mathématiques

Concours Blanc 2 — Epreuve de mathématiques (DS 7)

Correction de ’exercice 1 — (d’aprés Ecricome 2010)

1. Etude de f.

(a) e Soit P € R,[X]. Alors P’ et P” sont des polynomes, donc f(P) est un polynéme en tant que produit
et somme de polynomes. De plus, deg P < n, donc degP’ < n — 1 et deg P” < n — 2, ainsi que
deg X P’ < n. Ainsi, deg f(P) < n. Donc f est une application de R,,[X] dans R,,[X].
e Soit P,Q € R,[X], et A € R. Alors

FOP+Q)=(AP+ Q) —4X(AP+ Q) = AP" + Q" —4\XP' —4XQ = \f(P) + f(Q).

Ainsi, f est une application linéaire.

On en déduit que ‘ f est un endomorphisme de R,,[X]. ‘
(b) On a:

o f(1)=0—4X-0,donc| f(1)=0

e f(X)=0—4X-1,donc| f(X)=-4X

e pour tout k € [2,n], | f(X*) = k(k — 1)X*2 — 4k XF* |
La matrice de f dans la base canonique (1, X,..., X™) de R, [X] est donc :

0O 0 2-1 0 0
0 —4 0 3-2
Ay =Maty(f) =0 0 -8 0
: e : 0 n(n—1)
0 0 —4n—-1) 0
0 O 0 0 —4n

‘ La matrice A, est bien triangulaire supérieure. ‘

(¢) Les valeurs propres de f sont les valeurs propres de A,,. La matrice A,, étant triangulaire, ses valeurs
Sp(f) = {0,—4,—8,...,—4n} = {—4k, ke [[O,n]]}.‘

propres sont égales a ses coefficients diagonaux. Ainsi,

L’endomorphisme f (d’un espace de dimension n+1) admettant n+1 valeurs propres, | f est diagonalisable ‘
De plus, chaque espace propre étant de dimension au moins égale & 1, et la somme des dimensions ne

pouvant pas excéder n + 1, | tous les espaces propres sont de dimension 1 exactement. ‘

(d) e Soit A une valeur propre de f, et P un vecteur propre associé. On a alors :
P’ —4XP = )\P.

Soit d = deg P. Alors en identifiant les termes de degré d dans 1’égalité ci-dessus, il vient :

0—4d =X donc: A= —4ddegP

e Soit P un vecteur propre associé a la valeur propre —4n (qui est bien valeur propre d’aprés la question

(c)). Alors P est de degré n d’aprés ce qui précéde, et en notant a son coefficient dominant H,, = £

a
est unitaire, et est encore un vecteur propre associé a —4n.

Ainsi, ‘ il existe bien un polynome unitaire H,, de degré n vérifiant f(H,) = —4nH,,. ‘

e Soit H,, et K,, deux polynomes unitaires de degré n vérifiant la relation f(H,) = —4nH, et f(K,) =
—4nK,,. Alors H,, et K,, sont tous deux dans l’espace propre associé & —4n. Cet espace propre étant
de dimension 1 d’aprés (c), H,, et K, sont colinéaires. Comme ils sont non nuls, il existe p € R tel
que H,, = AK,,. Comme ils sont tous les deux unitaires, I'identification de leurs coefficients dominants
(du terme de degré n) donne A =1, donc H,, = K,,. D’ott | 'unicité de H,. ‘




2. Etude de la suite (H,)nen.
(a) L’équation (&,) s’écrit :

H! —4XH! = —4nH,,.

En dérivant cette équation polynomiale, il vient :
H® —4XH! - 4H!, = —4nH,

donc

(Hp)" —4X(H,)" = —4(n — 1)H,

no

Cest-a-dire | f(H},) = —4(n— 1)H],

Ainsi, H], appartient a I'espace propre associé & —4(n — 1). Cet espace propre est de dimension 1, et
contient le polyndéme unitaire (donc non nul) H,_;. Ainsi, il existe un réel u tel que H) = pH,_1.
Comme H,, est unitaire de degré n, par dérivation, H}, est de degré n — 1, de coefficient dominant égal a
n. Ainsi, par identification des coefficients dominants dans I'égalite H = pH,_1, il vient = n. Ainsi,

On a alors

—4nH, = H' — AXH', = nH'

n

1 —4nXH, 1=nn—1)H,_2 —4nXH, ;.

En divisant par —4n, il vient donc :

—1
H, = XH,_; — ”THH .

(b) e Le polynome Hj est unitaire de degré 0, donc
e Le polynéme H; est unitaire de degré 1. Il s’écrit donc H; = X + a. Un calcul direct améne alors

f(H1) = —4X. Comme f(H1) = —4H;, on en déduit que .
On a alors

2-1
HQZXHl_THO donc: HQZXQ_%

e De méme :

2 X
Hy=XHy—~-H =X?>->—
3 2 4 1 4

X
- donc: H3=X*-3X|
2

(c) Calcul classique d’une suite récurrente d’ordre 2.

program ecricome2010exo02;

var u,v,w:real;
n:integer;

begin
u:=1; v:=1;
for n:=2 to 2010 do
w:=v - (n-1)* u/4;

u:=v;
Vi=W;
writeln(’u_2010=",v);
end.

3. Application aux points critiques d’une fonction a trois variables

(a) Par définition de U, F =R3\ U = F}; U Fy U F}, oul

Fl:{(zayvz)|$:y}5 FQZ{(x,y,sz:Z} et ng{(z,y,zﬂy:z}

Or, la fonction g : (z,y,2) — = — y est continue sur R? en tant que fonction polynomiale, et F; =
g~ 1({0}). Comme {0} est un sous-ensemble fermé de R, on en déduit que Fy est fermé. De la méme

maniére F» et F3 sont fermés. Ainsi, ‘RQ \ U est 'union de 3 sous-ensembles fermés ‘ C’est donc un

fermé.

Son complémentaire | U est donc ouvert |




(b)

V est de classe C2 sur U, en tant que somme et composée de fonctions de classe C2. Le gradient de V
est donné par :

x 22— 5~ i
VX =y ), VX)) = 2y- 55 -
: 22—~

La valeur absolue ne géne pas pour la dérivation ici : une dérivée de z — In |z| sur R* est 2 — % (sans
valeur absolue). Cette formule est d’ailleurs mieux connue dans le sens de la primitivation.

On déduit du calcul de VV que A = («, 3,7) est un point critique de V si et seulement si

20 - by L =0
a—F a—vy
1 1 —
26=Fga-5x =0
1 1

55 =0

En multipliant la premiére égalité par (o — 3)(a — 7), et en effectuant des opérations similaires sur les
deux autres, ce systéme est équivalent a

2a(a —y)(a—=B) =2a—-F-v
(S):|{28—a)(B—7) =28—-a—7x
29(y—a)(y—=B) =2y—a-4.

On introduit le polynome Q(X) = (X — a)(X — 8)(X — 7). On a alors :

Q'(X) = (X-B)(X-N+(X-a)(X=y)+(X-a)(X=B)  puis:  Q"(X)=2(X—a)+2(X—B)+2(X—7).

Ainsi :
Q"(X) —4XQ'(X) =6X —2(a+ B +7) —4X (X = B)(X —7) + (X —a)(X —7) + (X —a)(X - B))
On constate alors que

Q" (a) —4aQ' (o) = da — 28 — 2y — dafa — B)(a — )

Alnsi, 'équation Q" (a) — 4aQ’(a)) = 0 est & un facteur 2 prés la premiére équation du systéme (S).
De méme, dire que S et vy sont racines de Q"' (X) — 4XQ’'(X) équivaut aux équations 2 et 3 de (S).

Ainsi ‘ (o, B,7) est solution de (S) si et seulement si Q" — 42Q’ admet pour racines a, 3 et 7. ‘

Supposons que («, 8,7) est un point critique. Alors Q" —4X Q' est un polynéome de degré 3, admettant
les trois racines «, 8 et . Par conséquent, il existe un réel u tel que

Q" —4XQ = p(X — a)(X = B)(X =) = p@-

Alnsi, @ est un vecteur propre de f. Comme deg @ = 3, la valeur propre associée est —12 d’apres 1(d).
Ainsi

Q" —4XQ' =12Q

De plus, @ est unitaire, et d’aprés 1(d), Hs est le seul polynome unitaire vérifiant cette égalité. Donc

-}

On a calculé Hs en 2(b). On a donc

U




Comme «, 8 et v sont les trois racines de @) (dans un ordre quelconque), on obtient tous les points

critiques en permutant de toutes les fagons possibles les coordonnées 0, —@ et —‘/75 :

27 2 272 2772 2 7772 27 27 2

<0§§> <0£§> <§0£> <_¢§0§> <§§0> <§§0>

Réciproquement, ces points sont bien solutions du systéme (vérification immédiate)

4. Etude d’un extremum de V. Soit U’ le sous- ensemble de U constitué des points (x,y,2z) vérifiant < y < z.

(a) Le seul point critique vérifiant les inégalités définissant U’ est | A = (77\/57 0, @)

(b) Le calcul des dérivées secondes de V' amene la hessienne suivante :

1 1 1 1
z , 2+ T 1+ =2 T TG
X=lv), VIV = “re 2F Grar e NG
z B B R A e
T h
(c) Soit X =|y| et H=| k].On a alors
z V4
1 1 1 1
tH~V2VX~H<2+ + >h2+<2+ + )k2+
(X) CEr AR TSR )
+(2+ L, )62_ ohk om0 2kt
(x—y)?  (r—2)?) (z—y)? (r—2)* (y—2)?

(k* — 2kt + 0*)+

1 1
——  _(h? —2hk + k?
x ( " )+(y72)2

+2(h* + k* + ).

(d) On a A € U, done, en notant A = (o, 8,7), a < § < 7. Soit B = (a,b,c) € U. On a aussi a < b < ¢.
Soit alors C' € [AB]. 1l existe t € [0,1] tel que :

C=(1—-t)A+tB=((1-t)a+ta, (1 —1t)8+tb, (1 —t)y+tc).

La positivité de t et de 1 — ¢t permet alors de dire que les coordonnées de C' vérifient aussi les inégalités
définissant U’. Ainsi, |[AB] C U’ |.
La fonction V est de classe C? sur Pouvert U’ contenant [AB]. Ainsi, d’aprés la formule de Taylor-
Lagrange a l'ordre 1, il existe 0 € [0, 1] tel que

V(B) =V(A)+(B—A,VV(A)) + qare5-4)(B — A),

ou ¢x désigne la forme quadratique associée & la hessienne en X. D’aprés la question précédente,
qa+6(B—A) ne prend que des valeurs positives. Comme de plus VV(A4) = 0, on obtient :

V(B) =2 V(4),

et donc |V admet au point A un minimum sur U’

Correction de ’exercice 2 — Ecricome 2002

1. Etude de I’absolue convergence de la série




(a) Pour tout ¢ € [0,1], on a 2 < ¢, donc £ < LHE,

2 2
2
De plus, W52 = L((1 —¢)2 +2t) = (1 — 1)+t > ¢.
Ainsi : )
1+1¢ 1+t
YVt e[0,1], t< 5 ST
Vous pouvez aussi retrouver ces inégalités par un argument de convexité, la fonction ¢ +— # étant

convexe : la premiére inégalité traduit le fait que la courbe est au dessus de la tangente en 1, et la
seconde traduit le fait qu’elle est en-dessous de sa corde entre 0 et 1.

Les fonctions de cet encadrement étant toutes positives sur [0, 1], on obtient :

14+t2\" 1+t\"
vt € [0,1], t”g( ‘; ) g(%) ,

1 1 n
1+t
freases [ (5)
0 0 2

1 1 [1+t\"Tq1 2 1 2
<an <2 — ) ] - - <—.
n+1\ 2 o n+1l (n+1)27=t “n41

et par conséquent,

donc

Ainsi, on a bien obtenu, pour tout entier naturel

1 2

< < .
n—i—l\an\n—i—l

J’admets que la question est un peu brutale en début d’exercice. Il n’est pas évident de trouver comment
s’y prendre.

(b) La série de terme général %_H étant divergente en tant que série de Riemann de paramétre 1, la série
de terme général a,, aussi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs. Ainsi, puisque

|un(x)] = a, lorsque |z| = 1, les série de termes généraux uy, (1) et u,(—1) ne sont ‘ pas absolument convergentes.

(c) e Si|z| > 1, alors |u,(x)| = an = 0, et comme Y a,, diverge, Y |u,(z)| diverge aussi, donc 3 u, () ne
converge pas absolument.
e Si |z| < 1, alors pour tout n € N

2|z|"
n+1

n n
un ()| = anlz|" < < 2™
Or, la série de terme général 2|xz|™ est convergente, en tant que série géométrique de raison dans |—1, 1].
Ainsi, les séries étant a termes positifs, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs,
la série de terme général |u,(x)| est convergente.

Par conséquent,

> un(x) converge absolument si et seulement si |z| < 1. ‘

2. Somme de la série pour —1 < z < 1.

On suppose maintenant que —1 < x < 1.

(a) Soit ¢t € [0,1]. On a

3 1 1
— — 2—— — = — ——2
(2 —x —at) 2(1 x) 2+$<2 t>.

Or, t? € [0,1], donc 3 — ¢? € [~ 3, 1], et donc, puisque |z| < 1, z (3 — ¢?) € [-3, 1], donc

1 1
§+x<§t2>>0 done: (2 —x—at?) >

(b) L’expression 2 — x — xt? est nulle si et seulement si 2t> = 2 — 2. On, comme z < 1, 2 —z > 1, alors que
|zt2| < 1 lorsque t € [0,1], donc 2 — o — xt? ne s’annule pas sur [0, 1].

2 dt
La fonction t +— Y — est donc définie et continue (en tant que quotient de fonctions polynomiales)
—r—x
N . Lot
sur [0, 1], d’ou | Pexistence de I'intégrale —
0o 2—xz—at




(c) Soit n € N. On a:

|f(z) = w(e)
k=0

k=070

1 n 2 k

2 z(1+12)
/0 22—z — xt? Z ( 2 ) )
k=0

Py n+1

1 5 1 (z(l;rt ))
- /0 2z —at2 1 _ 20+ dt

_ /2 (a1t )™
o 20 2—a(1+12)

L e\ 1
< 2|z|”+1/ - —————— dt  (inégalité triangulaire)
o \ 2 2 —a(1+2)]
o L2 (car 2 253012 2) > 0sur [0,1))
<2+————a, r2—xz—axt*>=(1—2x)>0sur [0,
3(1—a) i 2
4|z |ntt 2
. d’aprés 1
31—z) n+2 (daprés 1(a))

<

0.

<0
3(n + 2)(1 — .1:) n—+o00

n
Ainsi, d’apreés le théoréme d’encadrement, la suite (Z uk($)> admet une limite en +o00, d’ott on
k=0 neN

peut déduire que | la série de terme général u,(x) converge |, et

+oo
> uk(@) = f(x)|
k=0

Etait-ce suffisant, ou bien fallaitéil calculer f(x)? Dans le doute, on effectue ce calcul.
e Siz € [-1,0], alors %= < 0, et :

=T

2

B 2 ! —z
e Ty =

- A (=5 1),
2 -
()




e Six €]0,1], alors :

car 222 > 1 puisque 2 — z > 1 et x €]0, 1].
e Six =0, alors

—+o0
Ainsi, pour tout z € [-1,1], Z un(x) converge, et
n=0

2 =z i _
. \/mArctan (,/2796) size[-1,0]
Vo e -1 | Y un(x) =141 siz=0

n=0 \/zéﬂ) In ﬁviiﬁlﬁ si x €]0,1][.

Je pense que ce calcul pour expliciter f n’était pas attendu, mais I’énoncé est ambigué sur ce point...

(e) On a:
1 2\ 0 1
1+t
ag = + dt = 1dt donc: ag =11
0 2 0

Par ailleurs, étant donné k € N, a l'aide d’une intégration par parties avec les fonctions u : t — t et

k+1
vt (1+t2) , de classe C! sur [0, 1], il vient :

2

1 2\ k+1 o\ k+1 1 o\ K

1+t 1+t 1 1+t
= <ﬁ:[t } - k+ 1)t dt
““1/0<2> (2) o/o(” 2 !

et en écrivant dans la derniére intégrale obtenue, t2 = 1+ t? — 1, il vient :

ap1 =1—=2(k + Dag1 + (k + Dax,

et donc

| (26 + 3)ar 1 = 1+ (k + Day |

(f) TI est entendu ici qu’on ne se sert pas de lexplicitation de f mais de 1’écriture de f sous forme d’une
somme. On suppose que la valeur de x fournie est dans [—1, 1], sans faire de test de cohérence. On écrit
I’algorithme sous forme d’une fonction.

function f(x:real;p:integer) :real;
var S,err,xn,a:real;
n:integer;



begin

err:=1E(-p); {calcul de la marge d’erreur autorisee}

a:=1; {initialisation de la suite a_n}
xn:=1; {initialisation de la suite x"n}

S:=1; {initialisation de la somme des u_k, on y a deja mis le premier terme}

n:=1; {initialisation du rang}
repeat
a:= (1+ (n+1)a)/(2n+3);
Xn:=xn * X;
S:=S+ a*xn;
n:=n+1;
until
(8 * abs(xn*x))/(3*x(n+2)*(1-x)) < err;
f:=S;
end;

Correction du probléme — (d’aprés Ecricome 2010)

Partie I — Résultats préliminaires

1. Etude d’une suite

(a) program ecricome2010PBI;

var n,i:integer;
S:real;
begin
readln(n);
S:=0;
for i:=1 to n do
S:=8+ 1/1i;
S:=S-1n(n);
writeln(S);
end.

Question archi-classique. On a, pour tout n € N* :

n 1 n+1 1 1
unun+1ZglnnZJrln(nJrl)]n(lJrﬁ) 7n+1'

=1 =1

On effectue un développement limité sur cette expression, lorsque n tend vers U'infini (donc % tend vers

0:

1 1y 1 1
u"iuwrlin 2n2+0 n2) n 1
1

1
On obtient d — ~ —.
n obtient donc | u, un+1+a32n2

Le terme # est positif, donc aussi u,, — u,_1, au moins & partir d'un certain rang. Ainsi, la série de
terme général uw, — u,4+1 est de méme natude que la série de terme général #, qui est une série de

Riemann de paramétre 2, donc convergente. Ainsi,

la série de terme général u,, — u,41 converge.

La somme partielle de cette série est donc une suite convergente. Or

n—1

Vn € N7 E Uk — Uk41 = UL — Unp,
k=1



puisqu’il s’agit d’une somme télescopique. Ainsi, (u; — u,) est une suite convergente, donc, u; étant

indépendant de n,

(up,) est une suite convergente. ‘

(¢) Cest du cours : il s’agit de la somme partielle d’'une série convergente (série de Riemann), donc

elle converge |.

2. Loi de Gumbel

(a) e F est une fonction continue sur R;

e la fonction tmapstoexp(—t) étant décroissante, Fz est croissante, comme composée de deux fonctions
décroissantes ;

o lim Fz(t)= lim e ®=0et lim Fz(t)=lime ™ =1
t——o0 T—>+00 t—+o00 z—0

Ainsi, | Fz posséde les propriétés caractéristiques d’une fonction de répartition.

De plus, Fy est une fonction de classe C', comme composée de fonctions de classe C'. Ainsi, il s’agit de
la fonction de répartition d’une variable & densité, et une densité est obtenue par dérivation :

—t

VtER, fz(t) =e te
On a W(Q2) =R%. Soit t € RY, on a :
Fw(t) = P(exp(—Z) <t) = P(Z > —Int),
car  — — Inx est décroissante. Ainsi
Fy(t) =1— Fz(—Int).
Ainsi :

1—Fy(-lnt)=1-e" siteR}

VteR, Fyl(t) =
w(t) {0 sit<0.

On reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1. Ainsi, | W < £(1).

Soit k£ € N.

La fonction f :  + (In(z))¥e~* est continue sur |0, +-co[. Ainsi, I'intégrale admet deux impropriétés en
0 et +oo.
e D’aprés les croissances comparées, lim,_,o+ /7| f(x)| = 0, donc au voisinage de 0T, |f(z)| = o (ﬁ)

1
Or, les fonctions comparées sont positives, et / —— converge en tant qu’intégrale de Riemann en 0
0

N
1
de paramétre £ < 1. Ainsi / |f(z)| da converge.
0

e D’aprés les croissances comparées, lim,_, o0 #2| f(2)| = 0, donc au voisinage de +oo, |f(z)| = o (7).

“+o0
Or, les fonctions comparées sont positives, et / —, converge en tant qu’intégrale de Riemann en
1 x

—+o0
+00 de paramétre 2 > 1. Ainsi / |f(z)| do converge.
1

On en déduit que | |, 2 (In(x))Fe~" dx est absoluemtn convergente.

0
o0 .
D’aprés le second théoréme de transfert, Z admet un moment d’ordre & si et seulement si / the te™e " dt
+oo . o
converge absolument, c’est-a-dire si / [t|Fe~te™® " dt converge.
— 00

On effectue dans cette intégrale le changement de variable u = e~ de classe C!, strictement décroissant,
bijectif de R dans R*, et tel que du = e~* dt. L’intégrale fj;o |t|*e~tec " dt est alors convergente si et

seulement si I'intégrale f0+oo | — Inul¥e™" du converge, ce qui est le cas d’aprés la question précédente.

Ainsi, | Z admet un moment d’ordre k |, et en effectuant le méme changement de variable sur 'intégrale
initiale, on obtient :

+oo
E(Z%) = /0 (= In(u))*e™ du.




(e) On a, pour tout t € R :
For(t)=P(-T<t)=P(T > —t)=1-Pr(-t),

et comme Fr est continue partout et de classe C! presque partout, il en est de méme de F_7. Ainsi, —T
est une variable & densité, et par dérivation :

et sit<0

Vt € R, fT(t)fT(t){o sit>0

Soit x € R. On a alors, pour tout ¢t € R :

—t —t .
e le® et =e%e e ® site [x,+oo]

0 sinon.

fz@O) f-r(z —t) = {

Par conséquent,

—x

—+o0 e
fz*for(z) = ex/ e e dt = em/ ue” " du,
T 0

en effectuant le changement de variable, déja justifié, u = e~*. Ainsi, en effectuant une intégration par
parties, avec les fonctions u — u et u— —e™

fzxfor(x) =€ <[ - ue_“} Zim + /Oex e " du)

“ on obtient :

La fonction obtenue est continue, et Z et —T sont indépendantes, donc une densité de Z — T est :

Ve eR, fz_r(x)=e"— e_efx(l + €%).

Partie IT — Etude de la variable X,

1. Etude du cas r = 3

(a) Soit n un entier naturel non nul.

L’événement (Y2 > n) est réalisé si et seulement si & l'issue du n-iéme tirage, on n’a pas encore obtenu
deux numéros de boules différents, donc si et seulement si lors des n premiers tirages, on a toujours

obtenu le méme numéro, ce qui correspond a 1’événement C,,. Ainsi, | (Y2 > n) = C,
n
OnaC, = ﬂ C;, donc, d’aprés la formule des probabilités composées,
i=1

P(Cyn) = P(C1)Pc,(C2) -+ Poyn...cy (Cn).
Or, Cy est I’événement certain donc P(Cy) = 1, et pour tout ¢ € [1,n — 1], si C1 N --- N C; est réalisé

(on a donc toujours tiré la méme boule), alors C;1; est réalisé si et seulement si on tire encore une fois
la méme boule, ce qui se fait avec une probabilité % (il y a trois boules). Ainsi

P(Cy) = P(Yy > n) = (%)n_l .

Or, Y2(2) = N\ {0,1}, et pour tout n € N\ {0,1},

P(Ys=n) = P(Ys > n—1) - P(Y > n) = (%) - (%) -

On peut remarquer que Yo — 1 < G (%)
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(b)

Comme Y (Q) =N\ {0,1}, [Y2 = k], k € N\ {0, 1}, forme un systéme complet d’événements. Ainsi

P(nYQmP([YgYm <D°[Yk1>>

k=2
+oo
p(U([YBYQn]m[YQk]>
N k=2
= P([Ys—Ya=n]N [V =k
k=2

car les événements sont deux & deux incompatibles. Ainsi

“+oo
Vn>1, |P(Ys—Ya=n)=Y P(Ys=n+kn[Ys=E]).
k=2

L’événement [Y3 = n+k|N[Yz = k] est réalisé si et seulement si on fait un premier tirage (sans condition),
puis, lors des k — 2 tirages suivants, on tire la méme boule (avec une probabilité %), puis lors du k-iéme
tirage, on tire une des deux boules restantes (avec une probabilité %, puis lors des tirages k£ + 1 jusqu’a
n+k—1 (n—1 tirages), on tire une des deux boules déja tirées (probabilité %), et enfin, on tire la
troisieme boule (probabilité ). Ainsi

P([Ys =n+ k] N [Y = K]) = (%)Hg (%)nl 3= (;)n -

On a (Y5 — Y2)(Q) = N*, et pour tout n € N*

s G EQ

Ainsi, | Y3 — Y5 — G (%)

2. Loide Y41 — Y; pouri € {1,2,...,r — 1}.

(a)

On ne peut pas avoir tiré ¢ boules différentes avant le i-iéme tirage. Si on ne tire que des boules différentes
lors des ¢ premiers tirages (possible car i < n), Y; prend la valeur i. Toute valeur supérieure j est possible,
pas exemple en tirant ¢ — 1 valeurs distinctes jusqu’au rang ¢ — 1, puis en tirant des valeurs déja tirées

jusqu’au rang j — 1, et en tirant une boule non encore tirée au rang j. Ainsi‘ V() ={i,i+1,i+2,...} ‘

La variable Y; 11 — Y; représente le nombre de tirages a effectuer a l'issue du tirage donnant la ¢ — 1-iéme
boule distincte pour tirer une boule non encore tirée (ce qui est possible sii < n). Une telle boule peut étre

tirée tout de suite, on obtient alors la valeur 1, ou plus tard. On obtient bien ‘ (Vi1 = Y)(Q) =N\ {0} ‘

Sachant que Y; = k est réalisé, Y;41 — Y; = n est réalisé si et seulement si lors des n — 1 tirages qui
suivent le tirage k, on ne tire que des boules qu’on a déja tirées (au nombre de ¢ sur un total de r), et au
n-iéme tirage, on tire une boule qu’on n’a pas encore tirée (au nombre de r — 4 sur un total de r) Ainsi :

.\ n—1 . .\ n—1 .
(3 T—1 (3 2

D’apreés la formule des probabilités totales, il vient donc

Ainsi, | Vi — Y = G (1— 1)
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on en déduit que

1 r 7 r 2 ir
E(Yii1-Y)=—— - et V(YiH_Yi):_'(r z) =

1-— r—1 r

S

3. Covariance du couple (Y;,Yi41), i € [1,r — 1]

(a) On a, par indépendance :

[V (Vi) = V(Y + Yia = Yy) = V(i) + V(Yia — V)|

(b) Or,
V(Yit1 = Yi) = V(Yig1) + V(i) — 2cov(Y5, Yigr),

donc

2V(Y;) — 2cov(Y;,Yip1) =0 soit: ‘COV(YZ-, Yit) =V(Y)|

(c) La covariance est positive : plus il a fallu attendre longtemps pour avoir ¢ boules différentes, plus il
faudra attendre longtemps pour en avoir 7 + 1.

4. Espérance et variance de X,

(a) On a une somme télescopique :
r—1
1+ Z(Yrﬂ'ﬂ —Y,._)=14+Y, -1 =Y, =X,,
i=1

puisque Y; est la variable certaine égale a 1.

Par linéarité de 1’espérance, on a alors :

r—1 r—1

r

BX) =1+ Y BV i1~ Vo) =143 0
=1 i=1

Comme 1 = 7, on obtient

=1
Puisque les variables Yo — Y7, Y3 — Y5, ..., Y, — Y,._1 sont indépendantes, on a :
r—1 r—1 T
V(X)) =Y V(Yoo —Yoa) =Y r(r—i)i® = > r(r—i)i®
i=1 i=1 i=1

car le terme ajouté est nul, et en séparant la somme en deux, on obtient bien :

VOs) =Y 5 -r Y|
i=1 i=1

(b) D’apres la question 1, (u,) admet une limite finie, notée a. On a alors u, = a + o(r), donc

r

Z % =In(r) + ar + o(r),

et donc enfin : | E(X,) = rln(r)+ ar+o(r).

r—4o0

Soit 8 la limite (finie) de <Z %) Alors
i

=1

~ 1 1

r? g - o~ Br?, et r E —~rlnr = o(r?).
— 1“4 r——4o0 — 7
i= i=

On en déduit que | V(X,) ~ Br?

r—4o0
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5. Simulation informatique

On utilise un tableau a r entrées. On suppose pour cela qu’on dispose d’une constante Rmax supérieure a r.
La case £ du tableau est égale a 0 sui la boule i n’a pas encore été tirée, et a 1 si elle a été tirée. De plus, on
utilise une variable j comptant le nombre de boules différentes tirées, et n le nombre total de boules tirées

function Yi(r,i:integer) :integer
var T:array[l..Rmax] of shortint;
j,n,k,tirage:integer;

begin
for k:=1 to r do T[k]:=0; {initialisation du tableau}
j:=0; {initialisation du nombre de boules distinctes}
n:=0; {initialisation du nombre de tirages}
repeat
n:=n+1;

tirage:= random(r)+1;
if T[tirage]=0 then
begin
ji=i+l;
T[tirage] :=1;
end;
until

Partie IIT — Loi de X, et de sa déviation asymptotique par rapport a sa moyenne

1. Loi de X,
(a) On note pour tout m € N*, B,, ’événement « le numéro k n’est pas tiré lors de la pioche m ».
Ainsi :
[}
Ak,m =BiN---NB,,.
Les tirages étant indépendants, et B; étant réalisé si et seulement si on tire une des r — 1 boules non
numérotées k dans I'urne contenant r boules, on obtient :

P(Agm) = P(By) -+ P(By) = (T - 1)m .

r

e L’énoncé n’est pas trés clair sur les k numeéros : sont-ils fixés ou non ? Est-ce exactement k, ou peut-il
y en avoir plus?
La bonne interprétation est la suivante : étant donnés k numéros fixés i1, . .., ix, quelle est la probabilité
qu’au cours des m pioches aucune de ces boules i1, ...,7; n’ait été tirée ? Notons C' cet événement, et
pour tout ¢ € [1,m], D; ’événement : « la pioche ¢ améne une boule de numéro différent de 41, ..., ig ».
On a alors P(D;) = T;k (on a le choix entre r — k boules sur un total de r), et, par indépendance des
tirages

P(C) = P(DiN---NDy) = P(Dy)...P(Dy,) = <rk>m |

(b) L’événement [X, > m] est réalisé si et seulement si une au moins des boules n’a jamais été tirée au cours
des m premiéres pioches, donc si un au moins des événements Ay ., est réalisé :

[XT > m] = U Ak,m-
k=1

On utilise alors la formule du crible de Poincaré (eh oui, ga arrive, et si vous avez a 'utiliser, cela
sera presque toujours dans une situation ressemblant a celle-ci, consistant & essayer de compléter une
collection ; c’est ce qu’on appelle le « probléme du collectionneur » ; retenez donc bien cette utilisation) :

P(X, >m) = i(&)’“ >orp <ﬂ AZ-) .

k=1 Ici,rl iel
Card(I)=k
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Lorsque I est de cardinal k, ser Ai est un événement du type de I'événement C' de la question précédente,
les k boules données étant les boules de numéro dans I. Ainsi, quand Card(I) = k

P(ﬂAZ)(rrk)m.

el

On a donc :

T m
r—k
P(X = (-DF!
Fm =St ()
k=1 Ic1,r]
Card(I)=k
Ce dernier terme ne dépendant plus de 'indice de sommation I, on calcule la somme interne en mut-
lipliant ce terme par le nombre de termes dans la somme indexée par I, a savoir (;) (les indices I
correspondant étant tous les sous-ensembles de cardinal £ d’un ensemble de cardinal r, donc en nombre
(1) par définition du coefficient binomial). Ainsi :

P, > m) = 3 (1) () (- E>m .

k=1

On a alors X,.(Q) =N\ {0,1,...,7 — 1}, et
Ym>r, P(X,=m)=PX, >m-1)—P(X,, >m)

S ()08 Eor ()62

et donc

Vm>r, |P(X,=m)= i(&)k“ (;); (1 - ;)ml .

k=1

2. Comportement de X, au dela de sa moyenne

(a)

m m
Soit, pour tout m dans N*| la propriété P(m): P (U DZ-) < P(D;).

i=1 i=1
La propriété P(1) se réécrit P(D1) < P(D1), ce qui est trivialement vrai. La propriété P(2), que nous
utiliserons, provient de la formule du crible et de la positivité des probabilités :

P(D1 U Dy) = P(Dy) + P(D3) — P(Dy N Dy) < P(Dy) + P(Dy).

Soit m > 2 tel que P(m) est vrai. Alors

() (i) ) () e

i=1 i=1 i=1

d’apreés la propriété P(2), qu’on a déja vérifié, puis, en utilisant ’hypothése de récurrence P(m), il vient :

m+1 m m-+1
P ( U Di) < Q_P(Di) + P(Dmy1) = Z P(D;).
i=1 i=1 i=1
Ainsi, P(m + 1) est alors aussi vérifié.

Par conséquent, P(1) est vraie, et pour tout m dans N*, P(m) entraine P(m + 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(m) est vraie pour tout m dans N*.

La fonction exp est de classe C2, de dérivée seconde égale i elle-méme, donc positive. Elle est donc
convexe, et sa courbe se situe au-dessus de sa tangente en 0, dont I’équation est y = x + 1. Ainsi, pour

tout x € R, |exp(z) > 1+ x|

Par conséquent, pour tout m € N*, pour tout k € [1,7], et par croissance de y — y™ sur RT, m étant
positif, on obtient :

P(Akm) = (1 - 1>m <(er)ym=e 7|

r
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(c) e Puisque M, < (1 + &)rln(r), pour tout w € Q, X, (w) > (1 4 €)rln(r) implique X, (w) > M,. Ainsi,
on a une inclusion
(X > (1 +¢e)rin(r)] C [X, > M,].

e De la méme maniére, puisque (1 —&)rIn(r) < M, + 1, on obtient une inclusion
(Xr > M, +1] C [X, > (1 +¢e)rln(r)].

Or, puisque X, ne prend que des valeurs entiéres, et puisque M, est un entier, [X, > M,| = [X, >
M, +1]. Ainsi
(X, > M, C [X, > (1+¢)rin(r)].

Des deux inclusions, on déduit I'égalité ‘ (X > (1 +e)rn(r)] = [X, > M,]

Par conséquent,
P(X, > +¢e)rin(r)) = P(X, > M,) =P (Ai,m, U---UA ),

d’aprés un raisonnement déja effectué. Ainsi, en utilisant 2(a),
P(X,> 1 +e)rln(r) < iP(Ak M) < iexp _ M. ,
k=1 o k=1 "

d’apres la question 2(b). Or, M,. > (1 + ¢)rlnr — 1, done, par croissante de l’exponentielle,

M 1 expr e
exp (—TT) < exp (—(1+5)lnr+ ;) = T?T < prwg

puisque fraclr < 1. Ainsi,

T
e re e

P(X, > (1+¢e)rin(r)) < ZE ===
k=1

L’interprétation de ce résultat donnée dans I’énoncé provient du fait que le terme rIn(r) intervenant
dans cette expression est ’équivalent de E(X,) trouvé dans la partie II.

3. Distribution de X, autour de sa moyenne

(a) Le réel t étant fixé, rt = o(rInr), donc rIn(r) + rt ~ r1nr, donc
r—400

lim rlnr +rt = +o00 donc: lim m, = +oo
r—400 r—4oo

En prenant A = 1 dans la définition de la limite infinie d’une suite, on obtient I’existence d’un rang r¢(t)
(dépendant du réel ¢ fixé) tel que :

‘VT >ro(t), m. = 1. ‘

Par ailleurs, pour tout r > ro(t),

X, —rln(r)

[Zr>t][ "

> t} = [X, > rln(r) + rt,

car r > 0. Le méme raisonnement que en 2(c) ameéne alors

2 >4 =X, >m] donc:  |P(Z >1) = P(X, >m,)

k
(b) Tout d’abord, lim, 1 In <1 — —) = 0, et pour tout r,
T

O<rlnr+rt—m, <1,
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r—+00 r

k
donc lim (rlnr+rt—m,)ln (1 - —> = 0. On en déduit que

my In (1 _ 5) — (rlnr+r)h (1 _ é) 4 o(1)

r | r—+oo

= (rln(r) 1) (é - Qk—; +o <%)) +o(1)

k2In(r) k2t Inr
rﬂjroo 7kh1(7’) — kt — T — ? “+ o0 (T) + 0(1),

In(r)

et comme et % tendent vers 0,

k*In(r) k%t <1n r)

2r 2r

d’ou finalement :

mﬂn(lE) = —kIn(r) — kt + o(1).

r r——400

Pour tout &, et tout » > k, on a

T r! _r(r=1)...(r—k+1)
(k:) T !

Or, k étant fixé,

r—1 ~ r, r
r—4oo r—4o0 r—400

N
k) r—+o k!-

Or, d’aprés la question précédente, pour tout k € N :

On en déduit que

<1E> D gmem(1-5)  _ —klmr—ktto(t) _ L ke oo(1)

r r—+00 r—+oo 1k

k my efkt
r r—+4oo T

On en déduit alors que pour tout k € N

r k my Tk eszt efkt
<k:> <1?) rstoo kI KL KL

Ainsi, cette expression ne dépendant pas de r, on obtient :
E\™ —kt
VkeN, | lim (;)<1—) _ ek |

On a alors, pour tout t € R, et tout r > ro(t)

Or, e tend vers 1 en 400, donc

Fz () =P(Z, <t)=1-P(Z >1)=1—P(X, >m,) =1 — i(—1)k—1 (;) (1 - E)mr.

r
k=1

L’énoncé nous fait admettre l'existence de la limite de cette valeur, égale a la somme sur N* (on fait

tendre la borne supérieure vers +oo des limites terme & terme. Ainsi

too . le—kt too ke_kt too (_e—t)k
Jim By () =1-3 (-)" o =1y (D) =y
k=1 k=1 k=0

En reconnaissant une série exponentielle, on obtient alors :

lim Fy () =e° = Fy(t).

r—400

Ainsi, | (Z,) converge en loi vers Z suivant une loi de Gumbel. ‘
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