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ECS 2 — Mathématiques

2.

3.

Interrogation n°4 — Intégrales impropres, probabilités

e Soit X et Y deux v.a.r.d. Leur covariance est définie, en cas d’existence, par : cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).
e cov(X,Y) existe si X et Y ont des moments d’ordre 2, et cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
e cov(X,Y) =cov(Y, X)
e pour tout X, Y, Z, A\, u, cov(AX 4+ uY, Z) = Aeov(X, Z) + pcov(Y, Z)
e de méme pour la deuxiéme coordonnée (cov est bilinéaire)
e Si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.
(a) Soit S une primitive de s, et g la fonction définie sur R par g(t) = S(t +T) — S(¢). Alors g est dérivable (puisque S
lest), et pour tout t € R :
gt)y=5@t+T)—S(t)=s(t+T)—s(t)=0.
Ainsi, R étant un intervalle, g est constante. De plus,
T
4(0) = S(T) — S(0) = / s(t) dt =0
0
Ainsi, la fonction g est nulle, donc pour tout ¢t € R, S(t +T') = S(t), dont ‘ S est T-périodique.
La fonction S étant continue sur [0,77], intervalle fermé borné, elle est bornée sur cet intervalle, donc aussi sur R,
puisque les valeurs prises sur R, sont aussi celles prises sur [0, 7], par périodicité.
(b) La fonction sf est continue sur [1, +oo[. Uintégrale admet une seule impropriété en +oo.
Les fonctions S et f sont de classe C! sur [1, +ool, et vérifient . li+m S(t)f(t) =0, puisque S est bornée et f de limite
—+00
+oo too
nulle. Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, / s(t) f(t) dt est de méme nature que / S(t)f'(t) dt.
1 1
Or, f’ étant négative (puisque f décroit), et S étant bornée, il existe M > 0 tel que
Vt € [L+ool, [SE)f ()] < MIf()] = —M['(?).
+oo
La fonction f étant une primitive de f’, et admettant une limite en +oo, I'intégrale / f/(t) dt converge, donc
1
+oo
aussi / —M f'(t) dt. D’apres le théoréme de comparaison d’intégrales de fonctions positives, on en déduit que
1
+oo +oo
/ S(t)f'(t) dt converge absolument, donc converge. Ainsi, / s(t)f(t) dt converge.
1 1
. In(z? + 1) . v . i
La fonction & — —————= est continue sur |0, +oo[. L’intégrale a donc deux impropriétés en 0 et en +oo.

2
x
Effectuons une intégration par parties, en posant, pour tout x €]0, 00|,

u(z) = In(z? + 1) et  v(z)= —%.

Les fonctions u et v sont de classe C! sur ]0, +oc[, et pour tout z €]0, +-o0],

2z 1
/
u(xr) = et v(r) = —.
(@) = s () = =
Ona:
e lim w(z)v(z) =0 d’apres les croissances comparées
r— 400

. ig% u(z)v(x) = 0, car u(z)v(x) v

Foo In(2% + 1)

5 . Cette

—+oo
2 dx
Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, dz est de méme nature que / 522

0 x 0 T
derniére intégrale n’est pas impropre en 0 (donc convergente), et converge en +oo (car une primitive  — 2 Arctanx

admet une limite finie en 400, ou alors par comparaison a l'aide d’un équivalent & une intégrale de Riemann). Ainsi,

= dz converge |, et

/+°° In(z? + 1)
0

+oo (2 lim oo oo fim-too
/O P 40 = [u@p@)] T+ /0 R !

T limo 1+ 22

Pour la convergence en 0, on aurait aussi pu constater directement que 'intégrale est faussement impropre en cette borne.



4.

(a)

Soit pour tout ¢ € N*, B; ’événement : « on tire une boule blanche lors du i-iéme tirage », et N; ’événement : « on
tire une boule noire lors du i-iéme tirage.

Soit A I’événement :« lors des N premiers tirages, on n’a tiré que des boules blanches ».

L’événement A; est réalisé si et seulement si & tous les tirages de rang 1 jusqu’a N, on a tiré des boules blanches :

N
&:ﬂ&
=1

e Si N > n+1, cet événement est impossible, car il implique qu’on retire une boule blanche & chaque tirage, & partir
du deuxiéme, donc a l’issue du n + 1-iéme tirage, on n’a plus de boule blanche, donc on ne peut plus tirer de boule

siN>n+1, P(An) :O.‘

e Si N € [1,n+1], Pévénement By N---N By_;1 n’est par quasi-impossible, donc, d’aprés la formule des probabilités
conditionnelles :

blanche au n + 2-iéme tirage. Ainsi,

P(An) = P(B1)Pp,(B2)Pg,nB,(Bs) - Pg,n...nBx_, BN-
Soit k € [1, N — 1]. La connaissance de la réalisation de By N --- N By, implique que pour le k 4+ 1-iéme tirage, on a
retiré k — 1 boules blanches, donc il reste n — k + 1 boules blanches sur un total de 2n — k + 1. Ainsi

N-1
1 n—k+1 1 nl(2n— N +1)!
P(An):§||

2n—k+1  2(n—N+1)(2n)

k=1

On peut retirer la premiére boule a l'issue du 2-iéme tirage (si on tire deux boules de méme couleur lors des deux
premiers tirages), ou a n’importe quel tirage suivant, ou jamais (mais avec une probabilité nulle). Ainsi, X(Q2) =
[2, 400

Pour tout k € [2,4+00[, [X = k] est réalisé si et seulement si on n’a retiré aucune boule avant le tirage k et qu’on
en retire une au tirage k, donc si lors des k — 1 premiers tirages, la couleur des boules alterne, et qu’en revanche, les
boules obtenues aux tirages k et k — 1 sont de méme couleur. Ainsi, en notant, pour tout i € [1, k], C; I'événement
« obtenir au tirage ¢ une boule de couleur différente de celle obtenue au tirage i — 1 » :

X=kl=0Cyn--UCr_1NCh.

Remarquez que le résultat du premier tirage importe peu.

L’événement Cy N --- N Cg_1 n’est pas quasi-impossible, car il stipule que 1'urne est inchangée jusqu’au tirage k — 1,
donc a chaque étape, il reste n boules de chaque couleur, donc il est possible (avec une probabilité non nulle) de tirer
une boule de couleur différente de la précédente.

Ainsi, d’aprés la formule des probabilités composées,

1
P(X = k) = P(CQ)PCZ (03) - Poynency s (Ck_1)PCZr‘|,.an71(Ck) = ok—1 = P(X = k)|,

car les conditions imposées impliquent que 'urne contient, avant chaque tirage intervenant ici, autant de boule noire
que de boule blanche.
On peut alors remarquer que

1
VEEN', P(X-1=k)=P(X=k+1)=5

donc X—1<—>Q(%).Onendéduitque‘E(X):E(X—1)+1:2+1:3‘et‘V(X):V(X—1):2‘.

Soit Y le nombre de boules retirées lors de 3 tirages. Comme on peut retirer des boules a partir du second tirage
seulement, Y (Q2) = {0, 1,2}.
e L’événement [Y = 0] est réalisé si et seulement si aucune boule n’est retirée, donc s’il y a aternance stricte des
couleurs. Donc [Y = 0] = C> N Cs, puis, comme en (b) :
1 1
P(Y =0) = P(C2)Pc,(Cs) = 3 =1l
e L’événement [Y = 1] est réalisé si et seulement si on a une répétition de couleurs une seule fois lors des tirages. On
peut énumeérer tous les cas : [Y = 1] = (C2 N C3) U (Ce N C3), d’ou, par incompatibilité :

— — — — 1 1 1 n 14n —1
P(Y::l):P(CQQC3)+P(CQQC3):P(CQ)PC_2(03)+P(CQ)PCZ(03):§'§+§'2n71 = 1on =1

e L’événement [Y = 2] est réalisé si et seulement si toutes les boules tirées sont de la méme couleur, soit blanches,
soit noires. Ainsi,
[Y =2] = (B1 N B2N B3)U (N1 N N2N Ns),

d’ot1, par incompatibilité :

1 nn-1) 1n-1
P(Y =3)= P(ByNBaNBs) + P(N, A Na N N3) =2 = - _|1
(V' =3) = P(BiN B2 N By) + PN, N N2 O ) 2 2m(2n—1) |22n—1]

d’aprés la question (a), et du fait que le cas des boules noires est similaire au cas des boules blanches.



