LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Vendredi 20 janvier 2012
ECS 2 — Mathématiques

Correction de l’interrogation n° 6

Correction de ’exercice 1 — Soit a un réel, et soit Soit f la fonction définie sur | — 1, 3] par f(x) = et
nulle sinon.

1. e La fonction f est continue sur R\ {—1,3}.

+oo 3
a
e L’intégrale / ft) dt = / dt est impropre en —1 seulement (car la fonction intégrée est

. I VEFT

continue sur | — 1, 3], et en —1, il s’agit d’une intégrale de Riemann de paramétre %, donc convergente.
+oo

Alinsi, / f(t) dt converge, et
—0o0

/ o £(6) dt = [Qam} P i

—00 -

Une condition nécessaire pour que f soit une densité, est donc que a =

(=

e Sia= i, alors f est positive sur R.

Ainsi, |a = i est une condition nécessaire et suffisante pour que f soit une densité de probabilité.

2. Comme la densité de X est a support borné, X admet une espérance et une variance.
e D’apreés le second théoréme de transfert,  — x + 1 étant continue (et E(X + 1) existant puisque E(X)

existe),
3
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Ainsi, | E(X +1) = 3.

e On en déduit que | E(X) = 3 |

e De méme, on déterminer F((X + 1)?) avec le second théoréme de transfert :
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1 3 1 2 573 16
B(X +1)?) == Dide= Z[@-1i] =2
(x+1) =7 [ @rviar=gZe-i -3
e On a alors, d’aprés la formule de Konig-Huygens :
16 16

VX)=VIX+1)=E(X+1)})-EX+1)?*= T 9

don |V(X) = &,

3. La fonction = — e® étant de classe C! et de dérivée strictement positive sur R, on peut appliquer le premier
théoréme de transfert, qui affirme dans une premier temps que eX est bien une variable & densité. De plus,

1

@ est bijective de R sur R, et ¢~ est donc la fonction In, définie sur R . Le premier théoréme de transfert

permet donc de donner une densité f.x et eX :

0 six <0

VrER, fox(z) =
L1f(nz) siz>0.

Or, pour tout x > 0,

F(lnz) Nﬁ si Inxz €] —1,3], donc si x €]e™?, e?]
nr) =

0 sinon.

On obtient donc :

1
Vo €R, | fox(x) = ( 4Vifthe

0 sinon.

siz €le™!, e




4. Ici, le théoréme de transfert n’est pas applicable. On revient & la définition de la fonction de répartition. Soit
y€R. Ona:
Fx2(y) = P(X? < y).
Ainsi,

e Siy <0, [X?<y| est événement impossible, donc
P(X?<y)=0.

e Siy >0,
Fx2(y) = P(=y < X < V) = Fx(Vy) = Fx (=)

Comme Fy est de classe C! sur R\ {—1,3} (car f est continue sur ce domaine), Fx2 est de classe C' en
tout y de R ne vérifiant pas ,/y = —1 et £,/y = 3, ainsi que y = 0 (point de jonction des deux domaines).
Ainsi, Fx2 est de classe C! sur R\ {0,1,9}. Comme Fy est continue sur R, on obtient, par composition, la
continuité de F'x2 sur R*. De plus,

lim Fyz(z) = Fx(0) — Fx(0) = 0= lim Fy:(z) = Fx,(0),

z—0t z—0~
(la premiére égalité provenant de la continuité de Fx). Ainsi, Fxz est aussi continue en 0. Elle est donc
continue sur R, de classe C! presque partout, pour X2 est une variable 4 densité. Une densité de X2 est

alors :

Vy eR, fxa(y) = 55 (FW) + F(=ym) siy>0

0 sinon.

Or, f(—/y) est nulle si —,/y < —1, doncsiy > 1, et f(\/y) est nul si \/y > 3, donc si y > 9 On obtient donc

la densité suivante :

1 1 1 '

7 <\/1+\/§ + \/1\/§> siy € [0,1]

Vy eR, | fxz(y) = ﬁ\/ﬁ siy € (1,9,
0 sinon.

Correction de ’exercice 2 —

1. e La fonction ¢ est bien définie sur R[X]?, car pour tout (P, Q) € R[X]?, la fonction z — P(z)Q(x)sin x est
continue sur [0, 7], donc intégrable.
e La fonction ¢ définie sur R?[X] est symétrique par commutativité du produit dans R.

e La bilinéarité de ¢ provient des propriétés de distributivité et de la linéarité de 'intégrale.
e Soit P € R[X], alors

o(P, P) :/ P?(z)sinzx dz.
0

Or, la fonction  — P?(z)sin x est positive sur [0, 7], donc (P, P) > 0.

e De plus, z — P2(z)sin x étant positive et continue sur [0, 7], par stricte positivité de I'intégrale, ¢(P, P) = 0
si et seulement si pour tout z € [0, 7], P?(z)sinx = 0. Comme sin ne s’annule pas sur |0, 7, on en déduit
que

Vx €]0, 7], P(z)=0.

Ainsi, P est un polyndome ayant une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul. Ainsi, ¢(P, P) = 0 si

et seulement si P = 0.

Par conséquent, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive. ‘ C’est donc un produit scalaire. ‘




T
2. Pour tout (i,7) € [0,2], (X, X7) :/ 27 sin x dz. Notons, pour tout n € N,
0

s
In:/ 2" sinx.
0

On a alors
Iy I Iy
Matbc(gp) = Il IQ I3
L, I3 I

1l faut donc déterminer I,,, pour n € [0,4] :
™
o I :/ sint dt = [—cost]g = 2.
N 0
e A T'aide d’une intégration par parties, t +— t et t — — cost étant de classe C! sur [0, 7] :
s T s
I = / tsint dt = [— tcost} —|—/ cost dt = .
0 0 0
e A T’'aide de deux intégrations par parties, t — t2 et t — —sint étant de classe C? sur [0,7] :
s ™ T ™
I, = / t?sint dt = [f t? cost|] +/ ot cost dt = w2 + {2tsint} — 2/ sint dt = 72 — 2I,.
0 0 0 0

Ainsi Iy = 72 — 4.

A P’aide de deux intégrations par parties, t — t> et t — —sint étant de classe C? sur [0,7] :

13:/ t3sint dt = [—t3cost]g+/ 3t% cost dt:ﬂ?’—l—{i’)tQSint} —6/ tsint dt = n® — 61;.
0 0 0 0

Ainsi Is = w3 — 6.

e A T’aide de deux intégrations par parties, ¢t — t* et t — —sint étant de classe C2? sur [0,7] :
us T T s
I = / tsint dt = [ft‘lcost]g +/ 43 cost dt = 7t + [4t3sint} - 12/ t?sint dt = 7t — 121,.
0 0 0 0

Ainsi Iy = 7% — 1272 4 48.
On obtient donc

2 T w2 —4
Matp.(p) = 0 w2 —4 w3 — 61
72 —4 7w —6r 7wt— 1272+ 48.

On munit Ry[X] de ce produit scalaire que Pon notera indifféremment ¢ ou (.,.). Déterminer la matrice de
¢ dans la base canonique de Ro[X].

3. On orthonormalise la base (1, X) de Vect(1, X). On note (f1, f2) la base orthonormale obtenue.

e Ona|l)?=(1,1) =1 =2, donc| f =

6l

1
) Soitung—E(X,l)lzX—Il:X—g.Onaalors

2 2
1
||u2|\2:(X,X>—2-§(X,1)+%(1,1>:772—4—7r2—|—7r—:—(7r2—8).

2 2
V2 ™

Ainsi, fg = ﬁ(){ — —)

2
4. On calcule p(1), p(X) et p(X?).
e p(1) =1, car 1 € Vect(1,X);
e p(X) =X, car X € Vect(1l, X);
1 2 m 1 2 m s
2y _ L /y2 2 vy _ T\ _ 1 2 3_a _ T2 _r
o p(X?) =5 (X31)1+ 8<X,X 2> S 4)+7T278(7r 6m— 3 (x 1) (x 2).

a2 _
Ainsi,

p(X?) =

DN =

(772—4)+7r228(%3—4ﬂ') (X—g):w(X—g)—i—%(ﬂQ—zl):wX—Z.



Par conséquent,

-2
T

1
M=10
0 0

o = O

. 1l suffit pour cela de procéder a l'orthonormalisation de (1, X, X?), les deux premiers vecteurs de cette
orthonormalisation étant alors (f1, f2), d’apreés les calculs précédents. L'étape suivante de ’orthonormalisation
consiste & déterminer un vecteur us orthogonal & Vect(1, X), puis a le diviser par sa norme. Cette derniére
normalisation est inutile ici, puisqu’on ne demande qu’une base orthogonale et non orthonormale. On se
contente donc de calculer ug, en constatant que I’essentiel des calculs a été effectué dans le question précédente,

puisque

u3 = X? —p(X?) = X2 — 71X + 2|

Ainsi, (f1, f2,u3) est une base orthogonale de Ro[X].

La matrice P recherchée n’est pas unique. J’en donne une, & mon avis la plus simple. La famille B = (1, X, u3)
est une base de Rz[X] (car échelonnée en degré), et, comme on 'a déja vu, p(1) =1, p(X) = X, et puisque
(f1, f2,u3) est une base orthogonale, uz € Vect(f1, f2)* = Vect(1, X)*, donc p(u3) = 0.

Ainsi, la matrice de p dans la base (1, X, ug) est

1
Mgp(p)= |0
0

o = O
o O O

Soit alors P la matrice de passage de la base canonique & la base B, c’est-a-dire :

1 0 2
P=10 1 —7x
0 0 1
D’aprés la formule de changement de base, on a bien :
1 00
P'MP=]0 1 0
0 0




