LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Probabilités 1 — Probabilités générales : révisions

Correction de ’exercice 3 —

Premiére méthode

Voyons cet exercice a la lumiére des variables aléatoires et des lois classiques. Soit X la vard correspondant au
nombre de boules blanches tirées. Alors X — B(n,p), ou p = 45 L’événement A : « tirer un nombre pair de
boules blanches » correspond donc & I’événement suivant :

A= |J X =H.

ke[1,n]
k pair

Les événements constituant cette union sont deux & deux incompatibles, donc on peut écrire :

PU)= Y PX=k= Y (Z)pku—p)"-’“:;(z (Z)pka—p)uz(Z)(—p>k<1—p>k>
k]fﬂplajg]] k]fgajs]] k=1 k=1
-2 =3 (14 ).

Deuxiéme méthode

On appelle A,, 'événement « tirer un nombre pair de boules blanches sur n boules tirées ».

On appelle B,, I'événement : « La n-iéme boule tirée est blanche ».

On distingue selon la couleur de la derniére boule tirée. Autrement dit, on utilise la formule des probabilités totales
avec le systéme complet (B, B,) :

P(An) = P(An|Bn)P(Bn) +P(An|E)P(E).

Or, réaliser A,, sachant B,, (donc sachant que la derniére boule tirée est blanche) revient a tirer un nombre impair

de boules parmi les n — 1 premiéres, donc a réaliser A,,_1. De méme, réaliser A,, sachant que la derniére boule tirée
est noire revient a réaliser A,,_;. Ainsi :

P(An) = (1= P(An—1))p+ P(Ap—1)(1 = p).
Soit, pour tout n € N, p,, = P(A,,). Alors py = 1 et pour tout n € N :
P+1 = (1 =pu)p+pu(l —p) = pu(l = 2p) +p.

Ainsi; (pn)nen est une suite arithmético-géométrique. Cherchons ¢ € R tel que (p,, — ¢) soit géométrique. Soit donc
c € R, et posons, pour tout n € N, u,, = p,, — c. On a alors :

Vn €N, upt1 =pnt1—c=pn(1=2p)+p—c=up(1—2p)+p+c(l—2p)—c=u,(1—2p)+p—2pc.

11 suffit de poser ¢ = % Alors (un)nen est géométrique de raison 1 — 2p, d’ou :

1 1 1 1
Yn €N, u, =wuo(l—2p)" = <p0—2> (1-2p)" = 5(1—2p)" puis: Pp = 5(1—2p)"+§.

Correction de ’exercice 6 — Soit n > 1. La probabilité qu’une famille ait exactement n enfants est p, = ap™,
ou o € RT et p €]0,1].
1. Soit pour tout n € N, ’événement : la famille a n enfants. Alors :

A70: U Ana

neNN*



ces événements étant deux & deux incompatibles. Ainsi :
—+o0 +oo
P(Ag) =Y P(A,) =) ap"
n=1 n=1

Cette série converge effectivement (série géométrique de raison p € [0, 1], et on trouve :

P(A) = 1

Puisque P(Ap) < 1, on en déduit que % <1, puisqueap<1—p, puisque a+1<

2. Notons, pour tout S € N, Bg I’événement avoir S gargons.
Soit S € N.
On consideére le systéme complet (A,)nen, chacun de ces événements n’étant pas quasi-impossible. Alors,
d’aprés la formule des probabilités totales :

1
i

neN
Or:
e sin < S, alors P(Bg | A,) =0;

e sin > S, le nombre de gargons suit une loi binomiale B(n, 3). Ainsi P(Bg | A,) = (%)

ﬁ.
(sans passer par les lois classiques : (g) correspond au choix de la position des gargons dans la fratrie, et
% a la probabilité pour chaque enfant que ce soit une fille ou un gargon, tel que souhaité.)

e pour tout n € N*, P(A4,) = ap™;

e p(4p)=1— £,

1-p
Ainsi :
esiS=0:

ap n\ (p\" ap p\" ap | ap ap
P(By)=1- - (f) —1- (7> —1- S —

(Bo) 1—p+an§*(0> 2 1—p+an§* 2 1—p 2-p 1-p)(2-p)
e SiS>0
S
N

rna =3 (B =S (57 )=

d’apres la formule du bindéme négatif (dérivation de la série géométrique).

S+1 _ mn)S+1°’
L) 2-p)

Correction de ’exercice 12 —

1. (a) Définissons pour tout k € N*, I’événement :
Py : « Obtenir Pile au k-iéme tirage »
Alors, pour tout n € N*, A, =P, N---NP,_1 NP,.
Or les tirages sont mutuellement indépendants, donc les événements P, ..., P,_1, P, sont mutuellement
indépendants. Ainsi, on peut écrire, pour tout n € N* :

1

= 5

(b) Les événements A,,, n € N* sont deux a deux incompatibles. De plus, il sont non vides (il existe une suc-
cession de tirage amenant chacun de ces événements). Enfin, comme ils sont deux a deux incompatibles,

P(A,) = P(Bi--- NPy 1 N P) = P(Py) -+ P(Py 1) P(P)

on peut écrire, d’aprés la o-additivité de P :
+oo 1

+oo +oo 1
P<ﬂA">:ZP(A”): 53T
n=1 n=1

T = 1.
n=1 2

Ainsi, (A,)nen+ est un systéme quasi-complet.
L’événement consistant a n’obtenir que des Faces n’est dans aucun des événements A,,, donc il ne s’agit
pas d’un systéme complet.



(a) Tout d’abord, remarquez que les événements B; ne sont pas indépendants puisque plus on a rajouté
de boule noire, plus la probabilité de tire une boule blanche est faible. Pour calculer la probabilité de
I'intersection, nous allons donc utiliser la formule des probabilités conditionnelles. Nous obtenons :

P(BiN---NB;j_1NB;NBj:1N--NB,) =

7j—1 n
= P(By) <H PBlﬂ"-ﬂBkl(Bk)> . PBilﬂw-mﬁ(Bj) ’ H PE0-~'ﬁBj—1ﬂBﬂBHlﬁ'”ﬂkal(Bk)
k=2 k=j+1

Calculons ces probabilités conditionnelles :
1

e Initialement, il y a autant de boules blanches que de boules noires. Donc P(B;) = 5

e Soit k € [2,7—1]. Alors, si I'événement By N---MNBy_; s’est produit, avant de tirer la k-iéme boule, on

n’a tiré que des boules noires, qui ont été remises a chaque fois dans 'urne. Le contenu de I'urne n’a
donc pas été modifié. Ainsi, au moment d’effectuer le k-iéme tirage, il y a autant de boules blanches

que de boules noires, donc
— 1
PEQ---ﬂBk_l(Bk) = 5-
e De méme, si on n’a tiré que des boules noires avant, on a une chance sur 2 de tirer une boule blanche
au j-iéme tirage, donc

PEO~~-mBj,1(Bj) = 9

e Enfin, soit k£ € [j + 1,n]. Si Pévénement By N---N B;j_; N B;j N Bj11 N---N By_; est réalisé, alors
avant le k-iéme tirage, on n’a tiré que des boules noires, qui ont été remises dans l'urne, a ’exception
d’une boule blanche tirée, qui a été retirée. Ainsi, au moment d’effectuer le k-iéme tirage, il reste dans
I'urne 4 boules blanches et 5 boules noires. Ainsi

— 5
PBilﬁ"'ﬁijlﬂBjﬂBj+1ﬂ"'ﬁBk71(Bk) = 5'
On en déduit que
P(Bin---NB;_1NB;NBj;1N---NB,) = <2> (9) .

(b) L’événement B est réalisé si et seulement si un des événements B; est réalisé (ce qui correspond au choix
de la position de tirage de 'unique boule blanche). Ainsi, les événements B;, i € [1,n] étant deux a
deux incompatibles,

)T ) (- ()

(a) Le résultat de la question 2 s’écrit, en la transcrivant dans le contexte de la question 3 :

werwpem-o (2 (1- (2)).

Or, la famille (A,)nen est un systéme quasi-complet. On peut donc utiliser la formule des probabilités
totales (qui fournit en particulier la convergence de la série, sans autre justification a fournir) :

- a0 () (- (2)) (3

() -2 ()




(b) On peut utiliser la formule de Bayes (pour remonter le temps), ou ici, plus simplement, la définition
des probabilités conditionnelles, puisqu’on a déja calculé P(B) (la formule de Bayes nous fait refaire le
calcul précédent). Ainsi :

P(AyNB) Pa(B)P(A) 5-3 13
P(B) ~—  P(B) ST o

N

Pgp(4) =

Correction de ’exercice 15 — Soit @ = [1,6]™. Un résultat de 'expérience correspond donc au n-uplet des
valeurs tirées pour chaque dé, en supposant que l'on a numéroté les dés de 1 a n (ce que on peut toujours décider
de faire, sans modifier la probabilité recherchée). N’ayant pas d’hypothése sur les dés, on peut raisonnablement
supposer qu’ils sont tous équilibrés, donc que tous les tirages de €2 sont équiprobables.

Soit 21 I'ensemble des tirages de 2 donnant une somme impaire, et 25 ’ensemble des tirages de 2 donnant une
somme paire. Alors (Q1,€s) forme une partition de 2. De plus, il existe une bijection ¢ entre € et Qs donnée
par :

(r1 4+ 1,xo,...,26) sizp est impair,

V(zq,..., € O, S Lo, ., = . .
(1 7e) el %) {(xl—l,acg,...,xg) si x1 est pair

(on remplace la valeur du premier dé respectivement par 2,4 ou 6 si sa valeur initiale est 1, 3 ou 5, et inversement ;
on change bien la parité de la somme ce faisant) Il s’agit bien d’une bijection, car en refaisant la méme opération,
on retombe sur le sextuplet initial (ce qui permet de construire une réciproque).

Ainsi, [Q1] = |Q], et [Q] + [Q2] = Q. Donc [Q2| = 1|Q|. Ainsi, d’aprés la formule de Laplace, la probabilité
d’obtenir une somme paire est :

Q] 310 1

p= = = —.
1 1e 2

Correction de I’exercice 19 — Le probléme du chevalier de Méré — On jette un dé n fois de suite.

1. On prend I’événement complémentaire. Soit, pour tout n € N* :
o A, Iévénement « obtenir au moins un 6 dans les n lancers »
e B, I'événement « obtenir un 6 au n-iéme lancer »
Ainsi, n étant fixé :
A, =B NByN---NBy,

et, les lancers de dé étant mutuellement indépendants :

P(A;) = ,ﬁP(B’“) -(3)-
5

Ainsi, P(A,)=1-— (6) .

5\" _ 1 5\" 1 In2
On résout I'équation 1 — (6) > 3 soit (6) < 3 soit n > hl(inm On trouve n > 3.8... Ainsi, la plus
petite valeur (entiére) de n est 4.

1 n—1 n—1
2. La probabilité d’avoir exactement une fois 6 est (?) g (Z) = (Z) (choix de la position du succes,

puis probabilité du succés positionné, et de chacun des échecs). On peut aussi remarquer que X, le nombre
de 6 obtenus suit une loi binomiale de paramétres (n, §).

Ainsi, la probabilité d’obtenir au moins deux 6 est :

P(X>2):1—P(X:1)—P(X:O):1—(2)n—(2>n1.

3. La probabilité d’obtenir un double-6 sur un tirage donné est = . Le méme raisonnement que ci-dessus ameéne
36

donc :
35

=1 (=)



4. On compare & l'aide des valeurs numériques approchées données par une calculatrice :

pa=0517 et phy = 0.491.

Donc en 24 tirages, on a moins d’une chance sur deux d’avoir un double-6.

Le résultat étonne le chevalier de Méré (& moins qu'il se soit laissé prendre a son jeu sans réfléchir) car son

raisonnement est le suivant : En 4 tirages, j’ai plus d’'une chance sur 2 de tirer un 6 avec un dé, disons le
premier dé. Pour chaque 6 obtenu, j’ai une chance sur 6 que 'autre dé ait aussi un 6. Donc, en prenant 6 fois
plus de tirages, j’ai également plus d’une chance sur 2 d’obtenir un double-6 (que le deuxiéme dé ait aussi un

6).

O est lerreur dans ce raisonnement ? C’est une erreur grossiére : M. de Méré somme les probabilité pour

obtenir la probabilité d’une union d’événements non deux a deux incompatibles (obtenir un 6 au ler, 2e...

tirage donnant un 6 avec U'autre 2). Ainsi, selon lui, on a lassurance d’obtenir au moins une fois un 6 avec le

deuxiéme dé dés lors qu’on a obtenu six 6 avec le premier!...

Correction de ’exercice 20 — Le probléme du tournoi

1.

(a)

Il est sous-entendu dans I’énoncé que les lancers sont indépendants.
On définit des événements, pour tout k € [1,3] :

By : «le k-iéme lancer est gagnant pour A; »

et pour tout £ € N : C} : « le k-iéme joueur gagne le concours »

Ainsi, I’événement C7 est C7 = Ay N Ay N As. Les lancers étant indépendants,
1\* 1
b =€) = panpasp(aa) = (3) = 5

De la méme facon, pour tout n > 1, P(C, | C1N---NC,_1) = % (probabilité que le n-iéme joueur
gagne, sachant que les n — 1 premiers ont perdu, donc que affrontement entre A, et A, 1 a lieu).

Ainsi, en utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet (A7, A7),

- 1 1 7
P2 = P(CQ) = P(CQ | Cl)P(Cl) +P(CQ ‘ Cl)P(Cl) = g (1 — 8> = —
puisque P(Cy | C1) = 0 (A2 ne peut pas gagné si A; a gagneé).
On ne change rien aux probabilités en modifiant I'expérience comme suit : au lieu de s’arréter lorsqu’on a
un gagnant, on continue les affrontements, le n-iéme affrontement ayant lieu entre A,, et A, ;1. Evidem-
ment, si A,, gagne contre A, 1 alors qu'un joueur précédent a gagné, il n’est pas déclaré vainqueur du
tournoi. Sous cette convention, ce qu’il se passe aprés la victoire d’'un joueur ne change rien au résultat
de l'expérience.
Compléter 'expérience de la sorte permet de considérer des événements qui ne pourraient pas avoir lieu
sinon. On note, pour tout n € N* D, I'événement A, gagne ses trois manches contre A,_;. Alors,

d’aprés ce qui précéde, pour tout n € N*, P(D,,) = L.

8
De plus, pour tout n € N*, on peut exprimer I’événement C,, en fonction des événements (Dy)ken+ : Cpn, =
DiN---ND,_1ND,. Or, les lancers étant indépendants, les événements D, ..., D,, sont indépendants.
Ainsi N
_ 1 /7
pn = P(Cy) =P(D1)---P(Dy—1) - P(D,) = g (8) .

program dm8qullic;
uses crt;

var S,u:real;
k,n:integer;

begin
clrscr;
writeln(’Entrez la borne supérieure de 1l’indice de la somme & calculer’);



readln(n) ;
S:=0;
u:= 1/8;
for k:=1 to n do
begin
S:=S+u;
u:=ux7/8;
end;
writeln(’S?,n,’=’,S);
end.
Comme vous le constatez, on préfére calculer la suite géométrique par récurrence, plutdot que de la
recalculer explicitement & chaque fois, ce qui obligerait & faire une boucle dans la boucle pour calculer
la puissance.
Principe général : il peut étre intéressant de calculer une somme en se servant d’une
relation de récurrence de la somme partielle

Soit C I'événement : « il y a un vainqueur ». Ainsi,

c=J c

keN*

Les événements (Cy)ren+ formant une suite d’événements deux a deux incompatibles,

+o0 n—1
P(C):ZP(C,C):;(;) =é1i1:1.
8

Ainsi, il y a presque stirement un vainqueur. La probabilité qu’il n’y ait pas de vainqueur est donc 0.

Soit pour tout n € N*, (), ’événement : « le n-iéme joueur est vainqueur ».

Soit n > 5. S’il n’y a pas encore eu de vainqueur & ce moment, le joueur A,, joue a la n — 1-iéme manche.
S’il gagne, il doit gagner les trois manches suivantes, donc n — 1, n et n + 1. Remarquez que le gain de
ces trois manches implique que A,,_1 et A, _o ne peuvent pas gagner (car ils devraient gagner la manche
n — 1). Ainsi, A, gagne si et seulement si A perd pour tout k¥ < n — 2 et si les trois manches de A,
sont gagnées. Notons A 1’ événement « A,, remporte ses trois manches » (quitte & continuer le tournoi
aprés obtention d’un vainqueur, cet événement a un sens). Alors

n—3
L’événement ﬂ C}, ne dépend que des lancers de 1 & n— 2, alors que A ne dépend que des lancers n—1,

k=1
n—3

n et n + 1. Comme les lancers sont indépendants, ﬂ C}, et A sont indépendants. Donc :
k=1

71,—37 1 71,—37 1 n—3
P(C,) =P (ﬂ Ck.> .P(A) = L (ﬂ Ck> =3 (1—P (U ck>> .
k=1 k=1 k=1

Or, les événements (Cy)re[1,n—3) sont deux & deux incompatibles, donc :
1 n—3
PC)==-[1- P(Cy) .
(Cn) =g < kz=:1 ( k))

8
Remarquez que contrairement a ce que prétend 1’énoncé, cette formule n’est pas vraie pour n = 4, le
probléme étant que la victoire de A; dépend des lancers 1, 2 et 3, qui ne sont pas indépendants des
lancers déterminant la victoire du joueur 4. Ainsi, la relation n’est vraie qu’a partir de n = 5.

1 n—3
Ainsi, pour tout n > 5, g, = = (1 - Z %)-



Initialisons-la en trouvant les valeurs de g, pour n € [1,4].

A; gagne si et seulement s’il gagne les 3 premiéres manches, donc ¢; =
Ay gagne si et seulement s’il gagne les 3 premiéres manches, donc g2 = 35

As gagne si et seulement s’il gagne les manches 2, 3 et 4, quel que soit le vainqueur de la manche 1,
donc g3 = % ;

b

|00l

A, gagne si et seulement s’il gagne les manches 3, 4 et 5, quels que soient les vainqueurs des manches 1
et 2, donc g4 = %;

n—3 n—4
. 1 1 .
(b) Soit n > 6. Alors ¢, = 3 (1 — Z qk> et gn-1= 3 (1 - Z %) . Par conséquent, ¢, —¢—1 = —é'(In—&
k=1 k=1
Ainsi : 1
V2 6,qn = Gn-1 = g n—s-

Pour que cette relation détermine (g, )nen-, il nous faut donc les valeurs de (g, )ne[1,5]- Il ne nous manque
que :

(c) program dm8quII2c;

var u,v,w,tampon:real;
n,k:integer;

begin
writeln(’Entrez une valeur de n:’);
readln(n) ;
if n=1 then writeln(’ul=0.125%);
if n=2 then writeln(’u2=0.125);
if n=3 then writeln(’u3=0.125’);
if n=4 then writeln(’u4=0.125’);
if n=5 then writeln(’u5=0.09375’);
if n >=6 then

begin
u:=1/8; {Les trois valeurs aux rangs 3,4,5}
v:=1/8;
w:=3/32;
for k:=6 to n do
begin
tampon:=w-u/8; {calcul du terme suivant}
u:=v; {glissement de variables, pour que les variables}
Vi=w; {contenant initialement les rangs n-3, n-2 et n-1}
w:=tampon; {contiennent & la fin les rangs n-2, n-1 et n}
end;

writeln(’u’,n,’=’,w);
end;
end.

(d) Il s’agit d’expliciter cette suite récurrente. Cherchons donc les racines de son polynéme caractéristique
P=X3-X?+ %. Il y a une racine évidente : r; = % Ainsi :
1

P:(X—§)(X2—%X—Z)

On trouve alors les deux autres racines en calculant A = % +1= % Ainsi, les trois racines sont :

1 1-5 1+5
T = - To = T = .
1 2a 2 4 ’ 3 4




Ainsi, il existe des réels A1, Ay et A3 tels que :

E n—3 n—3
1\"* 1-5 145
Vn 2 3,qn =M1 <2) + A2 ( 4\[> + A3 < +4f> ;

(le choix de I'exposant n’est pas trés important, il suffit de rentrer trois facteurs dans la constante; ce
choix est destiné a simplifier les calculs de A1, Ay et A3).

On trouve A1, A2 et A3 grice aux conditions initiales :

1

3 :)\1+)\2+/\3

1 A 5 1++/5

. 21 - 4\[4_)\3' —|—4\[

3 N (1 —+/5)? (1+v5)2 A 3-+V56 3+V5
I R T R T E R B

De la premiére équation on tire : \; = % — A2 — A3, d’ou le systéme vérifié par (A2, A3) :

1 1 1 1-— 1

- =— — Ay~ +f—A3 \/5 — —(1+\/3))\2—(1—\/5))\3
500 1o 1+\f soit: i

- = + Ao + 3 2(1—\/5)-)\24-(1-1-\/5))\3.
32 32 8 8

3
On somme ces deux équations : 1 = —2\/5)\2 + 2\/5)\3, soit : = A3 — A

3
: , 8v5

1 = 2)X9 + 2\3, soit : g = Ao + A3.
Ainsi, en ajoutant puis soustrayant ces deux équations ainsi obtenues :
Vb +3 V5 -3
et )\2 = 5

16v/5 165

VB3 (14v5\ VB3 (1-vE\"
T T |4 16v5 \ 4

(e) Les événements (C;);en+ étant incompatibles, la probabilité qu'un joueur gagne le tournoi est :

On soustrait ces deux équations :

A3 =

+o0o
( ) ZP P(Cy)+ P(Cy) + > P(Chy
1eN* n=3
1+\F+3 1 +\f—3_ 1
4 165 1_1+T¢5 16v/5 1_174\/5
;+f+3 4 +\/5—3. 4
4 16v5 3—-+v5 16vV5 3++5
1, (B3 (V5o 1 12V5
4 165 16v/5 4 165

Ainsi, la probabilité qu’il n’y ait pas de vainqueur est 0 (événement presque-impossible).
y



