LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2011/2012
ECS 2 — Mathématiques

Probabilités 4 (des corrections)

Correction de ’exercice 9 — Soit X — U([-2,1]).
+oo
1. D’apreés le théoréme de transfert, F(Z) existe si et seulement si / z2f (x) da converge absolument, donc si
1 :CQ -
et seulement si / — dx converge absolument, ce qui est le cas, puisque cette intégrale n’est pas impropre.
-2
On a alors :

E(Z)/lz—Qd L=
—/),3 %9 -

De méme, Z admet un moment d’ordre 2, donc une variance si et seulement si E(X?) existe, donc si et
1 .4
seulement si / 3 dx converge absolument, ce qui est le cas, puisque cette intégrale n’est pas impropre. On
-2
a alors :

1 4

1 33 11
Bz = | Ldr=—(1+432) =222,
(Z°) /,23 r=p 3= =3

Ainsi, d’aprés la formule de Konig-Huygens,

11 6

2. La variable X prend ses valeurs dans [—2, 1], donc Z prend ses valeurs dans [0,4]. Soit 2 € [0,4]. On a :
P(Z <z)=P(X?<x)=P(—/z < X <Va) = P(—Vz < X < V),
car les probabilités ponctuelles sont nulles, X étant une variable & densité. Alors

P(Z < ) = Fx(Vx) — Fx(—V7).

Fx étant de classe C! sur R\ {—2,1}, Fz est de classe C! sur R\ {0, 1,4}. De plus, Fx étant continue en 1
et en —1, Fz est continue en 1. Enfin, Fx étant continue en 2 et en —2, ainsi qu’en 0, on obtient :

lim Fz(,CC):Fx(O)—Fx(O):OZFz(O) et lim Fz(l'):Fx(Q)—Fx(—Q):1—0:0:F2(4)

z—0t z—4-
Ainsi, Fiz est aussi continue sur R. Comme elle est continue partout, de classe C! presque partout, Z est une

variable & densité, et une densité de Z est

vz €]0,4], fz(z) = (fx (V) + fx(=Vx).

1
2\/x
Ainsi, on obtient :

= siz€0,1],
Ve €R, fz(r) =1 5= siz€]l,4],
0 sinon.

On a alors

On retrouve bien E(Z) = 1.

Correction de ’exercice 10 —

1. La fonction f est positive ssi @ > 0. De plus, f est continue sur R*. Il suffit donc de choisir a de sorte que

+oo —+oo

/ f(t) dt soit convergente et de valeur 1, donc si et seulement si / a4 dt converge
. 0 (x4+1)(z+2)(x+3)

et vaut 1.



a
La fonction =z — étant continue sur [0, +oo[, la seule impropreté est en 4+o00. De plus
(x+1)(z+2)(x+3) [ | prop P,

a

au voisinage de +oo cette fonction est positive, et équivalente a %, dont Iintégrale est convergente en +oo

a

x+2)(z+3)
Effectuons une décomposition de la fraction, soit par identification, soit par ’astuce ci-dessous :

—+o0
(intégrale de Riemann). Ainsi, I'intégrale / dt est convergente.
o (@41

i L1 @+3)—(@+1) _ 1 R —
vz € Ry, z+Dz+2)z+3) 2 @+)@+2)@+3) 2 <(Jc+1)($+2) ($+2)(Jc+3))
L (ErD-GD_@ro-12)
2 @+ D)(@+2) (x+2)(z +3)
1 1 1 1 1
7§'x+17$+2+5.30+3
Ainsi,
400 B 1 ($+1)(z+3) 1im+oc7 a 37(1 4
/_OO f(t)dt—a[§ HWO 77_1111751115.

2
Ainsi, il faut choisir a = ES

2. fy est égale a % sur [—1, 1], et nulle ailleurs. On forme le produit de convolution de fx et fy :

+oo

Vz € R, fX*fy(x):/ Fx () fy (z — 1) dt.

— 00

La fonction fy est nulle sur Cg[0, +oo], et la fonction t — fy(z — t) est nulle sur Cg[z — 1,2 + 1]. Donc
t > fx(t)fy(x —t) est nulle sur Cr([0, +oo[N]z — 1,2 + 1].

e Siz+1<0,doncsiz<—1,alors t— fx(t)fy(z —t) est nulle sur R et fx % fy(x) =0.

e Siz—1<0<z+1,doncsize[-1,1] alors [0, +oo[N[z — 1,2 4+ 1] = [0,z + 1], et par conséquent :

ol a a (t+1)(t+3)72+1
* = dt = & T 9)
Jxxfr(@) /0 20t + 1)(t+2)(t + 3) 4[11 t+22 lo
a (x4 2)(x+4) 3 1 1 (x+2)(z+4)
O TN . A 7 A P
4(“ (z +3)2 1) T2t eI Y @rap
e Si0<z—1,doncsiz >1,alors [0,+00[N[z — 1,2+ 1] = [x — 1,z + 1], et par conséquent :
xz+1
a ar, (t+1)(t+3)ye+t
= = ATy
Jxx fr(@) /m_l T+ 3 4[n (t+2)2 L_l

4

a(ln(x+2)(x+4)mz(x+2)) 1 1n(z+4)(x+1)2
(x +3)? (x+1)2 72111% z(z + 3)2

Cette fonction est continue presque partout, et X et Y sont indépendantes, donc il s’agit d’'une densité de
X+Y.

Correction de ’exercice 11 — (Loi de Rayleigh)

. . . 0 siz <0
Soit f la fonction définie par f(x) = 2.
re~z siz>0
—+o0
1. La fonction f est continue sur R* (et méme sur R en fait) et positive. De plus, I'intégrale / f(z) dz =
—o0

>

x

+o0 2
=z . I . .
/ xe” 2 dx est impropre en 400 seulement, car x — xe” 2z est continue sur [0, +oo[. Par ailleurs, une
0

2 ’l:2

=, qui admet une limite finie (nulle) en +o00. Ainsi, 'intégrale est convergente,

x

primitive de x — xe™ = est —e

ot +oo +oo 22 227 limy oo
/ f(x) dz:/ ze 2 dz = [e*T] =1-0=1.
0

oo 0

Ainsi, ‘ f est bien une densité de probabilité ‘




2. On a, pour tout x dans R :

siz <0

. 0
Fa(a) :[mf(t) A= 1 1) do = [e——}: siz >0,

c’est-a-dire :

Fe() 0 siz <0
xTr) = 2
X l—e % siz>0,

’l:2

3. o Les fonctions u :  + x et v : z — —e~ 2 sont de classe C! sur [0, +oc[, et lim wu(z)v(x) = 0, d’apres

li
r—r+00
+o0 2
les croissances comparées. Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, I'intégrale / t?e” 7 dt
0

2
est de méme nature que — f0+oo e~ T dt. Or, un changement de variables u = % (affine donc valide) nous

+oo 2
. o _2
rameéne 4 une intégrale de Gauss, donc convergente. Ainsi, t?e~ = dt converge (la convergence absolue

0
n’est pas a vérifier pour lexistence de l'espérance par la définition), donc E(X) existe, et

+oo 2 limy oo +oo 2 +oo 2
/ t2e™ 7 dt = [u(t)v(t)} ' +/ e” 7 dt :/ e V2 du = g V2,
0 0 0

0

dou | E(X)=4/=

o0 2
o On effectue de méme une intégration par partie avec u : £ — 2. On obtient de méme que / 3e~T dt
0

+o0 2
est de méme nature que oe™ T dt, et cette intégrale est convergente, de valeur 2, d’aprés la question

0
1. Ainsi X admet un moment d’ordre 2, et :

B(X?) = [u(t)u(t)} L /0 o F(t) dt = 2.

0

P

Ainsi, d’apreés la formule de Kénig-Huygens, | V(X) =4 — 5

4. Comme X est & valeurs positives, la fonction ¢ : 2 +— 22 est positive, de classe C! sur X(2) = R, de dérivée
strictement positive presque partout (sur R*). Alors, d’aprés le premier théoréme de transfert, Y = X? est
une variable a densité, et une densité est donnée par :

x

(™) (@) fx (¢ (@) = 52z f(Va) = e Fsiz € R}

0 sinon.

Ve eR, fy(z)= {

On constate donc que Y — & (%)

Correction de ’exercice 13 — Soit f la fonction définie par f(x) = A\27% siz > 0 et f(x) = u2* si z <0, ot A
et u sont deux réels.
1. e La fonction f est continue sur R*, donc presque partout
e La fonction f est positive sur R, a condition que A et p soient positifs.

0 0 +oo
e Les intégrales / u2% dx = / pe"2 dg et / A27% dx sont convergentes, en tant qu’intégrales
—o0 —0o0 0

exponentielles, et

—+o00 0 —+o00
/ f(x) dx:u/ e In2 der/\/ e N2 gy
0

— 00 — 00

_ 1 xIn 2 0
7”[11126 :|7oo

1 A At

:Eﬂm* n2 °

1 Foo
+>\|:7 _elen2:|

In2 0

Ainsi, ‘ f est une densité de probabilité si et seulement si A >0, u>0et A+ pu =1n2. ‘




—+o0
2. On effectue sur l'intégrale / te~""2 dt le changement de variable linéaire (donc valide) u = tIn2. Cette
0

+o0 d
intégrale est donc de méme nature (et le cas échéant de méme valeur) que / %67“% Cette intégrale
0 n n
est convergente en tant qu’intégrale I'(2), et
oo 1 1! 1
t —tln2 dt = (2) = . —
/O ¢ 22 ® = mmoE ~ e
De méme, en effectuant le changement de variable u = —tIn2 (amenant la convergence de la méme fagon),
on trouve : 0 N
oo
/ te! 1" dt:—/ S
oo o In2  In2 (In2)
—+o0
Par conséquent, / tf(t) dt converge, donc X admet une espérance, et
— 00
0 | +oo | m A
E(X) = te! ™2 dt + A te”tM2 dt = —
= | weraren [T 2 oy

Ainsi, X est une variable centrée si et seulement si A\—p = 0, donc si A = u. Comme on a de plus A+ p = In 2,
In2
2

3. De méme que pour E(X), avec les mémes changements de variable, assurant 'existence de V(X) en se
ramenant a une intégrale I'(3) :

2 [° In2 [+
E(XQ) _ n_/ 2ot n2 dtJrn_/ {2e—tn2 gy
0

X est une variable centrée si et seulement si A = p =

2 ) 2
In2 [T°° 2 _y du  In2 oo g2 _y du
= et — 4 — et —
2 Jo (In 2)2 In2 2 Jo (In2)2 In2
e 22
~ (In2)2 (In2)2  (In2)2
C EX)=0,|V(X)=E(X? = 2
omme E(X) =0,|V(X) = E( )—W-

4. On détermine la fonction de répartition en intégrant la densité, ou bien en primitivant par morceaux, et en
recollant les morceaux par le choix convenable des constantes d’intégration pour obtenir les limites en 400
et —oo, et la continuité. On obtient alors

lerin2 _ gz—1 sixz <0

_J2
Vr e R, F(l‘)_{llezln212zl Siz>0
2 Z Y.

On remarque que les deux expressions sont valables pour k£ = 0.
5. Tout d’abord, Y () = Z. Soit alors k € Z. On a

P(Y=k)=Pk<X<k+1)=F(k+1) - F(k).

On distingue deux cas :

e Sik<0, P(Y=Fk)=2F_—-2k1=20k"1

e Sik>0,PY=k=1-—2"F1"1_1492°k1_-9-k2
2kl ik <0
Qk% sik>0

Ainsi, pour tout k € Z, | P(Y = k) =

“+o0 —1

L’espérance de Y existe si les deux sommes E By et g =Rl convergent absolument. La premiére
k=0 k=—o0

somme est (absolument) convergente en tant que série géométrique dérivée, et la seconde devient, aprés



. . k
réindexation, — E +OOW. On retrouve encore une fois une série géométrique dérivée de paramétre %,
k=1

donc absolument convergente. Ainsi, Y admet une espérance, et

+oo

EY—+OO k +oo k _+oo k +ook+1_ 1
( )_Z ok+2 _Z ok+1 _Z ok+2 _Z ok+2 T _Z ok+2"

k=0 k=1 k=0 k=0 k=0
Ainsi, on obtient une somme géométrique, d’ou, aprés calcul : | E(Y = —%)

Normal : X a une répartition symétrique, mais la partie entiére déséquilibre un peu vers la gauche, le
déséquilibre moyen étant donné par la moitié d’un intervalle [n,n + 1].

Correction de I’exercice 16 — Soit X, Y et Z des variables & densité mutuellement indépendantes, suivant des
lois uniformes sur |0, 1].

1. X et Y sont indépendantes. Calculons le produit de convolution de fx et fy, qui sont constantes sur |0, 1],
de valeur 1, et nulles ailleurs. Ainsi,

+oo

Vx € R, fx*fy(l‘) :/

— 00

h@ﬁ@-ﬂu:Aﬁ@Hwaz/:hwm%

par un changement de variables affine u = z — ¢. Ainsi :
xr

oSizéO,fX*fy(z):/ 0dt=0
x—1
e Si0O<x<1, fX*fy(x):/ ldt==x
0
1
oSil<z<2,fX*fy(x):/ l1dt=2-=z
rz—1
e Siz>2, fxxfy(z)=0.
Cette fonction est continue presque partout, et X et Y sont indépendantes, donc fx x fy est une densité de

X +Y, soit :
0 six <0
T si0<z<1
Vr € R, =
v @ =3, L G1crco

0 six > 2.

Formons de méme le produit de convolution de fxiy et fz :

1 T
VreR, fz *fXer(:L') = / fz(:C — t) dt = / fz(u) du.
0 x—1
Ainsi :
° Si:céO, fz*fx+y(.%'):0. )

oSiO<x<1,fz*fX+y(gg):/ wdu="2
0

¢ Sil<z<2,

3

1 T 2 2
1 (x—1)° (2-2) 1 9 5 9
d 2—udy==— — - —1— A _
71u qu/l u du 5 5 5 +2 xr°+ 3x > 5 r°+ 3z

fzx fxqv(z) = /

x

? (3 —2)?
oSiQ<z<3,fZ*fX+y(:c):/ 2—udy=——"
x—1

2
e Siz> 3, fZ*fX—i—Y(-T) =0.
Cette fonction est continue presque partout, et X +Y et Z sont indépendantes. Ainsi, il s’agit d'une densité

de X+Y + 7
0 sizx <0
é si0<ae<1
Vr € R, fx+y+Z(:C): 32 — 22 43z sil<ar<?2
(3_21)2 si2<x<3
0 sizx >3



2. La variable X prend ses valeurs sur [0,1]. Or, In n’est pas définie en 0. Mais P(X = 0) = 0, donc In(X) est
définie sur une partie presque certaine de 2, il s’agit donc d’une variable aléatoire.

Trouvons sa fonction de répartition. Puisque X prend ses valeurs dans [0, 1], In(X) prend ses valeurs dans
] — 00,0]. Ainsi, si z > 0,
Fox(z)=PlnX <z)=1.

Soit x € R* , on a alors :
Fox(z)=PlnX <z)=P(X <€) =¢€"

puisque l'exponentielle est positive, et puisque e* € [0, 1].

3

On vérifie facilement que Fi, x est continue sur R, et de classe C! sur R*. Ainsi, In X est une variable aléatoire
A densité, et une densité en est :

x

e’ six <0

0 siz>0

Yz € R, flnX(l'> = {
3. On calcule le produit de convolution de fi, x et finy. Soit x € R, alors

—+o00 0 +o0
finx * finy(z) = / Jinx (@) finy(z —1t) dt =/ e finy(x —t) dt =/ e" ™ finy (u) du.

—0o0 —o0
Ainsi :
e Sixz <O, .
finx * finy(z) = / e? e duy = —ze”,
.
e Sixz >0,

finx * finy () = 0.
Cette fonction est continue presque partout, et In X et InY sont indépendantes. Ainsi, il s’agit d’une densité
delnX +InY :
—ze® six <0

v ER, n n =
* fin x4y () {0 siz> 0.

On calcule le produit de convolution de fi, x+1ny et de fi, z.

“+oo
Vo € Rv fan *flnXJrlnY(-r) = / fan(t)flnXJr]nY(SC — t) dt
0 +oo
= / e fin x4y (z —t) dt =/ " " fin x4y (u) du.
Ainsi :
e Sixz <0,
0 1
Ve €R, finz* finxsimy(z) = —/ e’ ue" du = §x2ex,

e Sixz >0,

Ve €R, finz* finx+my(z) =0.
La fonction obtenue est continue presque partout, et InZ et In X + InY sont indépendantes. Ainsi, il s’agit
d’une densité delIn X +InY +In 7 :

2.

e’ siz <0

0 siz>0

N[

Vo € Ra flnX—‘,—lnY-‘,—an - {

4. Tout d’abord, X, Y et Z prennent leurs valeurs dans [0, 1], donc leur produit aussi. Ainsi, pour tout = < 0,
Fxyz(x) =0, et pour tout x < 1, Fxyz(z) = 1.
Soit  €]0,1[. On a XY Z = e(XY2) — In X+InY+InZ " Aingi on obtient la fonction de répartition de XY Z :

Ve eR, P(XYZ<z)=PE"XYD <a)=PMmX +mY +nY <Inz) = Fyximy iy (Inz)

Cette fonction est continue sur R\ {0, 1}, et également en 0 et en 1 d’aprés la continuité de Fiy X 4iny+iny-
De plus, elle est de classe C! sur R\ {0,1}. Ainsi, XY Z est une variable aléatoire a densité et :

0 si

0
L finx+my+mz(nz) = $(lnz)? si 1

VoA

T
T

Yz € R, fxyz(l'> = {



Correction de ’exercice 17 —

1. Soit a € R. L’intégrale fj:j f(z) da est convergente, car f est une fonction contoinue par morceaux, a support
borné [0,2]. On a alors :
+oo 1 2
/ f(x)dz:/adz+/ 3a dz = 4a.
—00 0 1

+o0
Ainsi, / f(x) dx = 1 si et seulement si a = i. Pour cette valeur de a, f est positive sur R, et continue

o0
sur R\ {0, 1,2}, donc presque partout. Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

Conclusion : | f est une densité de probabilité si et seulement si a = i .

2. La densité f de X étant & support borné, X admet une espérance et une variance, et :

—+00 1 2
3 19 |5
E(X):/ zf(x)dx/ozdan/ledzgﬁLg—E(X).

— 00

Le moment d’ordre 2 de X est :

+oo 1 2 2 2

3 1 7T 22 11

E(XQ):/ fo(x)dx:/%dx—l—/%dxzﬁ—i—z:———.
—0o0 0 1

Ainsi, d’aprés la formule de Konig-Huygens,

11 25 88—-75 |13
VIX)=E(X?>)—FE(X)?=—=-"= ===
(%) (X7) = B(X) 6 16 48 48

v(x)|

3. Puisque X et Y sont indépendantes, une densité de X + Y est fx * fy, a condition que ce produit de
convolution soit continu presque partout.

Or, soit = € R.

+oo 2
f*f@%=/ ﬂﬂﬂw—ﬂd#=A FO) (@ — 1) dt.

— 00

La fonction ¢t — f(t)f(x — t) est nulle sur R\ [0,2] N [z — 2, z]. On obtient la discussion suivante :
e Siz<0,ousiz—2>2(doncz>4),[0,2]N[x—22] =0, donc f*f(z)=0;
e Size[0,1], [x—2,2]N[0,2] =[0,2], et sit € [0,z], x — ¢t € [0,z] C [0, 1], donc

O —t) = .
Ainsi,
f*f(:c)/o a? dt:a2z:1—z6.
e six €l,2],alors [x —2,2]N[0,2] = [0, ], et :

3a? site 0,z —1]
Vte[0,z], ft)f(x—t)=<a®> site[r—1,1]
3a? sitel, ).

Ainsi,
z—1 1 T
f*f(z):/ 3a® dt+/ a? dtJr/ 3a® dt:3a2(x71+z—1)+a2(27x):a2(5:c74):Ez—z.
0 z—1 1
e Sixze 23], alors [z —2,2]N[0,2] =[x —2,2], et
3a? sit €z —2,1]

Vter—2,2], f(t)f(x—1t)=<(9a? site[l,z—1]
3a® sitelr—1,2].

Ainsi,

3z

1 z—1 2
f*f(x):/ 3a2dt+/ 9a2dt+/ 3a2dt:3a2(3—x+3—x)+9a2(9€—2):3a2x:1—6.
r—2 1 r—1



e Six e [3,4],alors [z —2,2]N[0,2] = [z — 2,2], et
Vt e[z —2,2], f(t)f(z—1t)=9a?

donc

f*f(ﬂc)/2 9a2dt79(47x)a27973$
~Jea N 4 167

Cette fonction étant continue presque partout (elle est méme continue sur R, on en déduit (X et Y étant
indépendantes), qu'une densité de X + Y est :

% sizel0,1]
1
EZ'*Z Sl$€[1,2[,
VIE S Rv fX+Y(:r) = é—6 sl x S [2,3[,
9

Z2_ 2 ; 4
1 1% siTe€ (3,4],
0 sinon.

4. D’aprés le second théoréme de transfert, la variable aléatoire Z admet une espérance si et seulement si

+o0 2
/ (e® — 2)?f(x) dx converge absolument. Or, f étant nulle sauf sur [0,2], cette intégrale vaut / (e —
—00 0
2)2f(z) dz. Comme la fonction — (e® — 2)2f(z) est continue par morceaux sur [0,2], on en déduit que
I'intégrale est définie, donc convergente. Ainsi, Z admet une espérance, et

E(Z):—/(em72)2dx+—/(emf2)2dx
1/, 1/,
e 3 (7
:—/(62$—4ez+4)dx+—/(e2z—4e$—|—4)dx
4 Jo 4 )1
N G T 3Lt 2y g2 -
4<2(e 1) —4(e 1)+4>+4<2(e e’) —4(e*—e)+4
39 13, 3,
= 8+2€ 1 +8e =E(Z)|

5. X est a valeurs dans [0,2], donc eX — 2 est & valeurs dans [—1,e? — 2], donc (eX — 2)? est a valeurs dans
[0, (e — 2)2], puisque e* — 2 > 1.
Soit x € [0, (e — 2)2]. On a :

P(Z<z)=P((e* -2 <2)=P(—vVr<e® —2< Vo) =P2— Vo <e¥ <2+ V7)
e Si2—/z <0, doncsiz >4, alors I'événement [2 — /7 < eX] est 'événement certain, donc
P(Z <x) = P(eX <2+ z) = P(X <In(2+ V7)) = Fx(In(2 + Vx)).
e Si0< x<4,alors
P(Z<z)=Pn2—-vz) <X <In2+ V7)) = P(In(2 — Vz) < X < In(2 + V7)),
car X est une variable & densité (donc les probabilités ponctuelles sont nulles). Ainsi

P(Z < z) = Fx(In(2 + v/z)) — Fx (In(2 — V).

On a donc :
0 six <0
F(z) = Fx(In(2 + vx)) — Fx(In(2 — Vz)) siz € [0,4]
Fx(In(2 4+ V7)) siz €[4, (e —2)7
1 siz > (e —2)%

Or, Z étant I'image par une fonction continue d’une variable aléatoire, Z est une variable aléatoire. Donc Fz
est bien une fonction de répartition. De plus :



e Fy est de classe C! sur R\ {0, 1,2}, donc F est de classe C* en tout x tel que x # 0, x # 4, x # (e? — 2)?,
In(2 4+ /z) #0,1,2, In(2 — \/z) # 0,1, 2. Puisque les fonctions = — In(2 4+ /z) et  — In(2 — \/z) sont
strictement monotones (donc injectives), il y a au plus 9 valeurs de z en lesquelles Fz n’est pas de classe
C'. Donc Fyz est de classe C! presque partout.

e La fonction Fx est continue sur R, et les fonctions z — In(2 + v/z) et  — In(2 — \/z) sont continues
respectivement sur [0, (e? — 2)?] et sur [0,4[. Ainsi, d’aprés les régles de composition, Fy; coincide sur les
ouverts | — 00,0, ]0,4[, ]4, (2 — 2)?[ et ](e? — 2)2, +-00[ avec des fonctions continue, et elle est donc continue
sur ces intervalles. De plus, puisque Fx est continue :

* lim Fz(x)=0et lim = Fx(In2)— Fx(In2) =0. Ainsi, on a :
z—0~ z—0t

lim Fz(z) = Fz(0) = lim Fz(z),
z—0— x—0t
donc Fz est continue en 0.
x lim Fz(x) =Fx(4)— lim Fx(y)=Fx(4) = lim Fz(x)
r—4- Yy——0o0 z—4t
(la derniére égalité ne demandant en fait pas de vérification, puisque Fy est continue & droite, en tant
que fonction de répartition)

Ainsi Fz est continue en 4

((lim2) : Fz(z) = Fx(In(2 +e® — 2)) = Fx(2) = 1 = Fz((e? — 2)?),
z—((e2-2)2)~

et de méme, par continuité a droite de Fz, cela implique la continuité de Fy; en (e? — 2)2.
Ainsi, F; est continue.
On en déduit que Z est une variable aléatoire & densité, et, en dérivant Fy presque partout, il vient :

0 siz <0ousiz>(e? —2)?
Vo €R, fy(z) = mfx(ln@ + V1)) + mfx@ —Vz) size(0,4]
mfx(ln@ +/x)) siz € [4,(e* —2)%.
Or:
e In(2+ /x) € [0,1] si et seulement si 1 < 2+ /7 < e, donc si et seulement si 0 < x < (e — 2)? < 4,

)€ [0,1]

e In(2 + /z) € [1,2[ si et seulement si e <2+ /z < e, donc (e —2)? < z < (e — 2)?

e In(2 — /x) € [0,1] si et seulement si 1 < 2 — \/z < e, donc si et seulement si 0 < z < 1 (la deuxieme
condition étant automatiquement satisfaite pour tout x > 0)

e In(2 — /z) € [1,2] si et seulement si e < 2 — /z < €2, ce qui est impossible.

On obtient donc :

0 six<0ousix>4,
1 1 _ ;

8\/5(23+ VT) + 8\/5(21f NG siz €[0,(e—2)7]

BVERTVE) | BVAR V)

_— sixe[l,(e* —2)%.

8V (2 + V)

Ve e R, fz(x)=

size(e—2)%1]

Correction de ’exercice 19 —

1. Déterminons dans un premier temps le nombre de valeurs propres de A. Le réel A\ est valeur propre de A si
et seulement si A — Alz est non inversible, donc si et seulement si det(A — Alz) = 0. Or :

-1

-\
det(A — A\I3) = det ( v 2 — A

):—A(Qx—)\)+y:A2—2)\x+y.

On a A = 42% — 4y. Ainsi :

e si 22 —y > 0, A posséde deux valeurs propres distinctes dans R, donc, A étant de type 2 x 2, A est
diagonalisable ;

o si 22 —y = 0, A posséde une unique valeur propre dans R. Ainsi, si A était diagonalisable, A serait égal
a une homothétie Al3, ce qui n’est pas le cas, puisque son coefficient en position (1,2) est égal & —1, donc
non nul. Donc A n’est pas diagonalisable ;

e siz?2 —y =0, A n’admet pas de valeur propre réelle (Spg(A) = @). Ainsi, A n’est pas diagonalisable sur R.



Ainsi, A est diagonalisable dans M (R) si et seulement si 2% —y > 0.

2. Dans la suite, X et Y sont des variables aléatoires réelles, définies sur le méme espace probabilisé Q, A, P),
indépendantes, et qui suivent toutes les deux la loi uniforme sur [0,1]. On note Fx (respectivement Fy ) la
fonction de répartition de X (respectivement Y ).

(a) La variable X suit une loi uniforme sur [0, 1], donc une densité de X est la fonction :

1 size|0,1],
Vi €R, fx(:c){ sweld]
0 sinon.
La fonction de répartition de X est alors :
siz <0
VeeR, Fx(z)=<z si0<z<1
1 siz>1.

La variable aléatoire X2 est & valeurs dans [0, 1], donc :
Ve <0, Fx2(x) =0 et Vax>1, Fx2(z)=1.
Soit maintenant z € [0, 1[. Alors :

Fx:(v) = P(X* <) = P(-V& < X < V1) = Fx (V) - Fx (=) = V.

Ainsi :
0 six <0
Ve eR, Fxz2(z) =<9+7 si0<az<1
1 six > 1.

Comme X? est une variable aléatoire, Fix= est une fonction de répartition. Pour que X2 soit une variable
a densité, il suffit donc de vérifier que Fx= est continue sur R et de classe C! presque partout.

Or, Fx: coincide sur les ouverts | — 0o, 0], ]0, 1] et |1, +o0o[ avec des fonctions de classe C!, donc elle est
de classe C! sur R\ {0,1}. Elle est donc de classe C! presque partout, et continue, sauf éventuellement
en 0 et en 1. Mais :

lim Fxz2(z) =0= lim Fx2(x), et lim Fxz2(z) =1= lim Fx2(x),

z—0~ z—0t T—1- r—1t

Ainsi, F'x2 est continue sur R.
Par conséquent, Fx2 est bien la fonction de répartition d’une variable & densité, donc X2 est une variable
a densité, et une densité est obtenue en dérivant F'x2 presque partout, par exemple :

Ve ER, fxx(o) = {Sﬁ zinijo, !
On a Fy = Fx, et —Y prend ses valeurs dans [—1, 0]. Ainsi,
Ve < -1, F_y(x)=0 et Ve >0, F_y(zx)=1.
De plus, étant donné z € [—1, 0],
Fy(x)=P(-Y <2)=P(Y >-2)=1-P(Y < —2)=1-P(Y < —a)=1+uz,

I'avant derniére égalité découlant du fait que pour une variable & densité, les probabilités ponctuelles
sont nulles. Ainsi,

0 siz < —1
VeeR, Foy(x)=<1+x si —1<x2<0
1 siz > 0.

Comme précédemment, on vérifie facilement que F_y est continue sur R, et de classe C! sur R\ {—1,0},
donc —Y est une variable aléatoire & densité. On obtient une densité par dérivation presque partout,
par exemple :

1 sizel0,1],

0 sinon.

Vr € R, f,y(l') = {

10



(c) Calculons le produit de convolution de fyz et de f_y.

—+oo

Vi €R, fysxfoy(z)= / F2(®)foy(z —t) dt.

Soit z € R. La fonction fx2 est nulle sur Cr[0, 1], et la fonction ¢ — f_y (x —t) est nulle sur Cr[x, z + 1],

ainsi, la fonction g : t + fx2(t)f_y(z —t) est nulle sur Cg[0,1] N [z, z + 1].

e Siz+1<0,doncsiz< —1,alors [0,1] N [z,z + 1] = &, et g est nulle sur R, donc son intégrale
converge, et fx2 x f_y(z) = 0.

e Sizx<0<z+1<1,doncsize|[-1,0]alors [0,1]N[z,z + 1] = [0,z + 1], et

x+1 z+1 d
sz * f,y(.fC) = /0 sz (t)f,Y(SC — t) dt = A 2—\/2 dt.

Cette intégrale est bien convergente (intégrale de Riemann en 0, de paramétre %), et :

xz+1

s foyl@) = [VE] = Vel

e Si0<z<1<x+1,doncsizel01],alors [0,1]N[x,z + 1] = [z, 1], et

1 1
fX2 * f_y(w) = / fX2 (t)f_y(l' — t) dt = % dt.

Cette intégrale est bien convergente (si x # 0, I'intégrale n’est pas impropre, et si © = 0, c’est une
intégrale de Riemann en 0, de paramétre %), et :

[x2* foy(z) = [\/ET =1-a.

x

—+oo
e Sil <z alors [0,1]N[x, x4+ 1] =g, et fx2xf_y(x) :/ 0dt =0.

Ainsi, le produit de convolution de fx2 et f_y est :

ver+1l si —1<
Ve eR, fxexfoy(x)=h(z)=¢1—-yx si0<z

0 sinon.

<0
<1

Comme ce produit de convolution est continu presque partout (défaut éventuel de continuité uniquement
en —1,0et 1), et comme X et Y sont indépendantes (et donc aussi X2 et —Y), on en déduit que X% —Y
est une variable aléatoire & densité, dont une densité est donnée par fx= x f_y = h.

(d) D’apres la question 1, la probabilité p que la matrice M soit diagonalisable est :

“+oo 1
p:P(X2_Y>o):/ sz,y(t)dt:/l—\/Ezl——:—.
0 0 3 3
Correction de ’exercice 20 — (Questions indépendantes)

1. Soit Fy la fonction de répartition de Y et F_y la fonction de répartition de —Y . Pour commencer, le premier
théoréme de transfert assure que —Y est une variable aléatoire, puisque x — —z est de classe C!, strictement
décroissante, de dérivée ne s’annulant pas. Ainsi, on peut directement déterminer une densité de —Y en
dérivant sa fonction de répartition presque partout, sans autre justification a donner :

Ve e R, F_y(x)=P(-Y<z)=PY > -2)=1-PY <—-2)=1-P(Y < —x),

car Y est une variable & densité. Ainsi,

1-0 si—z <0
Vee R, F_y(z)=1—Fy(—z)=<1—(-2) si0<-2<1
1-1 si—x>1

11



Ainsi,

1 sixz >0
Vee R, Foy(z)=<1+2 si-1<2<0
0 siz < —1

Donc une densité de —Y est :
1 sixze[-1,0]

0 sinon.

Vz € R, f,y(l') = {

Ainsi, =Y < U([-1,0]). Lorsque nous aurons étudié les propriétés des lois uniformes, nous serons en mesure
d’affirmer cela directement.

A condition que le produit de convolution soit continu presque partout, une densité de X —Y est alors donné
par le produit de convolution fx * f_y, puisque X et Y (donc X et —Y) sont indépendants.
Calculons ce produit de convolution : pour tout z € R,

—+o0

ik*ﬁy@%i/ () foy (@ — ) dt.

— 00

Or, pour une valeur de z fixée, f_y (z —t) est non nulle (égale a 1) si et seulement si  — t € [—1,0], donc
t—ax €0,1], donc ¢ € [z, + 1]. Ainsi :

x+1 x+1
fxxfoy(z) = / fx(@) = l/ d l(Arctan(ac + 1) — Arctanz).

- T 2+l 7

Cette fonction étant continue sur R, et X et —Y étant indépendante (je préfére le rappeler, méme si je lai
mentionné plus haut déja), une densité de fx_y est :

Ve eR, |fx_y(z)= %(Arctan(z + 1) — Arctan(x)) |

. Remarquons d’abord que In X et InY sont définies pour presque tout w de Q) (la valeur X = 0 et Y = 0 étant
quasi-impossible). Donc In X et InY sont des variables aléatoires. De plus, In étant strictement croissante sur
R?, de dérivée ne s’annulant pas, d’aprés le premier théoréme de transfert, In.X et InY sont des variables
aléatoires a densité. Enfin, on remarque que In X et InY prennent leurs valeurs dans R_, donc une densité
de In X et de InY sera nulle sur Ry. On a alors :

VeeR_, Fhox(z)=P(lnX <z2)=P(X <e’) =Fx(e") =€,
puisque e® € [0, 1]. Ainsi, on obtient fi, x (égal & fi,y), en déruvant presque partout :

x

e’ siz <0

Ve € R, finx(z)= fy(z)= {

0  sinon.

Notons f cette fonction.
Puisque X et Y sont indépendantes, il en est de méme de In X et InY. Ainsi, une densité de In X +InY sera
donnée par f x f, & condition que ce produit soit continu presque partout.
Soit z € R. On a :
+oo 0
fet@ = [ swre-va= [ die-na
— oo —00

Or, x —t < 0 si et seulement si ¢ > x. Ainsi :
e six <0, alors

0 0 0
f*f(z):/ e'flxz—t) dt:/ ele” ! dt:/ e’ dz = —xe”;

e sixz >0, alors f* f(x) =0.
Ainsi, cette fonction étant continue sur R* (et méme sur R), et les variables In X et In Y étant indépendantes),
il s’agit d’une densité de In X +InY = In(XY) :

—xe¥ sixz <0
Vz € Ra fln(XY) (SC) {

0 siz > 0.

12



11 ne reste plus qu’a appliquer ’exponentielle : celle-ci étant strictement croissante, de classe C' et de dérivée
ne s’annulant pas, d’aprés le premier théoréme de transfert, XY est bien une variable aléatoire & densité. Elle
prend ses valeurs dans [0, 1], et, pour tout x €]0,1] :

Fxy(z) = P(XY < 2) = P(In(XY) <Inz) = Fuxy)(nx),

et donc ) i
fxv(z) = Efln(xy)(lnx) = ‘Inz-z=—Inuz.

On obtient donc au final une densité de XY par :

0 sinon.

-1 i 1
Vr € R, fXY(fU):{ na sioelo,d]

. Pour tout x € R, on a :
1 sizel0,1]

0 sinon .

fx(x) = fy(z) = fz(z) = {

Notons f cette fonction. Commencons par déterminer f « f. A condition que cette fonction soit continue
presque partout, il s’agira d’une densité de X + Y, puisque X et Y sont indépendantes.
Soit = € R.
“+o0
fef@=[ fOF-1 .

Or,
1 site[0,1]N[z—1,2]

0 sinon.

VtER, f(t)f(x—t) = {

On a donc la discussion suivante :
e Siz<0,oux>2alors[0,1]N[x—1,2] =, et donc f * f(z) =0;
e Si0O<z<1,alors [0,1]N[x—1,2] = [0, z], et donc

f*f(z)/ozldt:c;

e Sil<z<2 alors [0,1]N[x—1,2] =[x —1,1], et donc

1
f*f(z):/illdt:2—z.

La fonction obtenue est continue, sauf éventuellement en 0, 1 ou 2 (elle est en fait aussi continue en ces
valeurs, mais c’est inutile de le savoir), donc, puisque X et Y sotn indépendantes, il s’agit d’une densité de
X+Y:
0 sit<Qousit>2
vVt € R, fx+y(t) =9 site [0, 1[
2—x sitel(l,2].
Puisque X + Y et Z sont indépendantes, une densité de X +Y + Z est fxi+yv x fz, & condition que cette

fonction soit continue presque partout. Déterminons donc fx iy * fz.
Soit x € R. On a

—+o0
fewv el = [ fearOfz -0
Or, pour tout ¢t € R
t site0,1N[x—1,z]
fxev@)fzlz—t)=q2—t site[l,2]N[zr—1,1]
0 sinon.

Cela améne la discussion suivante :
e six < 0ousixz >3, alors, pour tout t € R, fxiv(t)fz(x —t) =0, donc fxiy * fz(x) =0.
e Siz e [0,1], alors [0,1[N[z — 1,2] = [0,z] et [1,2] N[z — 1,2] = &, donc

2

Ixty * fz(x) :/O tdt= %
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e Sixzell,2],alors [0,1[N[x — 1,z] = [z —1,1[ et [1,2] N[z — 1,2] = [1,«], donc :

—1)2 2—x)2% 1 3
@1 @-e? 1 s 3

1 1
2 2 2 2 2

[xyy *fz(w) = /

x—1

tdt+/ (2—t)dt =
1

e Size€[2,3],alors [0,1[N[z — 1,z] =@ et [1,2] N[z —1,2] = [z — 1,2], donc :

Prorwfze) = [ @-ar= B2

La fonction obtenue est de maniére évidente continue, sauf éventuellement en 0,1,2 ou 3. On peut vérifier
qu’en fait elle est continue aussi en ces points. Comme X + Y et Z sont indépendantes, il en résulte qu’une
densité de X +Y + Z est :

2
% sizel0,1]
3
2 .
—x“+3r— - sixell,?2
Ve €R, | fxiviz(z)= , 2 1.2l
B—=) :
5 siz e (2,3
0 sinon.

Correction de ’exercice 21 — (Oral ESCP)

1. La variable & densité Z est bornée, donc admet une espérance

On suppose de plus que pour tout = €]0,1[, g¢(1 —x) = g(x). Alors, le changement de variable de classe C!,
strictement décroissant, bijectif de ]0,1[ dans ]0, 1[ donné par t = 1 — x fournit :

E(Z):/O xzg(x) dx:—/0 (I—-t)g(1—t)(— dt):/o g(t) dtf/0 tg(t) dt =1— E(X),

en utilisant la relation g(1 — ¢) = g(t), et en se souvenant que 'intégrale sur tout son domaine d’une densité

est égale & 1. Ainsi,
1

2E(Z)=1 donc: E(Z) = o
Attention au fait que méme si Z est bornée, ce qui fournit automatiquement l'existence de E(Z), lintégrale
qui définit E(Z) peut étre impropre (mais convergente) : il est donc nécessaire de vérifier les hypothéses du
changement de variable pour les intégrales impropres.

2. La fonction sin est strictement croissante de [fg, g], et continue, donc, d’aprés le théoréme de la bijection,

sin réalise une bijection de cet intervalle sur I'intervalle image dont les bornes sont données par les images
des bornes de l'intervalle source, donc sur l'intervalle [—1,1].

Soit ¢ la réciproque de sin, définie sur [—1, 1].

De plus, la dérivée de sin est cos, qui ne s’annule qu’aux points —5 et 5 sur I'intervalle considéré. Ainsi, ¢
est dérivable sur [—1, 1], sauf aux points sin (g) et sin (fg) Ainsi, ¢ est dérivable sur | — 1, 1].
De plus :

1 1 o
cos(p(z)) \/1 — sin? p(a) V122

Vo el - 1,1, ¢'(z) =

puisque cos est positive sur 'intervalle [—g, %]
Evidemment,, vous aurez reconnu I’Arcsin. Cette fonction n'étant pas au programme, il faut savoir refaire
ce calcul.

3. Soit h : x + ———, définie sur )0, 1[. La fonction h est continue sur ]0, 1], donc les seuls impropretés de

vVa(l—x)

Iintégrales I sont aux points 0 et 1. De plus,

1 1

h(x)

1-1—z

3 1
2 dz dx
Or, les intégrales / — et / ——— convergent en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre = < 1 au
g y VT ) T—2 g q g p 2

voisinage d’une borne finie. Les intégrandes étant positives, le théoréme de comparaison des intégrales par
équivalence ameéne la convergence de 'intégrale I.
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5.

On a, pour tout z €]0, 1],

1\ 1 1
x(lz)zx2<z_) ==

Ainsi, en faisant le changement de variable ¢t = 2z — 1, de classe C!, strictement croissante, bijectif de ]0, 1|
sur | — 1,1[, on obtient :

1—(2z-1)%).

7 /1 dx / 2 dzx ! dt [ ; Timl T n T
= = = —_— = =—+ - =nm.
0o Vz(l—x) 0 V1—(2z—1)2 _1V1—#¢? lim, 2 2

. La fonction f est positive, continue sur R\ {0, 1}, par recollement de fonctions continues sur des ouverts

(elle est méme continue sur R, mais il est inutile de vérifier la continuité en 0 et 1), et d’aprés la question

précédente,
“+oo 1 I
/ f(x)dac:/ flz) de=—=1.
—00 0 ™

Ainsi, f est une densité de probabilité.
(a) On a, de maniére immédiate, pour tout z €]0,1[, f(1—=2) = f(z), donc E(X) = 3 d’aprés la question 1.
(b) On fait un calcul direct.
Tout d’abord, f étant a support borné, E(X) existe.

Faisons le changement de variables z = sin” §. La fonction sin est positive et strictement croissante sur
]0, Z[, donc sin® est strictement coissante sur ]0, Z|, de classe C', et bijective de ]0, Z[ sur ]0, 1[. De plus,
dx = 2 cosfsin x60 df

Ainsi :
7l/ x dt / 2sin’ 0 cos 6 d6
mJo Va(l = z) \/sm 6- (1 —sin?0)

et, les fonctions cos et sin étant positives sur ]0, 7,

s s

2 (2 sin®fcosfdf 2 (% 1 1 1 3
E(X):_/2 w:—/2Sin29d9:—/2(17cos(29)) 49 = = 9——8111(29)} -
0 sin @ cos T Jo ™ Jo ™ 2 0

]

N | —
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