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ECS 2 – Mathématiques

DM no 11 : Variables à densité

Exercice – Soit X →֒ γ
(

1

2

)

, Y =
√
X et B une variable discrète prenant uniformément ses valeurs dans {−1, 1},

indépendante de X . Soit Z = BY .

1. Déterminer une densité de Y .

2. Déterminer une densité de Z (on pourra exprimer sa fonction de répartition, en considérant le système complet

([B = −1], [B = 1])). Reconnaître la loi de Z et donner sans calcul son espérance et sa variance.

3. Donner plus généralement une densité de Z lorsque X →֒ Γ(b, ν), (b, ν) ∈ (R∗

+)
2. Comment choisir b et ν

pour que Z suive une loi normale centrée réduite ?

Problème –

On étudie dans ce problème le temps passé par une personne à la poste lorsqu’un certain nombre de guichets sont

ouverts et que plusieurs personnes se présentent simultanément.

Partie I – Étude d’un exemple

On suppose dans cette partie que 2 guichets sont ouverts et que trois personnes A1, A2 et A3 se présentent en même

temps à la poste, à un moment où il n’y a pas d’autre client. À l’instant t = 0, A1 et A2 s’adressent respectivement

aux guichets 1 et 2, et A3 attend qu’un des deux guichets se libère (la file étant commune aux deux guichets). On

suppose que la durée de passage au guichet de chaque personne Ai, i ∈ [[1, 3]], est une variable aléatoire Xi qui suit

la loi uniforme sur [0, 1], et que X1, X2 et X3 sont mutuellement indépendantes.

Soit E l’événement : « A3 quitte la poste en dernier ».

1. (a) Déterminer la loi suivie par X ′

2 = −X2.

(b) Déterminer une densité de probabilité ϕ1 de Y1 = X1 −X2.

En déduire la fonction de répartition Φ1 de Y1.

(c) Calculer la fonction de répartition Φ2 de la variable Z1 = |Y1|. En déduire une densité de probabilité ϕ2

de Z1.

(d) Justifier l’indépendance de Z1 et −X3. Calculer une densité ϕ3 de Z1 −X3. En déduire la probabilité

de [Z1 −X3 6 0]. Quelle est la probabilité de E ?

2. Soit T3 la variable aléatoire égale au temps total passé à la poste par A3.

(a) Exprimer T3 en fonction de X1, X2 et X3.

(b) Déterminer une densité de probabilité f de inf(X1, X2).

(c) Déterminer une densité de probabilité de T3

(d) Déterminer l’espérance mathématique de T3.

Partie II – Cas où les opérations sont de deux types différents

Les personnes se présentant à la poste y font soit une opération postale, soit une opération bancaire, souvent plus

longue. On suppose qu’une même personne ne vient pas à la fois pour une raison bancaire et pour une raison postale

Soit p ∈]0, 1[. On suppose qu’étant donné une personne A se présentant à la poste, cette personne A effectue une

opération postale avec une probabilité égale à p, et effectue une opération bancaire avec une probabilité égale à 1−p.

Si la personne A effectue une opération postale, la durée X de l’opération suit un loi uniforme sur [0, 1], et si la

personne A effectue une opération bancaire, la durée X de l’opération suit une loi uniforme sur [0, 2].
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1. (a) Déterminer la fonction de répartition de X , et vérifier qu’une densité de X est donnée par :

fX(t) =















0 si t 6∈ [0, 2]

1+p

2
si t ∈ [0, 1[

1−p

2
si t ∈ [1, 2].

(b) Déterminer l’espérance de X

2. On suppose que, face à 2 guichets libres, 3 personnes A1, A2, et A3 rentrent simultanément et que A1 et A2

s’adressent aux guichets 1 et 2 respectivement. Les temps de passage de A1, A2 et A3 sont notés X1, X2 et

X3. Ce sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant la même loi que la variable X de

la question précédente.

(a) En s’inspirant de la partie I, déterminer la probabilité de l’événement E que A3 sorte en dernier de la

poste.

(b) Déterminer la fonction de répartition de inf(X1, X2), et calculer son espérance.

(c) Déterminer l’espérance du temps T3 passé par A3 dans la poste

3. On suppose maintenant que le guichet 1 est réservé aux opérations postales, et que le guichet 2 est réservé

aux opérations bancaires. Ainsi, chaque personne se dirige avec une probabilité p vers le guichet 1 et avec

une probabilité 1− p vers le guichet 2.

(a) On suppose que, dans la même situation que précédemment, A3 vient effectuer une opération postale.

i. Quelle est la loi de la variable aléatoire N égale au nombre de personnes passant au guichet 1 avant

A3 ?

ii. Déterminer la fonction de répartition de T3, le temps total passé par A3 dans la poste.

iii. À quelle condition nécessaire et suffisante sur p est-il en moyenne plus intéressant pour un individu

d’avoir des guichets séparés pour les deux types d’opération, si l’individu se présente en même temps

que deux autres, mais en troisième position, dans une poste initialement vide, et qu’il souhaite faire

une opération postale.

Indication : on pourra admettre que la formule de l’espérance totale est valable aussi pour les

variables à densité, et l’utiliser ici sans justifier sa validité.

Partie III – Cas d’un nombre plus grand de guichets

On suppose dans cette question que n guichets sont ouverts au public et que n personnes A1, . . . , An se présentent

à la poste à l’instant t = 0 et s’adressent à l’un des guichets, les n guichets étant ainsi tous occupés à l’instant

t = 0. On suppose que la durée de passage au guichet de Ai, i ∈ [[1, n]], est une variable aléatoire Xi qui suit la loi

exponentielle de paramètre λ > 0. Les variables Xi, i ∈ [[1, n]], sont mutuellement indépendantes.

1. Soit Un la variable aléatoire égale au temps passé au guichet par la personne qui a, la première, terminé

sa démarche administrative. Déterminer la loi de Un. Quelle loi reconnaît-on ? Donner son espérance et sa

variance.

2. Soit Vn la variable aléatoire égale au temps passé au guichet par la personne qui a, la dernière, terminé sa

démarche administrative. Déterminer la fonction de répartition de Vn. En déduire une de ses densités de

probabilité et montrer que son espérance mathématique est donnée par :

E(Vn) =
1

λ

n−1
∑

k=0

(−1)k

k + 1

(

n

k + 1

)

.

3. Soit t un réel strictement positif. On désigne par Wt la variable aléatoire égale au nombre de personnes

ayant terminé leur démarche administrative à l’instant t. Déterminer la loi de Wt, ainsi que son espérance

mathématique.

Indication : on pourra considérer, pour chaque personne i, l’épreuve de Bernoulli consistant à ce que Xi

prenne une valeur inférieure ou égale à t.
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