LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour lundi 26/09/2011
ECS 2 — Mathématiques

DM n° 2 — Série
DEVOIR FACULTATIF

Probléme — Equivalents et développements asymptotiques de séries liées aux diviseurs

Pour tout n € N*, on note o, = Z 1, le nombre de diviseurs de n, et 7, = Zd, la somme des diviseurs de n.
dln d|n

Ces deux sommes indexées par d|n sont les sommes prises sur tous les entiers d € N* divisant n.

Le but de ce probléeme est d’étudier le comportement & Uinfini des sommes partielles des séries > oy, €ty Ty

On pourra admettre dans l’ensemble du probléme que

= 2
dos=% (1)
n=1

Questions préliminaires
Soit > ap, et > b, deux séries convergentes a termes positifs, et soit (1 )nen €t (Sn)nen les suites de leurs restes :
+o0 —+o0
vneN, r, = E a, et s, = E b,,.
k=n+1 k=n-+1

On suppose de plus que a, ~ b,. On montre dans ces questions préliminaires qu’alors v, ~ Sy.
+oo +oo

+oo +oo +oo
1. Soit £ > 0. Justifier que : AN €N, Vn > N,(1—¢) > b < > ar<(l+e) > b
k=n+1 k=n+1 k=n+1

2. En déduire que r, ~ s,.
—+o0

PARTIE I — Comportement a ’infini des sommes partielles et restes des séries de Riemann

1. Soit a € R, et f : [a, +00o[— R4 une application continue décroissante. Montrer que :

p+1 p D
Vn = a, Vp = n, / f(z) do < Z f(k)g/ f(z) da.
n+1 k=n+1 n
1 X1 1
2. (a) En déduire que pour tout o > 1 et tout n > 1, RN < k_ZH Ta < m.
00 B
L . 1
(b) Donner un équivalent simple de Z —— en +00.
k=n+1

P
1
3. (a) Déduire de la question 1 que Z — ~ Inp.
k p—+oo
k=1
1
(b) Soit, pour tout n € N*, u,, = <Z E) —1Inn, et v, = Upi1 — Un.
k=1
En étudiant la convergence de Y v,,, montrer que (up)nen+ admet une limite v, que ’on ne demande
pas de déterminer (cette limite s’appelle constante d’Euler).
Indication : utiliser une des deux formules admises en (1) pour obtenir un équivalent de (v,,) en +oo.
+oo

1 ) . . M A A . _1
(c) A l'aide de certaines questions précédentes, montrer que : Z Vg fodiewe
k=n
= "1 1 1
(d) En exprimant kz: vt en fonction de v et u,, en déduire que : ; 7= Inn+~+ o +o (ﬁ) )
=N =



PARTIE IT — Comportement a I’infini des sommes partielles de > o,
On note, pour tout n € N*, S, = Zak etT, = Zm
k=1 k=1

1. Les séries > o, et > 7, convergent-elle ?

2. Justifier que pour tout n € N*, S, = Card ({(d,q) € (N*)* | dg < n}).
3. Soit, pour tout n € N* : A ={(d,q) e N)? | d < Vnet ¢ </n}

Bn:{(d,q)e(N*)Q|d<\/ﬁet\/ﬁ<q<

a3
—

an{(d,q)E(N*)2|q<\/ﬁet\/ﬁ<d<

|3
—

Justifier que pour tout n € N*, S,, = Card(4,) + Card(B,,) + Card(C),).
4. (a) Montrer que pour tout n € N*, Card(4,) = (E (\/ﬁ))2 ou E(y/n) désigne la partie entiére de /n.
(b) Montrer sans calcul que pour tout n € N*, Card( n) = Card(C),).

(c) Montrer que pour tout n € N*, Card(B Z E ( ) (E(vn))?.

(d) En déduire que pour tout n € N*, G,, < S, < Dn, ou :

5. (a) Justifier que In <1 +0 <%)> =0 <%), et que E(v/n) = v/n+ O(1).
(b) En déduire, a I’aide de résultats de la partie I, que D,, = nlnn + (2v — 1)n + O(y/n).
(c) Montrer que pour tout n € N*, G,, = D,, — 2/n+ 1 —2E(y/n).
(d) En déduire que G,, = nlnn+ (2y — 1)n 4+ O(y/n).
(e) Montrer que S,, = nlnn+ (2y — 1)n + O(y/n). Donner un équivalent simple de S,,.
(f) Etudier la convergence de Z — suivant la valeur de a € R.

Indication : pour o =1, on pourm se servir de I-1, avec une valeur adéquate de n.

PARTIE III — Comportement a ’infini des sommes partielles de }_ 7,

n

1
1. Montrer que pour tout n € N*, T}, = Z EE (E) (E <E> + 1>.
q

q=1 q

2. En déduire pour tout n € N* un encadement de 7,.

+oo
R 1 1
3. A l’aide de la partie I, justifier que Z — =0 (—) .
g=n+1 n

(7n)?

4. En déduire, en vous inspirant de la question II-5, que T;,, = ETH

+ O(nlnn).

1
5. En justifiant que si (uy,) tend vers 0, (1 +u,) /2 =1— 3 Un + o(uy, ), montrer que :

1 :2_\/§_|_O ln_n .
VT, ™

n2

n

6. En déduire que Z —
VT,

converge.



