LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le vendredi 18/11,/2011
ECS 2 — Mathématiques

DM n° 7 : Intégrales impropres

Exercice 1 - (EDHEC 1999)

Une urne contient une boule noire et n — 1 boules blanches, n désignant un entier supérieur ou égal a 2.

On vide l'urne en effectuant des tirages d’une boule de la maniére suivante : le premier tirage s’effectue sans remise,
le deuzieme s’effectue avec remise, le troisieme s’effectue sans remise...

D’une maniére générale, les tirages d’ordre impair s’effectuent sans remise et les tirages d’ordre pair s’effectuent
avec remise de la boule tirée.

1. (a) Quel est le nombre total N de tirages effectués lors de cette épreuve ?
(b) Pour j éléments de [1,n — 1], combien reste-t-il de boules avant le 2j-iéme tirage ? Combien en reste-t-il
avant le (25 + 1)-iéme tirage ?
On désigne par X, la variable aléatoire qui vaut 1 si la boule noire est obtenue au k-iéme tirage (que ce soit

la premiére fois ou non) et 0 sinon. On désigne par X la variable aléatoire égale au nombre d’apparitions de

la boule noire lors de cette épreuve.
2. (a) Calculer P(X; =1), P(Xy=1).
(b) Pour tout entier naturel j de [1,n — 1], calculer P(X2;41 = 1) et P(Xg; = 1).
(¢) En déduire la loi suivie par toutes les variables Xj.
3. Pour tout j élément de [1,n], on note U; I'événement : « on obtient la boule noire pour la premiére fois au
(2j — 1)-iéme tirage. »

(a) En considérant I’état de I'urne avant le (2n — 2)-iéme tirage, montrer que P(U,) = 0.
n—>J

n(n—1)

(b) Exprimer I’événement [X = 1] en fonction des Uj, puis en déduire la valeur de P(X = 1).

(c) Montrer que P(X =n) = =

n!”

Montrer que : Vj € [1,n], P(U;) =

2n—1
4. Montrer que X = Y. Xy, puis en déduire Pespérance de X.
k=1

5. Soit ¢ un entier naturel compris entre 0 et n — 2.

(a) Pour tout j de [1,2n — 2i — 2], donner la valeur de :

P(X2i+j+1 =1 | X2i+1 = 1)

1
(b) En déduire que : Vj € [1,2n — 2i — 2], cov(Xai+1, Xaitj+1) = ——5-
n
6. Soit ¢ un entier naturel compris entre 1 et n — 1.
1
(a) Montrer que : Vk € [I,n —i — 1], P(Xoiqor =1| Xo; =1) = .
n—1i
1
(b) Montrer que; Vk € [1,n —i—1], P(Xojjor+1 =1]Xo;=1)= -
n—i
;
En dédui 1Yy 1,2n— 21— 1 Xoi, Xojrj) = —————=.
(c) En déduire que : Vj € [1,2n —2i — 1], cov(Xa;, Xoit;) e
n—1
2 1 —1 2 1
7. Montrer que la variance de X est V(X) = (TL+—)2(H) - — Z -.
n ne



Exercice 2 — (ESCP 2010)

Soit (Xp)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (€2, A, P) et
suivant toutes la loi géométrique de paramétre p, avec 0 < p < 1.

On pose ¢ = 1 — p et on note « un réel strictement positif et différent de 1.

1
L’objet de cet exercice est de calculer la probabilité que la série de terme général — e soit convergente, ¢’est-a-dire
n

de calculer la probabilité de I’événement "

1
A={weQ| Z ———— converge}.

= n® X, (w)

1. Calculer la probabilité de A lorsque o > 1.
On suppose désormais que a €]0,1[; on pose B =1 — a.
2. (a) Montrer que pour tout k& de N, on a :

oo

P <G (X, > nB]> <> g
n=~k n=~k

(b) Etudier la convergence de la série de terme général q"ﬁ_l.

A . . ﬁ
(c¢) En déduire kEIJPooP (Uk[Xn >n ])

(d) En déduire que P (2, (Up”,[Xn > nP])) = 0.

Dans la suite de ’exercice, on note :

Ag = {w € Q| X, (w) >n” pour un nombre fini de valeurs de n uniquement}.

k=1
(b) Montrer que P(A4g) = 1.

n=~k

3. (a) Montrer que Ag = U (m (X, < nﬂ]>

4. (a) Montrer que pour tout w € Ag, la série de terme général - est divergente.

n* X, (w)

(b) En déduire la probabilité de événement A.



Probléme 1 - (ESCL 2001) — Endomorphismes cycliques

Rappel

Pour tout entier n > 1, l’équation z™ = 1, d’inconnue z appartenant a C, admet exactement n racines complezes
distinctes, qui sont :

. o 21
Le? ... e D guecd = .
n

Définitions
Soit E un espace vectoriel sur C.
e On note idg application identique de E.
e Pour tout endomorphisme f de E, on note f° =idg, et pour tout entier naturel k, f*t1 = fFo f.
e Soit p € N*. On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p sl existe un élément xog de E vérifiant
les trois conditions suivantes :
(i) fP(wo) = o
(ii) la famille (xo, f(20), ..., P~ (z0)) est génératrice de E
(iii) la famille (zo, f(x0), ..., fP~ (o)) est constituée d’éléments deux a deur distincts.

La famille (xo, f(z0),..., fP1(x0)) est alors appelée un cycle de f.

Partie I — Etude d’un exemple

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension 3, et B = (e1,eq,e3) est une base de E.

On consideére l’endomorphisme [ de E dont la matrice associée dans la base B est :

1 2 2
A=11 1 2
-2 -2 -3

1. Vérifier que (eq, f(e1), f2(e1)) est une base de E, et déterminer la matrice associée a f relativement & cette
base.

2. Montrer que f est cyclique d’ordre 4, et que (e1, f(e1), f2(e1), f3(e1)) est un cycle de f.
3. Montrer que f* =idg.

4. Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de E constituée de vecteurs propres de f.

Partie IT — Cas général

Dans cette partie, E est un espace vectoriel sur C de dimension n, et on considére un endomorphisme f de E
cyclique d’ordre p.
Soit (zo, f(x0),--., P (wo)) un cycle de f.

1. Montrer que p > n

2. Montrer que fP = idg. En déduire que f est bijective.

3. On note m le plus grand des entiers naturels k tels que la famille

($Oa f(:CO)v SRR fk_l(‘ro))
est libre.

(a) Montrer que f™(z0) est combinaison linéaire des m vecteurs xg, f(2o), - -, f™ *(z0)-

(b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel k& supérieur ou égal & m, le vecteur f*(zg) est

combinaison linéaire des m vecteurs zo, f(zo), ..., f™ (o).



(c) En déduire que m = n et que la famille (zo, f(z0), ..., f™ 1(xo) est une base de E.

4. On note ag,a,...,a,_1 les n nombres complexes tels que :
F™(x0) = aozo + a1 f(xo) + azf*(x0) + -+ + an_1 /""" (20).
(a) On considére ’endomorphisme g de E défini par :
g=aoidg +a1f +asf>+ - +an_1f" "

Montrer : Vk € N, g(f*(z0)) = f**(z0).
En déduire : f* = apidg +a1f +asf?+ -+ an_1f" L.

(b) Déterminer la matrice associée a f relativement a la base
(SCo, f('ro)v SRR fnil(zo))

a l'aide des coefficients ag, a1, ..., Gn_1.
(¢) Montrer : VA € C, rg(f — Midg) = n — 1.
En déduire que les sous-espaces propres de f sont de dimension 1.

5. On suppose dans cette question que f est cyclique d’ordre n (et dim E = n). Soit (xo, f(x0),- .-, f* (20))
un cycle de f.

(a) Montrer que si un nombre complexe A est valeur propre de f, alors A" = 1.
(b) Déterminer la matrice associée a f relativement a la base (zq, f(zo, ..., f* 1(x0)).

(c) Montrer que f est diagonalisable en déterminant une base de F constituée de vecteurs propres de f.



