LyCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le jeudi 08/12,/2011
ECS 2 — Mathématiques

DM n° 8 : Diagonalisation

Exercice — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables? Si oui, les diagonaliser.

9 9 3 -1 1 1 5 —1 1 -3
0 1 11-2 2 0 2 2 2 1 -3
M, = ) My = 3 -1, Ms =S My =
-2 3 L1 2| -4 2 4 4 -2 5 —6
-1 -1 1 5 4 -2 2 -3
10 00
. . . o ., .10 1 0 O
Trouver une base dans laquelle la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a M3 est égale a 00 2 1
0 00 2
Probléme —
Soit n un entier supérieur ou égal ¢ 2. On désigne par I,, la matrice unité de M.,,(C).
On consideére un n-uplet (ag, a1, . ..,an—1) de C" et le polynome P = X" + ap 1 X" 1+ + a1 X + ao.
0 -+« v o 0 —a
1 . (0) R
. Iy 0 '
On note C' la matrice de M,,(C) définie par C =
: (0) o0 —Qap—2
0 -+ -+ 0 1 —ap
On dit que C est la matrice compagnon du polynome P.
On note By = (e1,...,e,) la base canonique de C", et on appelle f 'endomorphisme de C™ tel que C' soit la matrice

associée & f relativement a la base By.
On note fO =id et, pour tout entier naturel k, f*+1 = f*o f.

1. (a)
(b)

Exprimer, pour tout ¢ € [1,n — 1], f(e;) en fonction de e;41.

En déduire : Vj € [1,n — 1], f7(e1) = ej41, et f(e1) = —(aper + arez + - + an_16€,).

2. Soit g I'endomorphisme de C" défini par g = f™ + a,_1f" 1 + -+ + a1 f + apid.

(a)
(b

)
()
)

=

Veérifier : g(e1) = 0.

Montrer : Vi €N, go fi = flog.

En déduire : Vi € [1,n], g(e;) = 0.

Montrer que le polynéme P est annulateur de I’endomorphisme f.

Application 1 : Déterminer une matrice A € Mj5(C) telle que A% = A3 + 242 + I5.

Etablir que toutes les valeurs propres de C sont des racines du polynéme P.

Soit Q = g + 1 X + - + 1 X" ! un polynéme non nul de degré inférieur ou égal & n — 1. On note
Q(f) 'endomorphisme de C™ défini par Q(f) = apid + a1 f + -+ a1 f* L

Calculer Q(f)(e1)-

En déduire qu’il n’existe pas de polynéome non nul, de degré inférieur ou égal a n — 1, et annulateur de
f-

Soit A\ une racine de P.

Il existe donc un unique polynéme R € C[X] tel que P = (X — A)R.

Veérifier que (f — Aid) o R(f) = 0, ot 0 est ’endomorphisme nul de C™.

Conclure que toutes les racines du polynéme P sont des valeurs propres de C.



4. (a) Montrer que, pour tout nombre complexe z, la matrice C' — zI,, est de rang supérieur ou égal & n — 1.

En déduire que chaque sous-espace propre de C' est de dimension 1.

(b) En déduire que C est diagonalisable si et seulement si P admet n racines deux & deux distinctes.

0 0 01

c s . 10 00 ) )

5. (a) Application 2 : Montrer que la matrice A, = 010 0 de M4(C) est diagonalisable.

0 01 0
0 00 4

s . 1 00 -8 . .

(b) Application 3 : Montrer que la matrice Ay = 01 0 3 de M4(C) n’est pas diagonalisable.

001 2

6. On note B = 'C la transposée de C.

(a

=
S~—

—
o

)

-

Montrer que, pour tout nombre complexe ¢, la matrice (B — tI,,) est inversible si et seulement si la

matrice (C' — tI,,) est inversible.
En déduire que les matrices B et C' ont les mémes valeurs propres.

Soit A une valeur propre de B. Déterminer une base du sous-espace propre de B associé a .

On suppose que le polynéme P admet n racines Ay, ..., A, deux a deux distinctes. Montrer que B est
1 1 e 1
A\ Ao A
diagonalisable, et en déduire que la matrice V = AT An o AL | est inversible (il s’agit des
1 -1 _
Y

matrices dites « de Vandermonde »)

7. Soit & un C-espace vectoriel de dimension n, et u un endomorphisme de F admettant n valeurs propres

U1y, py deux & deux distinctes.
L’endomorphisme wu est donc diagonalisable et on note £ = (g1, ...,&,) une base de E constituée de vecteurs
propres de u respectivement associés a fi1,. .., fiy.

a) doit a =¢€1 + €2+ --- +&,. Montrer que la famille 5, = (a,u(a),...,u"" *(a)) est une base de E.
Soi M la famille B n—1 b de £

(b) Montrer qu’il existe un polynéome P; = X" + b, 1 X" 1+ .-+ b X + by tel que la matrice associée & u

relativement a la base B, soit la matrice compagnon du polynéme P;.



