
Ly
ée La Bruyère, Versailles Samedi 15/10/2011ECS 2 � Mathématiques DS no 2 : Intégrales impropresProblème 1 � (EDHEC 2007)On désigne par n un entier naturel non nul et, dans les deux premières parties de 
e problème, on 
onsidère uneurne 
ontenant une boule blan
he et n − 1 boules noires. Trois joueurs notés A, B et C tirent à tour de r�le uneboule de 
ette urne dans l'ordre suivant : A joue le premier, B joue après A, C joue après B, puis A joue après Cet
. Le gagnant est le premier des trois qui extrait la boule blan
he.Pour tout k de N, on note Ak (resp. Bk, Ck) l'événement � A (resp B, C) gagne la partie lors du k-ième tirage �.On note A (resp. B, C) l'événement � A (resp B, C) gagne la partie �.L'obje
tif de 
e problème est de 
omparer les probabilités P (A), P (B) et P (C) selon le mode de tirage et, dans latroisième partie, ave
 une urne remplie aléatoirement.Partie I � Les tirages se font ave
 remise de la boule tirée1. Pour tout k de N, 
al
uler P (A3k+1), P (B3k+2) et P (C3k+3).2. En déduire P (A), P (B) et P (C) et véri�er que P (A) > P (B) > P (C). Ce résultat était-il prévisible ?Partie II � Les tirages se font sans remise de la boule tirée.1. Montrer que, pour tout entier naturel k tel que 3k + 3 6 n :
P (A3k+1) = P (B3k+2) = P (C3k+3) =

1

n
.2. (a) On suppose dans 
ette question que n = 3m + 1, ave
 m ∈ N. Montrer que

P (A) =
m + 1

3m + 1
, P (B) = P (C) =

m

3m + 1
.(b) On suppose, dans 
ette question, que n = 3m + 2, ave
 m ∈ N. Montrer que :

P (A) = P (B) =
m + 1

3m + 2
, P (C) =

m

3m + 2
.(
) On suppose, dans 
ette question, que n = 3m + 3, ave
 m ∈ N. Montrer que :

P (A) = P (B) = P (C) =
1

3
.3. Con
lure.Partie III � Les tirages se font sans remise, dans une urne remplie aléatoirement.L'urne est remplie de la façon suivante : on lan
e une piè
e qui donne � pile � ave
 la probabilité p (0 < p < 1), et� fa
e � ave
 la probabilité 1 − p. On pose q = 1 − p.On note N la variable aléatoire égale au rang du premier � pile � obtenu lors de 
es lan
ers.Si N prend la valeur n (n ∈ N

∗), on pla
e une boule blan
he et n − 1 boules noires dans l'urne et on pro
ède àl'expérien
e dé
rite dans l'introdu
tion, sans remise des boules tirées.1. (a) En utilisant 
ertains résultats de la partie II, donner, en fon
tion de m, les valeurs de P[N=3m+1](A),
P(N=3m+2)(A) et P[N=3m+3](A).(b) En déduire que P (A) =

pq2

3(1 − q2)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 1
q3mp.2. De la même façon, établir que P (B) =

pq2

3(1 − q3)
+

+∞
∑

m=0

m + 1

3m + 2
q3m+1p +

+∞
∑

m=0

m

3m + 1
q3mp.3. Déterminer, toujours de la même façon, une expression analogue de P (C).4. Con
lure. 1



Dans les 3 questions suivantes, on 
her
he à déterminer une expression intégrale de P (A).5. (a) Pour tout x de [0, 1[ et tout n de N
∗, é
rire expli
itement n−1

∑

m=0

x3m en fon
tion de x et n.(b) En déduire que n−1
∑

m=0

q3m+1

3m + 1
=

∫ q

0

dx

1 − x3
−

∫ q

0

x3n

1 − x3
dx.(
) Établir en�n que +∞

∑

m=0

q3m+1

3m + 1
=

∫ q

0

1

1 − x3
.6. Montrer que la même façon, que +∞

∑

m=0

q3m+2

3m + 2
=

∫ q

0

x

1 − x3
dx.7. (a) Déterminer les 
onstantes a, b, c et d telles que, pour tout m de N :

m + 1

3m + 1
= a +

b

3m + 1
et m + 1

3m + 2
= c +

d

3m + 2
.(b) En déduire que P (A) =

1

3
+

p

3q

∫ q

0

2 + x

1 − x3
dx.8. Établir en�n que, lorsque p = 1

2 , on a P (A) >
17
24 .Les questions de la �n de 
ette partie ne sont pas dans le sujet original9. (a) Déterminer des réels α, β et γ tels que

∀x ∈ R \ {1},
x + 2

1 − x3
=

α

x − 1
+

βx + γ

x2 + x + 1
.(b) En déduire, en fon
tion de q, l'expression de ∫ q

0

2 + x

1 − x3
dx.(
) Déterminer la limite, lorsque p tend vers 0 (don
 q tend vers 1) de P (A). Le résultat est-il logique ?(d) Déterminer la limite, lorsque p tend vers 1, de P (A). Le résultat est-il logique ?10. Montrer que la fon
tion p 7→ P (A) est stri
tement 
roissante sur ]0, 1[, et en déduire que pour tout p ∈]0, 1[,

p(A) > 1
3 .Partie IV � Simulation informatiqueOn dé
ide de 
oder l'événement � on obtient la boule blan
he � par le nombre 0On rappelle que la fon
tion random renvoie, pour un argument n de type integer (ave
 n > 1) un entier aléatoire
ompris entre 0 et n − 1.1. Compléter le programme Pas
al suivant pour qu'il simule l'expérien
e aléatoire dé
rite dans la partie I et ena�
he le vainqueur.program edhe
_2007;var a,b,
,n:integer;beginreadln(n); randomize;repeata:=random(n);if a=0 then ............else beginb:=............;if b=0 then ..............else begin
:=...............;if 
=0 then ..............;end;end;until (a*b*
=0);end.2. Modi�er 
e programme pour qu'il a�
he qui est le vainqueur de 
e jeu dans le 
adre de la partie II.2



Problème 2 �Le but de 
e problème est d'étudier la nature de 
ertaines séries dont l'intégrale de Diri
hlet ∫ +∞

0

sin t

t
dt est un
as parti
ulier.Partie I � L'intégrale de Diri
hlet I =

∫ +∞

0

sin x

x
.1. Montrer que I est 
onvergente. (On pourra faire une intégration par parties)2. Soit, pour tout n ∈ N, In =

∫ π

2

0

sin((2n + 1)t)

sin t
dt.(a) En utilisant une formule de trigonométrie, montrer que pour tout n ∈ N

∗, In − In−1 = 0.(b) En déduire In pour tout n ∈ N.3. (Lemme de Lebesgue) À l'aide d'une intégration par parties, montrer que si f est une fon
tion de 
lasse C1sur l'intervalle [a, b], alors Jn =

∫ b

a

f(t) sin(nt) dt tend vers 0 lorsque n tend vers +∞.4. Montrer que l'appli
ation dé�nie sur ]

0, π
2

] par f(t) =
1

t
−

1

sin t
peut être prolongée par 
ontinuité en unefon
tion de 
lasse C1 sur [

0, π
2

].5. En déduire que I = π
2 .Partie II � Étude d'intégrales du type ∫ +∞

0

sin(t)f(t) dt1. Soit f une fon
tion de 
lasse C1 sur R+, dé
roissante de limite nulle en +∞.(a) Justi�er que ∫ +∞

0

f ′(t) dt est 
onvergente(b) En déduire, à l'aide d'une intégration par parties, que ∫ +∞

0

sin tf(t) dt est 
onvergente.2. On suppose toujours que f est une fon
tion 
ontinue sur R+, dé
roissante de limite nulle en +∞, mais fn'est i
i pas né
essairement dérivable.(a) A l'aide d'un 
hangement de variables, montrer : ∀n ∈ N, ∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt >

∫ (n+2)π

(n+1)π

| sin t|f(t) dt.(b) Montrer que lim
n→+∞

∫ (n+1)π

nπ

| sin t|f(t) dt = 0.(
) En déduire que la série de terme général un =

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt est 
onvergente.(d) En déduire en�n que ∫ +∞

0

sin tf(t) dt 
onverge.3. On suppose que ∫ +∞

0

f(t) dt est divergente, f étant toujours 
ontinue, dé
roissante et positive.(a) À l'aide d'un théorème du 
ours qu'on rappellera ave
 pré
ision, montrer que +∞
∑

n=1

f(nπ) diverge.(On pourra au préalable faire un 
hangement de variable simple dans l'intégrale ∫ +∞

0

f(t) dt).(b) Montrer que pour tout n ∈ N
∗, ∫ nπ

(n−1)π

| sin t|f(t) dt > 2f(nπ).(
) En déduire que lim
n→+∞

∫ nπ

0

| sin t|f(t) dt = +∞, puis que ∫ +∞

0

| sin t|f(t) dt diverge.
3



4. On suppose maintenant que f est une fon
tion 
ontinue sur R+, admettant une limite �nie non nulle, ouin�nie.(a) Montrer qu'il existe deux réels δ > 0 et x0 > 0 tels que pour tout x > x0, |f(x)| > δ, et que f est designe 
onstant sur ]x0, +∞[.(b) Montrer que pour tout n tel que nπ > x0, ∣

∣

∣

∣

∣

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

> 2δ.(
) En 
onsidérant la série de terme général un =

∫ (n+1)π

nπ

sin tf(t) dt, montrer que l'intégrale ∫ +∞

0

sin tf(t) dtdiverge.(d) À quelle 
ondition né
essaire et su�sante sur α l'intégrale ∫ +∞

1

sin t

tα
dt est-elle semi-
onvergente ?absolument 
onvergente ? divergente ?(e) À quelle 
ondition né
essaire et su�sante sur α et β > 0 l'intégrale ∫ +∞

1

sin(tβ)

tα
dt est-elle semi-
onvergente ? absolument 
onvergente ? divergente ? (on pourra faire un 
hangement de variables)5. Cas où f est dérivable positive de limite nulle, mais pas dé
roissante.On 
onsidère f : x 7→

sin x + 1

x
.(a) Établir la 
onvergen
e de ∫ +∞

1

cos(2x)

x
, et en déduire la divergen
e de ∫ +∞

1

sin2 x

x(b) Quelle est la nature de ∫ +∞

1

sin tf(t) dt ? Con
lure.Partie III � Étude d'intégrales du type ∫ +∞

1

s(t)f(t) dt où s est périodiqueSoit T un réel stri
tement positif. On suppose dans 
ette partie que s est une fon
tion périodique et 
ontinue sur
R, de période égale à T .1. On suppose que ∫ T

0

s(t) dt = 0 et que f est de 
lasse C1 sur [1, +∞[, dé
roissante et de limite nulle.(a) Justi�er l'existen
e d'une primitive S de s, et véri�er que toute primitive S de s est T -périodique.(b) En déduire que toute primitive S de s est bornée.(
) En vous inspirant de II-1, montrer que pour tout α > 0, ∫ +∞

1

s(x)f(x) dx est 
onvergente.2. On suppose que ∫ T

0

s(t) dt 6= 0 et que ∫ +∞

1

f(t) dt diverge, f étant toujours dé
roissante et positive de limitenulle.(a) Montrer qu'il existe un réel m 6= 0 tel que ∫ T

0

(s(t) − m) dt = 0.(b) Justi�er que ∫ +∞

1

(s(t) − m)f(t) dt est 
onvergente, et en déduire que ∫ +∞

1

s(t)f(t) dt est divergente.3. Exemple.(a) À l'aide des résultats de 
ette partie, montrer que pour tout n ∈ N, et tout α > 0, l'intégrale
∫ +∞

1

sinn x

xα
dx est :

• divergente si n est pair et α ∈]0, 1],
• 
onvergente dans les autres 
as, 
'est-à-dire si n est impair, ou si n est pair et α > 1.(b) En déduire que pour tout α ∈]0, 1

2 ], l'intégrale ∫ +∞

1

sin x

xα + sin x
dx est divergenteIndi
ation : faire un développement limité en la variable u = sin x

xα
.

4


