
Ly
ée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Probabilités 1 � Probabilités générales : révisionsExer
i
e 1 � J'ai des disques de n 
ompositeurs. Je suppose que lorsque j'é
oute un disque d'un 
ompositeurdonné, la probabilité que j'é
oute un disque du même 
ompositeur ensuite est 1
2 . La probabilité que j'é
oute undisque d'un autre quel
onque des 
ompositeurs qui ornent ma CD-thèque est de 1
2(n−1) .1. Soit k ∈ N

∗. Le premier disque que j'é
oute est de Ba
h. Probabilité que les k premiers disques é
outés soientde Ba
h.2. Soit k ∈ N
∗. Le premier disque é
outé est quel
onque. Probabilité que les k premiers disques soient de
ompositeurs tous di�érents.3. Le k-ième disque que j'é
oute est de Ba
h.(a) Probabilité que le (k − 1)-ième ait aussi été de Ba
h.(b) Probabilité que les (k − 2)- et (k − 1)-ièmes ait été de Ba
h.(
) Probabilité que le (k − 2)-ième ait été de Ba
h.Exer
i
e 2 � Deux joueurs A et B jouent ave
 une probabilité p que A gagne et 1−p que B gagne. Celui qui perddonne un euro au gagnant. Ils répètent 
e jeu jusqu'à 
e qu'un des deux joueurs soit ruiné. Leurs 
apitaux initiauxrespe
tifs sont a et b. Quelle est la probabilité que A soit ruiné ? Limite lorsque b tend vers +∞ et 
ommentaire.Montrer que le jeu s'arrête presque sûrement.Exer
i
e 3 � Une urne 
ontient a boules blan
hes et b boules noires. On en tire su

essivement n, ave
 remise.Quelle est la probabilité que le nombre de boules blan
hes tirées soit pair ?Exer
i
e 4 �1. Montrer que la tribu borélienne B de R est engendrée par les intervalles de la forme ]a, b[.2. Même question ave
 les intervalles ] −∞, a[.Exer
i
e 5 � Dans une usine, un servi
e 
ontr�le les 
olis destinés à la livraison. Ce 
ontr�le est e�e
tué par 2personnes, qui dete
tent 
ha
un un 
olis non 
onforme dans 90% des 
as. Leur travail est indépendant. De plus,5% des 
olis sont non 
onformes.1. Probabilité qu'un 
olis pris au hasard soit non 
onforme et non déte
té.2. Probabilité qu'un 
olis pris au hasard soit non 
onforme et déte
té.3. Un lot de 100 
olis se présente au 
ontr�le.(a) Probabilité que les 100 
olis soient 
onformes.(b) Probabilité que les 100 
olis soient dé
larés bons.(
) Probabilité que tous les 
olis non 
onformes soient déte
tés.(d) Probabilité qu'un 
olis non 
onforme é
happe à la vigilan
e des 
ontr�leurs(e) Probabilité que seuls 95 
olis passent ave
 su

ès le 
ontr�le.Exer
i
e 6 � Soit n > 1. La probabilité qu'une famille ait exa
tement n enfants est pn = αpn, où α ∈ R

+ et
p ∈]0, 1[.1. Montrer que 1 + α 6

1
p
.2. En supposant que les distributions de sexes sont équiprobables dans une fratrie, 
al
uler la probabilité qu'unefamille ait exa
tement S garçons. 1



Exer
i
e 7 � (ESCP 2010)Pour tout (p, N) ∈ N
2, on dé�nit la fon
tion fp,N sur ] − 1, 1[ par :

f0,N(x) =
xN

1 − x
et fp+1,N(x) =

∫ x

0

fp,N(t) dt.1. (a) Montrer que, pour tout p ∈ N
∗, il existe un polyn�me Pp de degré inférieur ou égal à p− 1 tel que pourtout x de ] − 1, 1[ :
fp,0(x) = −

(x − 1)p−1

(p − 1)!
ln(1 − x) + Pp(x).(b) Montrer que, pour tous p et N de N et tout x ∈] − 1, 1[, on a :

|fp,N | 6
|x|p+N

1 − |x|
.(
) Montrer que, pour tous p et N de N et tout x ∈] − 1, 1[, on a :

N
∑

n=0

n!xn+p

(n + p)!
= fp,0(x) − fp,N+1(x).(d) Pour tout x ∈] − 1, 1[ et tout p ∈ N, montrer la 
onvergen
e de la série ∑

n>0

n!xn+1

(n + p)!
et exprimer sasomme en fon
tion de fp,0(x).2. On dispose d'une urne 
ontenant au départ une boule blan
he, d'un sto
k in�ni de boules rouges et on joueindé�niment ave
 une piè
e de monnaie non truquée selon le proto
ole suivant :

• Si on obtient � Fa
e � au n-ième lan
er (n > 1), on ajoute un boules rouges au 
ontenu de l'urne avant lelan
er suivant de la piè
e.
• La première fois que l'on obtient � Pile �, on tire au hasard une boule de l'urne et le jeu s'arrête alors.Cal
uler la probabilité r d'obtenir la boule blan
he dans les 
as suivants :(a) La suite (un)n est la suite nulle.(b) La suite (un)n est la suite 
onstante égale à 1.(
) La suite (un)n est dé�nie par un = n + 1.3. On pro
ède de même, mais la règle est maintenant la suivante :
• Si on obtient � Fa
e � au n-ième lan
er (n > 1), on lan
e une boule rouge en dire
tion de l'urne et on a à
haque fois une 
han
e sur deux pour que 
ette boule tombe dans l'urne, indépendamment de 
e qui a puse produire avant, puis on e�e
tue le lan
er suivant de la piè
e
• La première fois que l'on obtient � Pile �, on tire au hasard une boule de l'urne et le jeu s'arrête alors.(a) Pour n ∈ N, 
al
uler la probabilité que l'on obtienne n � Fa
e � avant le premier � Pile � et que l'onobtienne alors la boule blan
he.(b) En déduire la probabilité r d'obtenir la boule blan
he.Exer
i
e 8 � On 
hoisit au hasard deux sous-ensembles de E (ave
 équiprobabilité). Cal
uler la probabilité que :1. A ∪ B soit un singleton.2. A ∪ B = E. 3. A ∩ B soit un singleton.4. A ⊂ B.Exer
i
e 9 � On lan
e 5 dés. À l'issue du premier lan
er, on reprend les dés qui n'ont pas amené l'as et on lesrelan
e. On répète l'opération le nombre de fois qu'il faut pour obtenir 5 as.1. Quelle est la probabilité d'obtenir les 5 as en au plus 2 lan
ers ? 3 lan
ers ? n lan
ers ?Indi
ation : Raisonner dé par dé.2. Quelle est la probabilité qu'on obtienne les 5 as en n lan
ers exa
tement ?3. Quelle est la probabilité que le nombre total de dés jetés soit égal à m ?Indi
ation : À 
haque lan
er d'un nombre n de dés, lan
er les dés les uns après les autres. Considérer lasu

ession de tous les lan
ers. 2



Exer
i
e 10 � (QC HEC 2009) Un enfant a dans 
ha
une des deux po
hes de son blouson, un paquet 
ontenant
N bonbons. A 
haque fois qu'il veut manger un bonbon, il 
hoisit, de manière indépendante et ave
 la probabilité
p, sa po
he de gau
he pour un prendre un.1. Lorsqu'il ne trouve plus de bonbons dans la po
he qu'il a 
hoisie, quelle est la probabilité pour qu'il en reste

k dans l'autre po
he ?2. Quelle est la probabilité pour qu'il n'y ait pas de bonbon dans les deux po
hes simultanément ?3. Cal
uler N
∑

k=0

2k

(

2N − k

N

).Exer
i
e 11 � (QC ESCP 2010)Montrer qu'une 
ondition né
essaire et su�sante pour que 2 événements A et B soient indépendants est que :
P (A ∩ B) × P (A ∩ B) = P (A ∩ B) × P (A ∩ B).Exer
i
e 12 �1. On tire à Pile ou Fa
e à l'aide d'une piè
e équilibrée autant de fois qu'il faut pour obtenir Pile, les tiragessu

essifs étant mutuellement indépendants. Pour tout n ∈ N

∗, on dé�nit l'événement :
An : � le premier Pile est apparu au n-ième tirage. �(a) Déterminer pour tout n ∈ N

∗, la probabilité de An.(b) Montrer que la famille (An)n∈N∗ est un système quasi-
omplet. Est-
e un système 
omplet ?2. Soit n ∈ N
∗. Une urne 
ontient 5 boules blan
hes et 5 boules noires. On tire n fois dans 
ette urne, 
haquetirage étant uniforme sur l'ensemble des boules présentes dans l'urne, ave
 la modalité suivante :

• si on tire une boule noire, on la remet dans l'urne,
• si on tire une boule blan
he, on ne la remet pas dans l'urne.On dé�nit pour tout i ∈ [[1, n]] l'événement Bi : � la i-ème boule tirée est blan
he. �On dé�nit B l'événement : � on tire exa
tement une boule blan
he lors des n tirages �(a) Soit j ∈ [[1, n]]. Déterminer la probabilité de l'événement B1 ∩ · · · ∩ Bj−1 ∩ Bj ∩ Bj+1 ∩ · · · ∩ Bn.(b) En déduire la probabilité de B3. On e�e
tue maintenant l'expérien
e suivante : on tire à Pile ou Fa
e ave
 une piè
e équilibrée jusqu'à obtenirpour la première fois Pile. On note n le nombre de tirages qu'il a fallu, et on e�e
tue le tirage de la question2 ave
 
ette valeur de n.(a) Quelle est la probabilité de tirer exa
tement une boule blan
he ?(b) On tire exa
tement une boule blan
he. Quelle est la probabilité d'avoir obtenu Pile au premier lan
er ?Exer
i
e 13 � Deux joueurs A et B tirent sur une 
ible. La probabilité que A atteigne la 
ible est 1

4 , et pour B,elle est de 1
3 . Les di�érents tirs sont indépendants les uns des autres.1. A et B tirent 
ha
un deux fois. Probabilité que la 
ible soit atteinte au moins une fois ?2. A et B tirent 
ha
un une fois, la 
ible est atteinte une et une seule fois. Probabilité que 
e soit par A ?Exer
i
e 14 � On dispose d'une urne 
ontenant au départ une boule blan
he. On tire à pile ou fa
e autant de foisque né
essaire : tant qu'on obtient fa
e, on ajoute une boule noire dans l'urne. La première fois qu'on obtient pile,on tire une boule dans l'urne et l'expérien
e s'arrête. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit blan
he ?Exer
i
e 15 � On lan
e n dés. Soit An l'événement : le total des numéros est pair. Probabilité de An ?

3



Exer
i
e 16 � On se dépla
e sur les 4 sommets A, B, C et D d'un 
arré, AB étant horizontal. Au pas 0, on est en
A. À 
haque étape, on peut aller sur un sommet adja
ent à 
elui sur lequel on se trouve, ou sur le sommet opposé.Les dépla
ements verti
aux ont une probabilité p de se produire, les dépla
ements horizontaux une probabilité q,et les dépla
ement en diagonale, une probabilité r (ave
 p + q + r = 1)Déterminer la probabilité de se retrouver en A, B, C ou D au n-ième pas.Exer
i
e 17 � On se dépla
e sur les 5 sommets A, B, C, D et E d'un pentagone. Au pas 0, on est en A. À
haque étape, on peut aller sur un sommet adja
ent à 
elui sur lequel on se trouve. Les dépla
ements dans lesens trigonométrique ont une probabilité p de se produire, les dépla
ements dans le sens anti-trigonométrique uneprobabilité q (ave
 p + q = 1).Déterminer la probabilité de se retrouver en A, B, C, D ou E au n-ième pas.Exer
i
e 18 � Supposons A indépendant de B ∪ C et de B ∩ C, B indépendant de C ∩ A et C indépendant de
A ∩ B. On suppose de plus que les probabilités P (A), P (B) et P (C) sont non nulles. Montrer que A, B et C sontmutuellement indépendantes.Exer
i
e 19 � Le problème du 
hevalier de Méré � On jette un dé n fois de suite.1. Quelle est la probabilité pn qu'on obtienne au moins un 6 ? Quelle est la plus petite valeur de n pour laquelle

pn >
1
2 ?2. Quelle est la probabilité d'obtenir au moins deux fois 6 en n tirages ?3. On jette deux dés n fois de suite. Quelle est la probabilité p′n d'obtenir au moins un double 6 ?4. Comparer p′24 et p4.Exer
i
e 20 � Le problème du tournoiUn nombre in�ni dénombrable de joueurs s'a�ronte à pile ou fa
e (les piè
es étant équilibrées. Les joueurs sontnumérotés (An)n∈N.1. Le proto
ole du jeu est le suivant :

• A1 et A2 s'a�rontent en premier, en trois man
hes. Si A1 gagne trois fois, il est dé
laré vainqueur dutournoi, sinon A2 joue ave
 A3 (y 
ompris si A2 a gagné trois fois 
ontre A1).
• On pro
ède de même : si A2 gagne trois fois de suite 
ontre A3, il est dé
laré vainqueur du tournoi, sinon,

A3 joue 
ontre A4,
• et ainsi de suite.(a) Cal
uler la probabilité p1 que A1 gagne, la probabilité p2 que A2 gagne.(b) Soit pour tout n ∈ N, pn la probabilité que An gagne. Déterminer, pour tout n ∈ N

∗, la valeur de pn.(
) É
rire un programme Pas
al demandant n et 
al
ulant n
∑

k=1

pk, sans utiliser de formule.(d) Quelle est la probabilité qu'il n'y ait pas de vainqueur ?2. Le proto
ole est maintenant le suivant.
• A1 et A2 ne s'a�rontent qu'une fois,
• Le vainqueur joue 
ontre A3,
• Le vainqueur de 
e duel joue 
ontre A4,
• et ainsi de suite jusqu'à 
e qu'un joueur gagne trois fois de suite. Ce joueur est dé
alé gagnant.Soit, pour tout n ∈ N

∗, qn la probabilité que An gagne le tournoi.(a) Cal
uler q1, q2, q3, q4, q5.(b) Montrer que pour tout n > 5, qn =
1

8

(

1 −

n−3
∑

i=1

qi

).(
) En déduire une relation linéaire d'ordre 3 satisfaite par (qn)n∈N∗ , permettant de 
al
uler qn à partir durang 6.(d) Sans déterminer expli
itement (qn)n∈N∗ , é
rire un programme Pas
al demandant n et 
al
ulant qn.(e) Quelle est la probabilité qn que An gagne le tournoi ?(f) Quelle est la probabilité qu'au
un joueur ne soit dé
laré vainqueur ?4


