
Lyée La Bruyère, Versailles 2011/2012ECS 2 � Mathématiques Probabilités 1 � Probabilités générales : révisionsExerie 1 � J'ai des disques de n ompositeurs. Je suppose que lorsque j'éoute un disque d'un ompositeurdonné, la probabilité que j'éoute un disque du même ompositeur ensuite est 1
2 . La probabilité que j'éoute undisque d'un autre quelonque des ompositeurs qui ornent ma CD-thèque est de 1
2(n−1) .1. Soit k ∈ N

∗. Le premier disque que j'éoute est de Bah. Probabilité que les k premiers disques éoutés soientde Bah.2. Soit k ∈ N
∗. Le premier disque éouté est quelonque. Probabilité que les k premiers disques soient deompositeurs tous di�érents.3. Le k-ième disque que j'éoute est de Bah.(a) Probabilité que le (k − 1)-ième ait aussi été de Bah.(b) Probabilité que les (k − 2)- et (k − 1)-ièmes ait été de Bah.() Probabilité que le (k − 2)-ième ait été de Bah.Exerie 2 � Deux joueurs A et B jouent ave une probabilité p que A gagne et 1−p que B gagne. Celui qui perddonne un euro au gagnant. Ils répètent e jeu jusqu'à e qu'un des deux joueurs soit ruiné. Leurs apitaux initiauxrespetifs sont a et b. Quelle est la probabilité que A soit ruiné ? Limite lorsque b tend vers +∞ et ommentaire.Montrer que le jeu s'arrête presque sûrement.Exerie 3 � Une urne ontient a boules blanhes et b boules noires. On en tire suessivement n, ave remise.Quelle est la probabilité que le nombre de boules blanhes tirées soit pair ?Exerie 4 �1. Montrer que la tribu borélienne B de R est engendrée par les intervalles de la forme ]a, b[.2. Même question ave les intervalles ] −∞, a[.Exerie 5 � Dans une usine, un servie ontr�le les olis destinés à la livraison. Ce ontr�le est e�etué par 2personnes, qui detetent haun un olis non onforme dans 90% des as. Leur travail est indépendant. De plus,5% des olis sont non onformes.1. Probabilité qu'un olis pris au hasard soit non onforme et non déteté.2. Probabilité qu'un olis pris au hasard soit non onforme et déteté.3. Un lot de 100 olis se présente au ontr�le.(a) Probabilité que les 100 olis soient onformes.(b) Probabilité que les 100 olis soient délarés bons.() Probabilité que tous les olis non onformes soient détetés.(d) Probabilité qu'un olis non onforme éhappe à la vigilane des ontr�leurs(e) Probabilité que seuls 95 olis passent ave suès le ontr�le.Exerie 6 � Soit n > 1. La probabilité qu'une famille ait exatement n enfants est pn = αpn, où α ∈ R

+ et
p ∈]0, 1[.1. Montrer que 1 + α 6

1
p
.2. En supposant que les distributions de sexes sont équiprobables dans une fratrie, aluler la probabilité qu'unefamille ait exatement S garçons. 1



Exerie 7 � (ESCP 2010)Pour tout (p, N) ∈ N
2, on dé�nit la fontion fp,N sur ] − 1, 1[ par :

f0,N(x) =
xN

1 − x
et fp+1,N(x) =

∫ x

0

fp,N(t) dt.1. (a) Montrer que, pour tout p ∈ N
∗, il existe un polyn�me Pp de degré inférieur ou égal à p− 1 tel que pourtout x de ] − 1, 1[ :
fp,0(x) = −

(x − 1)p−1

(p − 1)!
ln(1 − x) + Pp(x).(b) Montrer que, pour tous p et N de N et tout x ∈] − 1, 1[, on a :

|fp,N | 6
|x|p+N

1 − |x|
.() Montrer que, pour tous p et N de N et tout x ∈] − 1, 1[, on a :

N
∑

n=0

n!xn+p

(n + p)!
= fp,0(x) − fp,N+1(x).(d) Pour tout x ∈] − 1, 1[ et tout p ∈ N, montrer la onvergene de la série ∑

n>0

n!xn+1

(n + p)!
et exprimer sasomme en fontion de fp,0(x).2. On dispose d'une urne ontenant au départ une boule blanhe, d'un stok in�ni de boules rouges et on joueindé�niment ave une pièe de monnaie non truquée selon le protoole suivant :

• Si on obtient � Fae � au n-ième laner (n > 1), on ajoute un boules rouges au ontenu de l'urne avant lelaner suivant de la pièe.
• La première fois que l'on obtient � Pile �, on tire au hasard une boule de l'urne et le jeu s'arrête alors.Caluler la probabilité r d'obtenir la boule blanhe dans les as suivants :(a) La suite (un)n est la suite nulle.(b) La suite (un)n est la suite onstante égale à 1.() La suite (un)n est dé�nie par un = n + 1.3. On proède de même, mais la règle est maintenant la suivante :
• Si on obtient � Fae � au n-ième laner (n > 1), on lane une boule rouge en diretion de l'urne et on a àhaque fois une hane sur deux pour que ette boule tombe dans l'urne, indépendamment de e qui a puse produire avant, puis on e�etue le laner suivant de la pièe
• La première fois que l'on obtient � Pile �, on tire au hasard une boule de l'urne et le jeu s'arrête alors.(a) Pour n ∈ N, aluler la probabilité que l'on obtienne n � Fae � avant le premier � Pile � et que l'onobtienne alors la boule blanhe.(b) En déduire la probabilité r d'obtenir la boule blanhe.Exerie 8 � On hoisit au hasard deux sous-ensembles de E (ave équiprobabilité). Caluler la probabilité que :1. A ∪ B soit un singleton.2. A ∪ B = E. 3. A ∩ B soit un singleton.4. A ⊂ B.Exerie 9 � On lane 5 dés. À l'issue du premier laner, on reprend les dés qui n'ont pas amené l'as et on lesrelane. On répète l'opération le nombre de fois qu'il faut pour obtenir 5 as.1. Quelle est la probabilité d'obtenir les 5 as en au plus 2 laners ? 3 laners ? n laners ?Indiation : Raisonner dé par dé.2. Quelle est la probabilité qu'on obtienne les 5 as en n laners exatement ?3. Quelle est la probabilité que le nombre total de dés jetés soit égal à m ?Indiation : À haque laner d'un nombre n de dés, laner les dés les uns après les autres. Considérer lasuession de tous les laners. 2



Exerie 10 � (QC HEC 2009) Un enfant a dans haune des deux pohes de son blouson, un paquet ontenant
N bonbons. A haque fois qu'il veut manger un bonbon, il hoisit, de manière indépendante et ave la probabilité
p, sa pohe de gauhe pour un prendre un.1. Lorsqu'il ne trouve plus de bonbons dans la pohe qu'il a hoisie, quelle est la probabilité pour qu'il en reste

k dans l'autre pohe ?2. Quelle est la probabilité pour qu'il n'y ait pas de bonbon dans les deux pohes simultanément ?3. Caluler N
∑

k=0

2k

(

2N − k

N

).Exerie 11 � (QC ESCP 2010)Montrer qu'une ondition néessaire et su�sante pour que 2 événements A et B soient indépendants est que :
P (A ∩ B) × P (A ∩ B) = P (A ∩ B) × P (A ∩ B).Exerie 12 �1. On tire à Pile ou Fae à l'aide d'une pièe équilibrée autant de fois qu'il faut pour obtenir Pile, les tiragessuessifs étant mutuellement indépendants. Pour tout n ∈ N

∗, on dé�nit l'événement :
An : � le premier Pile est apparu au n-ième tirage. �(a) Déterminer pour tout n ∈ N

∗, la probabilité de An.(b) Montrer que la famille (An)n∈N∗ est un système quasi-omplet. Est-e un système omplet ?2. Soit n ∈ N
∗. Une urne ontient 5 boules blanhes et 5 boules noires. On tire n fois dans ette urne, haquetirage étant uniforme sur l'ensemble des boules présentes dans l'urne, ave la modalité suivante :

• si on tire une boule noire, on la remet dans l'urne,
• si on tire une boule blanhe, on ne la remet pas dans l'urne.On dé�nit pour tout i ∈ [[1, n]] l'événement Bi : � la i-ème boule tirée est blanhe. �On dé�nit B l'événement : � on tire exatement une boule blanhe lors des n tirages �(a) Soit j ∈ [[1, n]]. Déterminer la probabilité de l'événement B1 ∩ · · · ∩ Bj−1 ∩ Bj ∩ Bj+1 ∩ · · · ∩ Bn.(b) En déduire la probabilité de B3. On e�etue maintenant l'expériene suivante : on tire à Pile ou Fae ave une pièe équilibrée jusqu'à obtenirpour la première fois Pile. On note n le nombre de tirages qu'il a fallu, et on e�etue le tirage de la question2 ave ette valeur de n.(a) Quelle est la probabilité de tirer exatement une boule blanhe ?(b) On tire exatement une boule blanhe. Quelle est la probabilité d'avoir obtenu Pile au premier laner ?Exerie 13 � Deux joueurs A et B tirent sur une ible. La probabilité que A atteigne la ible est 1

4 , et pour B,elle est de 1
3 . Les di�érents tirs sont indépendants les uns des autres.1. A et B tirent haun deux fois. Probabilité que la ible soit atteinte au moins une fois ?2. A et B tirent haun une fois, la ible est atteinte une et une seule fois. Probabilité que e soit par A ?Exerie 14 � On dispose d'une urne ontenant au départ une boule blanhe. On tire à pile ou fae autant de foisque néessaire : tant qu'on obtient fae, on ajoute une boule noire dans l'urne. La première fois qu'on obtient pile,on tire une boule dans l'urne et l'expériene s'arrête. Quelle est la probabilité que la boule tirée soit blanhe ?Exerie 15 � On lane n dés. Soit An l'événement : le total des numéros est pair. Probabilité de An ?
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Exerie 16 � On se déplae sur les 4 sommets A, B, C et D d'un arré, AB étant horizontal. Au pas 0, on est en
A. À haque étape, on peut aller sur un sommet adjaent à elui sur lequel on se trouve, ou sur le sommet opposé.Les déplaements vertiaux ont une probabilité p de se produire, les déplaements horizontaux une probabilité q,et les déplaement en diagonale, une probabilité r (ave p + q + r = 1)Déterminer la probabilité de se retrouver en A, B, C ou D au n-ième pas.Exerie 17 � On se déplae sur les 5 sommets A, B, C, D et E d'un pentagone. Au pas 0, on est en A. Àhaque étape, on peut aller sur un sommet adjaent à elui sur lequel on se trouve. Les déplaements dans lesens trigonométrique ont une probabilité p de se produire, les déplaements dans le sens anti-trigonométrique uneprobabilité q (ave p + q = 1).Déterminer la probabilité de se retrouver en A, B, C, D ou E au n-ième pas.Exerie 18 � Supposons A indépendant de B ∪ C et de B ∩ C, B indépendant de C ∩ A et C indépendant de
A ∩ B. On suppose de plus que les probabilités P (A), P (B) et P (C) sont non nulles. Montrer que A, B et C sontmutuellement indépendantes.Exerie 19 � Le problème du hevalier de Méré � On jette un dé n fois de suite.1. Quelle est la probabilité pn qu'on obtienne au moins un 6 ? Quelle est la plus petite valeur de n pour laquelle

pn >
1
2 ?2. Quelle est la probabilité d'obtenir au moins deux fois 6 en n tirages ?3. On jette deux dés n fois de suite. Quelle est la probabilité p′n d'obtenir au moins un double 6 ?4. Comparer p′24 et p4.Exerie 20 � Le problème du tournoiUn nombre in�ni dénombrable de joueurs s'a�ronte à pile ou fae (les pièes étant équilibrées. Les joueurs sontnumérotés (An)n∈N.1. Le protoole du jeu est le suivant :

• A1 et A2 s'a�rontent en premier, en trois manhes. Si A1 gagne trois fois, il est délaré vainqueur dutournoi, sinon A2 joue ave A3 (y ompris si A2 a gagné trois fois ontre A1).
• On proède de même : si A2 gagne trois fois de suite ontre A3, il est délaré vainqueur du tournoi, sinon,

A3 joue ontre A4,
• et ainsi de suite.(a) Caluler la probabilité p1 que A1 gagne, la probabilité p2 que A2 gagne.(b) Soit pour tout n ∈ N, pn la probabilité que An gagne. Déterminer, pour tout n ∈ N

∗, la valeur de pn.() Érire un programme Pasal demandant n et alulant n
∑

k=1

pk, sans utiliser de formule.(d) Quelle est la probabilité qu'il n'y ait pas de vainqueur ?2. Le protoole est maintenant le suivant.
• A1 et A2 ne s'a�rontent qu'une fois,
• Le vainqueur joue ontre A3,
• Le vainqueur de e duel joue ontre A4,
• et ainsi de suite jusqu'à e qu'un joueur gagne trois fois de suite. Ce joueur est déalé gagnant.Soit, pour tout n ∈ N

∗, qn la probabilité que An gagne le tournoi.(a) Caluler q1, q2, q3, q4, q5.(b) Montrer que pour tout n > 5, qn =
1

8

(

1 −

n−3
∑

i=1

qi

).() En déduire une relation linéaire d'ordre 3 satisfaite par (qn)n∈N∗ , permettant de aluler qn à partir durang 6.(d) Sans déterminer expliitement (qn)n∈N∗ , érire un programme Pasal demandant n et alulant qn.(e) Quelle est la probabilité qn que An gagne le tournoi ?(f) Quelle est la probabilité qu'auun joueur ne soit délaré vainqueur ?4


