LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Algébre 6 — Diagonalisation : feuille technique

Exercice 1 — Diagonalisation

Lorsque c’est possible, déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telle que M = PDP~! :

0 1 -1 4 5 —1 5 —1
M, = My = M3 = My =
-2 3 6 1 6 0 1 3

1. (1 minute)

2. (8 minutes)

-2 =2 2 1 -1 1 0 9 3 -2 6 2
My = 0 1 0 Mg=12 -5 4 M;=|-4 13 2 Mg=1]|1-2 5 1
-1 0 1 2 -7 6 2 =2 5 -2 3 3
6 —2 -2 3 1 -1 2 0 0 —17 12 —88
Mg=|6 -1 -4 My = 0 4 0 Mini=11 3 -1 My =1|-24 17 —-132
3 -2 1 -1 1 3 1 2 0 0 0 —1
3. (15 & 20 minutes)
4 -2 -2 2 3 -2 0 O -3 2 2 0 7 -1 2 -3
0 4 0 O 0 2 0 —2 2 0 1 5 2 -3
M3 = My = M5 = M
N [ S 3 e 41 -2 Tl 2 210 “Zlo 0 6 0
-1 -3 7 O o0 0 3 -2 2 01 1 -1 2 3
1 -1 2 -2
. . 0 0 1 -1 . .
Exercice 2 — Soit A = ) L1 . A est-elle diagonalisable 7
1 -1 1 O

Exercice 3 — Soit F un ev de dimension 4, et B une base de E. Soit f € L(E) tel que :

01 0 O
2 0 -1 0
[fls = 07 0 6
00 3 O
Déterminer les valeurs propres de f; f est-elle diagonalisable 7
Ap+4+1 = —0Qnp + bn +cn
Exercice 4 — (Oral HEC) — Soient trois suites réelles définies par : Vn € N, bnt1 = ap — by + ¢y

Cn+l = Gp + by — Cp.
Déterminer (an)nen, (bn)nen, (¢n)nen en fonction de ag, by, ¢o et n. Convergence ?

Exercice 5 — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? Si oui, les diagonaliser.

5 5 3 -1 1 1 5 -1 1 -3
0 1 11-2 2 0 2 2 2 1 -3
Ml = ) M2 = 3 -1 ) M3 - 5 M4 =
-2 3 ) 21-4 0 2 4 4 -2 5 —6
1 -1 1 5 4 -2 2 -3



Trouver une base dans laquelle la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé & M3 est égale a

S O O =
o O = O
o NN O O
N = O O

Exercice 6 — Diagonaliser les matrices suivantes. On calculera explicitement P~!, I'inverse de la matrice de passage obtenue.

()

Exercice 7 — Les deux matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? Si oui, les diagonaliser :

5 1 -3
B=10 4
1 1 1

3 -1 -2 1 3 1 0 4
2 —

A 0 2 1 ot B 2 2 0 4
2 -2 -1 2 -2 -1 1 -4
4 —4 -4 5 -1 0 0 O

Exercice 8 — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? Si oui, déterminer une matrice inversible P et une matrice
diagonale D telles que A = PDP~L.

3 -1 3 1
0 1 boo 0 2 20
Ay = Ay=12 1 -1 As =
-2 3 1 -1 3 1
2 0 0
0o 0 0 2
Exercice 9 -
1. Les deux matrices suivantes sont-elles diagonalisables ? Si oui, les diagonaliser :
3 -1 -2 1 3 1 0 4
92 _

A= 0 2 1 ot B 2 2 0 4

2 -2 -1 2 -2 -1 1 -4

4 —4 —-4 5 -1 0 0 0

2. Soit (un)nen; (Un)neN, (Wn)nen €t (tn)nen les suites définies par ug =0, vo = 1, wo = 2, top = 3 et :

Un+1 3Up — Uy — 2wy + ty
Vn € N, Un+1 2uy — 2wy, + t,

Wp41 22Uy — 2V, — Wy + 2,

thyr = 4u, —4v, — 4w, + 5,

Déterminer, pour tout n € N, une expression de u,, vy, Wy, t, en fonction de n.

2 3

1 2) , t.e. déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D

Exercice 10 — Diagonaliser la matrice A = (

telle que A = PDP~!. Calculer P!,

1

Exercice 11 — Diagonaliser la matrice A = , t.e. déterminer une matrice inversible P et une matrice diagonale D

telle que A = PDP~'. On ne demande pas le calcul de P~ 1.

0 2 -1 1
. . 2 3 -2 2 . . L . L .
Exercice 12 — La matrice A = 1 9 5 1 est-elle diagonalisable 7 Si oui, déterminer une matrice inversible P et une
1 2 -1 0

matrice diagonale D telles que A = PDP~! (on ne demande pas de calculer P~1)



Exercice 13 — Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables dans R ? dans C? Déterminer leurs valeurs propres.

2 1 1 -1 1 -1 120

-1 1 0

13 -2 7 1
1 2 2 -1

1 5 1 1 01 -9 9 7

As = A¢=10 0 1 -9 -2
1 -1 2 -1

0 0 O 1 3
-1 1 1 1

0 0 O 0 1

Exercice 14 — Aprés avoir justifié qu’elles sont diagonalisables, diagonalisez les matrices suivantes (on donnera la matrice
diagonale D;, la matrice de passage P;, la relation entre A;, D; et P;, et on calculera Pi_l).

4 3 -1 1 3
(s 2) :
0 0 2

Exercice 15 —

La matrice suivante est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser.

1 1
M=11 2 2
1 2 3
Exercice 16 — La matrice suivante est-elle diagonalisable 7
0 0 0
M=]1-1 10
0 0

Exercice 17 — Exercice technique

3 -3 —4
Soit A=1|-2 4 4
2 -3 -3

1. La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, la diagonaliser (on ne demande pas le calcul de P~1, 'inverse de la matrice
de passage).

2. (a) Trouver un polynome P de degré 2, annulateur de la matrice A.
(b) A I'aide d’une division euclidienne, déterminer, pour tout n € N, A™ en fonction de A et de la matrice identité I3.

3. Justifier que A est inversible, et déterminer son inverse, ainsi qu'une expression de A~" en fonction de A et de I3, pour

tout n € N*.
-13 8 -3
Exercice 18 —Soit A= -2 4 -6
-1 8 9

1. La matrice A est-elle diagonalisable 7

2. Calculer A™ pour tout n € N.

Exercice 19 — Trois enfants Alice, Bob et Carmen jouent avec une balle.
e Lorsque Alice a la balle, la probabilité qu’elle I’envoie a Bob est 0,75 et la probabilité qu’elle ’envoie & Carmen est 0,25.
e Lorsque Bob a la balle, il 'envoie & Alice avec une probabilité de 0,75 et & Carmen avec une probabilité de 0,25.



e Carmen envoie toujours la balle & Bob.

On désigne respectivement par A,,, B, et C, les probabilités pour qu’a I'issue du n-iéme lancer, ce soit Alice, Bob ou Carmen
qui ait la balle. Ag, By et C représente une probabilité initiale de possession de la balle. Par exemple, si on précise que Alice
a initialement la balle, alors Ag =1, Byp = 0 et Cy = 0.

1. Montrer qu’il existe une matrice carrée d’ordre 3 que l’'on notera M, telle que :

AnJrl An
Vn € N*, Bn-‘,—l =M Bn
CVn-i-l Cn

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice M et les sous-espaces propres associés. On déterminera des bases de ces

Sous-espaces propres.

3. Montrer qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P d’ordre 3 telles que M = PDP~!. Expliciter
Pet P71

4. En déduire la matrice M™.

5. Calculer les limites lorsque n tend vers +oo des probabilités A,,, B, et C,,. Ces limites dépendent-elles de ’enfant qui
avait la balle au début de jeu?

Exercice 20 — Soit A =

NN R )
[
NN
N
I

—_

1. (a) Montrer que A est diagonalisable, et exprimer P et D tels que A = PDP~L.
(b) Calculer P~1.

(c¢) Exprimer, pour tout n € N*, A™.
2. (
(b

(¢) Retrouver l'expression de A™.

)
)
)
a) Montrer que P = X (X — 1)(X — 2) est un polynéme annulateur de A
) Exprimer le reste de la division euclidienne de X™ par P, pour tout n € N*
)

Exercice 21 — Soit f ’endomorphisme de R* dont la matrice relativement & la base canonique de R* est :

1. Déterminer le noyau de f et I'image de f, ainsi que le noyau de f o f.
2. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. f est-il diagonalisable ?
3. Onpose e; = (1,1,—1,—-1) et e3 =(1,—1,—1,-1).
(a) Déterminer un vecteur es tel que f(e2) = e1 et un vecteur e4 tel que f(eq) = e3 + 2e4.

(b) Montrer que B = (e, ez, e3,e4) est une base de R* et déterminer la matrice de passage de la base canonique de
R* & la base B.

(c) Calculer P~!
(d) Calculer A’ = P~*AP, et en déduire la valeur de A™, pour n € N*.

(e) Déterminer, pour n > 2, 'image et le noyau de f™.



