LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Analyse 2 — Révisions : séries

Exercice 1 — Nature des séries de terme général u,, :
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Exercice 2 — Nature et somme éventuelle des séries suivantes :
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Exercice 3 — Nature des séries de terme général u,, :
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Exercice 4 — Nature des séries suivantes :
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Exercice 5 —
Déterminer la nature des séries suivantes :
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Exercice 6 — Nature des séries suivantes, selon la valeur de z € R :
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Exercice 7 — Montrez que la série > diverge (on pourra considérer la somme des termes consécutifs de

méme signe)
(4n)!

44n(nl)4’
On rappelle que pour toute suite (v, )nen de limite nulle, on a In(1 + v,,) = vy, + O(v2).

Exercice 8 — On pose pour tout n € N, u,, =

3
1. Justifier que In(uy,) fodiar Inn. (On pourra commencer par effectuer un développement limité de ln(u“"l ),
o0 n—

puis sommer)
2. En déduire la nature de > uy,.

Exercice 9 — (Oral HEC) — Soit (uy)nen+ la suite définie par uy =1 et :

1 g
Vn > 1,u, = (ﬁ +“i—1) .

—_

. Etudier le signe, la monotonie et la convergence de (t, )nen--

[\

. Donner un équivalent simple de (uy, )nens-

-

3. Déterminer la nature de la série de terme général v,, =
nu?
4

. Donner un programme en Pascal permettant de calculer u,, pour n allant de 1 a 50.

Exercice 10 —

1. Déterminer, pour tout « €] — 0o, 1], un équivalent de (

g 1=
|-~
N———
3
m
Z
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2. Déterminer, pour tout o €]1, +00[, un équivalent de < > k%)
k=n+1

Indication : on pourra utiliser une comparaison avec une intégrale.

Exercice 11 - Soit k € R?..
1. Montrer que pour tout n € N*, ’équation f,(z) = 21 4 28 — n = 0 admet une unique solution z,, dans R%
. Etudier les variations de x,, (on pourra s’aider du signe de f,,41(x,) et des variations de f,, 1)

2
3. Etudier la limite éventuelle de (z,,).
4. Justifier que =, +1 ~ =z, puis que x,, ~ N
—+o0 —+o0
5. Pour quelles valeurs de k la série de terme général zi est-elle convergente ?

(1"

x

6. Méme question pour la série de terme général
Exercice 12 — (Ecricome 2007)

1. A laide de développements limités usuels que I’on rappellera clairement, montrer que lorsque  est au voisinage
de 0, on a :
In(2 —e”) = —z — 2% + o(x?).

2. (a) Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal & 2, on a :
1
2 —e¥ €]0,1[.

(b) En déduire le signe de In(2 — e%), pour tout entier k supérieur ou égal a 2.
(¢) Quelle est la nature de la série de terme général In(2 — e ) ?

d) Pour n entier supérieur ou égal & 2, on pose :
( P g , on p

k=2
Déterminer
lim V, et lim .
n—-+o0o n—-+oo



3. (a) Montrer que In(nu,) = é {m(z —eF)—1In <1 - %)]
1

(b) Déterminer un équivalent, quand k tend vers +oo, de In(2 — e%) —1In (1 - E)

(¢) En déduire que u, est équivalent, quand n tend vers +oo, & %, avec K > 0.

Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7
n

4. On pose S, = Z(—l)kuk.
k=2

(a) Donner le sens de variation de la suite (uy)n>2.

(b) Montrer que les deux suites (S25,)n>1 €t (S2n+1)n>1 sont adjacentes.

(c) En déduire la nature de la série de terme général (—1)"w,,.

(d)

Ecrire une fonction en Pascal prenant en paramétre un réel e, et donnant une valeur approchée de
—+o0

Z(fl)"un a la marge d’erreur e prés.
n=2

On pourra justifier que erreur faite au rang n est majorée par uy,.

Exercice 13 — (Oral ESCP 2009) Dans tout cet exercice (a,)nen désigne une suite réelle décroissante de limite
nulle. Pour tout n de N | on pose : b, = n(an,—1 — an).

n n
1. Montrer que pour tout n de N*, on a : Zbk = Zak — Nay,.
k=1 k=1
2. On suppose dans cette question que la série de terme général a,, converge.

(a) Montrer que lim na, = 0.

li
n—-+o0o

(b) En déduire que la série de terme général b,, converge et que
—+o0 —+o0
S0
n=1 n=0

3. On suppose dans cette question que la série de terme général b,, converge.

n+k
(a) Montrer que pour tout n et k de N*, on a : n(a, — antr) < Z b;.
j=n+1
+oo +oo
(b) En déduire que la série de terme général a,, converge et que : Z ay = Z by,
n=0 n=1

Exercice 14 — (ESCP 2010)

Soit h la fonction définie sur R par : h(t) = % —t, et g la fonction définie sur [0, 7] par :

M sit €0, 7]
g(t) — 2sin(%)
{1 sit=0.

1. Montrer que la fonction g est de classe C1([0, 7]).

2. Déterminer une constante C telle que pour tout entier n > 0, pour tout réel ¢ de |0, 7] :

in b
281112

zn:cos(kt) = w +C.
k=0

3. Montrer que pour tout fonction f € C1([0,7]) :

ngr}rloo/owf(t)sin<<n+%) t> dt = 0.

+o0
1
Soit la fonction ¢ définie par : {(z) = Z =
k=1



4. Déterminer le domaine de définition de la fonction (.

5. Pour k € N*, calculer I, = / h(t) cos(kt) dt.
0

2
6. Déduire des questions précédentes que ((2) = %

Exercice 15 — Déterminer la nature des séries ci-dessous. On précisera les cas de convergence absolue, semi-
convergence ou divergence grossiére.
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Exercice 16 — (Oral ESCP 2011)
Soit (un)n>1 une suite réelle a termes strictement positifs. On considére les deux suites (v, )n>1 €t (Wy)n>1 définies

par :
1 " 1 "

Vn e N*, v, = — Zuk et Wy, = — kug | .
nun \ £ n2un \ £

1. On suppose dans cette question que la suite (uy)p>1 est définie pour tout n de N* par : u, = n®, ou « est
un réel strictement positif.

n
(a) A Taide d’une somme de Riemann, déterminer un équivalent de Z k%, dans n tend vers +oo.
k=1
(b) Vérifier que la suite (vp)n>1 est convergente et déterminer sa limite.
(¢) Montrer que la suite (wy)n>1 €st convergente et déteminer sa limite.

2. On suppose dans cette question que la suite (vp),>1 converge vers un réel a strictement positif et on admet
le résultat suivant :

« St (an)n>1 et (bp)n>1 sont deux suites réelles positives telles que an, ~ by, et g an diverge, alors
—
n—-+oo -
n n
E ap ~ E bk.»
n—-+oo
k=1 k=1

n
On note, pour tout n de N*, §,, = Zuk
k=1
(a) Montrer, a ’aide d’un raisonnement par labsurde, que la série de terme général u,, est divergente.

(b) Etablir, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité suivante :

> kuk=(n+1)S, =Y Sk.
k=1

k=1

n
(c) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, w, = L : 1vn — n21un ; Sk.
(d) En utilisant le résultat admis, montrer qu’au voisinage de +oo :

wy, = a — awy, + o(wy,).
(e) En déduire, en fonction de a, la limite de la suite (wy)n>1-

. . —1)E(/)
Exercice 17 — Soit pour tout n € N*, u,, = G2

1. Soit, pour tout p € N*, v, = Si,q1)2-1 — Sp2_1.

, et soit (S,,) la somme partielle de la série de terme général

(a) Déterminer le signe de vy, ainsi que sa limite.

(b) Déterminer le signe de |vp11| — |vp| pour p assez grand.

(c) En déduire la convergence de ) vy, et montrer que (S,2_1) admet une limite finie ¢
2. Justifier que pour tout n € N*,

min (Sp(ymz-1 S(m(ym+1)2-1) < Sn < max (Sp(ymy2-15S(E(vm+1)2-1) -

3. En déduire que la série de terme général u,, converge



