LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Analyse 5 — Fonctions de plusieurs variables (1)

Exercice 1 — Soit f : R? — R de classe C!, et F' = R?® — R définie par :

F(z,y,z):f(z—y,yfz,z—:c)
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Exercice 2 — Soit f la fonction définie par : f(z,y) = Ex sifz] <y?ety#0
-2y six < —y2

1. Montrer que f est continue sur R?.

2. Montrer qu'il n’existe aucun (4, a, 3) € R x RY x R% tel que :

V(z,2',y) €] — a,a[x] — a,a[x] = 8,6, |f(z,y) — f(@',y)| < Alz — 2|

Exercice 3 — Pour tout (z,y) € R?, on définit f,, : [—1,1] — R par f,,(t) = 2t> + yt, et on note :

F(z,y) = sup fay(t).
te[—1,1]

2
—& siz<Oet|y <—2x
1. Montrer que F(z,y) = 4z Y] '
x4+ |y| sinon.
2. Etudier la continuité de F sur R2.
@16 .,
Exercice 4 - Soit f : R — R de classe C?, et g : R> — R définie par : g(z,y) = T—y
f'(x) siz=y.

Le but de l’exercice est de montrer que g est de classe C' sur R2. Soit zg € R.

1. Montrer que la limite de g lorsque (z,y) tend vers (xg,xo), avec x # y, est f/'(zo) (ind. : TAF).
En déduire que g est continue sur R2.

9(zo + 1, 29) — 9(w0, Zo) en fonction de f.

2. Pour h € R*, exprimer h
Déterminer la limite de cette expression & I’aide d’une formule du cours.
7]
3. Pour z # y calculer a—g(x, y) en fonction de (z,y), et déterminer sa limite.
x

En déduire que g est de classe C! sur R2.

Exercice 5 — Soit f : 2 — R de classe C! sur un ouvert convexe ) non vide de R™.
1. On suppose que, pour tout X € Q, Vfx = 0. Montrer que f est constante.

2. On suppose que l'application X — V fx est constante sur ) et que. Montrer que f est affine sur (2,
c’est-a-dire qu’il existe un réel b tel f — b soit sur Q la restriction d’une forme linéaire (on pourra utiliser
une formule de Taylor centrée en un point a € )

Que vaut b lorsque 0 € Q7
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Exercice 6 — Soit f : O — R de classe C? sur un ouvert Q de R™. On pose Af = Z Montrer que si
i=1

u,v : Q — R sont deux fonctions de classe C2, on a

A(uv) = uAv 4+ 2 (Vu, Vo) + vAu.
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Exercice 7 — Soit f : R? — R définie par : f(z,y) = x? + y?
0 si (z,y) = (0,0).
0? 02 0? 0?
Comparer 8z—8y(0’ 0) et ng(o, 0). Les dérivées partielles secondes &T—gy et W{‘L sont-elles continues ?
Exercice 8 — Plan tangent en (0,0) des fonctions suivantes (éventuellement prolongées par continuité) :
1
1. =1 — /1 — 3. flz,y) = —F/———.
f(z,y) + tr—y f(z9) 1+ cos(z + y)
2. f(w,y) 1 in( ) . Exer-
- J\ZY) = . sin(x +y) —sinx — sin
V2+z+In(l+y) 4. f(z,y) = . °.

Ty
cice 9 — On se propose de déterminer les fonctions f de classe C* sur R’ telles que la fonction G définie sur

(R%)? par G(z,y,2) = f (zz";f) ait un laplacien nul sur (R%)?, le laplacien de G étant la fonction définie 1a

z

ot cela est possible par
0%G n 0%G n 0%G
0x2  Oy? 022

1. Soit f une solution du probléme, montrer alors que la fonction u — uv/1 + uf’(u) est constante sur R .

AG =

2. Déterminer deux réels a et b tels que :

1 a b
VEER\{-1,1}, o=+

dx
a1+

Y
En déduire, pour tout y > 0, la valeur de /
3

3. Conclure.

Exercice 10 — Soient f et g deux fonctions de classe C? sur R.
On pose Q = {(z,y) € R? | y > 0}.

1 1
On note F la fonction définie sur Q par : F(z,y) = f (ac + —) +g (m — —) .
Y Y

1. Montrer que €2 est un ouvert.

2. Montrer que F est de classe C? sur Q, et que ses dérivées partielles vérifie 'équation (E) suivante :
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3. Réciproquement, soit F' une fonction de classe C2 sur  solution de (E).
On pose U = {(u,v) € R* | u > v}.

2
On définit sur U la fonction G par : G(u,v) = F (u +v ) .

2 Tu—w
(a) Justifier que U est un ouvert.
2

ovdu

(c) En déduire l'existence de deux fonctions f et g de classe C? sur R telles que :

(b) Montrer que G est de classe C2 sur U, et que

V() € Q, F(x,y)zf(wé) +g($—§).

Exercice 11 — (fonctions homogénes)

1. Soit f : R™ — R une application et a € R. On dit que f est positivement homogéne de deghré « si :
V(z1,...,xz,) €R", VE>0, f(txy,...,te,) =t"f(z1,...,2n).

On suppose que f est de classe C'.



(a) Montrer que si f est positivement homogéne de degré «, ses dérivées partielles sont positivement
homogénes de degré o — 1.

(b) Montrer que si f est positivement homogéne de degré a, on a :
n
of
V(z1,...,z,) € R, sz—xl(zl,,xn) =af(z1,..., %)

(¢) On suppose réciproquement que f vérifie la relation de la question précédente. Montrer que pour
tout (z1,...,x,) € R™, Vapplication ¢ : t — f(tx1,...,tx,) vérifie 'équation différentielle :

V>0, () = Selt).

En déduire que f est positivement homogéne de degré a.

2. On veut déterminer toutes les fonctions f : R? — R de classe C' vérifiant :

0 9 )
o) € wgl )ty () = i ()

(a) Déterminer une solution positivement homogeéne fo de (x).

(b) Montrer que f est solution de (*) si et seulement si g = f — fo vérifie :

dg dg
2 . —_— =
V(z,y) € R?, xax (x,y)+ yay (x,y) =0.

En déduire que g doit étre constante.

(¢) Conclure.

Exercice 12 — On se propose de déterminer les fonctions f de classe C2 sur R? & valeurs dans R telles que :

0? 0?
V(Z‘,y) €R25 a—;;(xvy)*a—yé(x,y):() (1)

1. Soit f solution de (1). Soit g une fonction de R? dans R vérifiant :

(a) Montrer que cela définit une unique fonction g.

of of 0*f

(b) Montrer que g est de classe C? sur R?, et calculer en tout point (z,y) la valeur de ——, —=—, —= e
R Ox’ Ox’ Ox?
902 en fontion des dérivées partielles de g.
Y
2. En déduire ’ensemble des solutions de (1).

Exercice 13 — (Oral HEC 2011)

1. Question de cours : Rappeler la définition de la continuité en un point d’une fonction de R™ dans R

(n > 2). Donner un exemple d’une fonction non continue sur R2.
Soit f une fonction de R dans R de classe C'. On définit la fonction g de R? dans R par :

1 v q .
V(z,y) eR?, gla,y) = y—x/m f)dt siz#y
f(:L') Six:y,

2. Exemple
Dans cette question seulement, on suppose que f est définie par : Vo € R, f(z) = 22
Déterminer la fonction g correspondante, et montrer que g admet un minimum global sur R2.

3. Soit D = {(x,y) € R? | z # y}. Montrer que g est de classe C! sur D et calculer ses dérivées partielles du
premier ordre sur D.



4. Soit a € R. Montrer que g admet des dérivées partielles du premier ordre en (a,a) et les exprimer en

fonction de f’(a), ou f’ désigne la dérivée de f.
5. Soit a € R et (z,y) € D.
(a) Montrer que :

dg g _ 1 Y / /
o) - Flaa) = =z [ =00 - Fla) at
(b) En déduire que : %(z, y) — %(a, a)| < %sup {If'(¢) = f'(a)|,t € S}, ou S désigne le segment d’ex-

trémités = et y.

6. Déduire des questions précédentes qur g est de classe C! sur R?.



