LycEE LA BRUYERE, VERSAILLES
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Algébre 6 — Diagonalisation : feuille technique

Correction de 1’exercice 1 —

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

1 2 0 0 0 0
.Ps=|0o 0 1|,Ds=]0 -1 0
111 0 0 1

01 1 -1 0 0

. P=111 2.Ds=0 1 0
11 3 0 0 2

2 300
P.=1 0 1|,D:=|0 6 0
110 00 9

P1:11,D1:10
1 2 0 2

. non diagonalisable

. non dlagonahsable une seule vp : 2, dim Fy = 2).

1 2 0 0 0
. Ph=12 3 1 0 3 0
1 0 -1 0 0 3
1 1 2 00
Po=10 0 2|,Dio=1|0 4 0
1 -1 1 0 0 4
0 0
non diagonalisable (Sp(M11) ={1,2}, E1 =R | 1], E2=R|1|)
2 1
2 3
non diagonalisable (Sp(M12) ={-1,1}, Ey =R |3 |, E.1 =R | 4|)
0
11 00 2 0 00
0 0 01 0 4 00
Pz = , Di3 =
Pl 01 07" oo 6 0
01 11 0 0 0 8
021 0 100 0
01 0 O 0 2 0 0
Py = , Dy =
YTl 001 1 “Tlo oo 30
0 0 0 -1 0 0 0 3
pas diagonalisable dans R, mais diagonalisable dans C (4 vp distinctes). Je n’écris pas la diagonalisation.
11 2 3 3000
11 0 O 0 6 0 O
P16 = s D =
00 -1 0 0 0 6 0
10 0 1 0 0 0 6
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Correction de 1’exercice 5 —

2 11
1. My = PDP ! avec D = 0 et P= .
0 1 2

—_

2 00 1 0 2
2. My =PDP ', avecD=|0 2 0|letP=]0 1 1].
0 0 4 1 1 1
10 00 1 0 1 2
01 00 2 1 01
3. Non diagonalisable. On a M3 = PJP~!, avec J = et P=
0 0 2 1 01 0 2
0 0 0 2 1 0 1 3

(par exemple!)
Pour trouver cela, par analyse synthése, la base (b1, ba, b3, by) doit vérifier : by, by € E1, by € Ker((f—2id)?)\Ker(f—2id),
et by = (f — 2id)(by).

4. My = PDP~! avec D = et P =

S O O W
o O w O
o w o O
o O O O
O = = O
S O N
_ = O
NN ==

Correction de ’exercice 6 —

e Soit A € R. Le réel A est valeur propre de A si et seulement si A— Al est non inversible, si et seulement si det(A—AI3) = 0,
donc si et seulement si (3 — A)(1 — \) — 8 = 0, don si et seulement si A> —4A —5 = 0. Or, A2 =4\ —5 = (A + 1)(\A — 5),
donc [Sp(4) = {-1,5}|
Comme A admet deux valeurs propres, alors que c’est une matrice carré de taille 2, on en déduit que A est diagonalisable,

et que tous ses espaces propres sont de dimension 1. Pour les déterminer, il suffit donc de trouver un vecteur non nul dans

chacun des deux espaces propres E_1 et FEs.

4 2
* Ona A+ I, = <4 2), donc ses colonnes vérifient Cy — 2Cy = 0, donc (

v (1))

—92 9 1
x* Ona A—51 = 4 1) donc ses colonnes vérifient C; 4+ Cy = 0, donc <1> € F5, et comme FEs5 est de dimension

(1))

1 1 -1 0
En posant | P = ( 5 1) et D= < 0 5) , on a donc la relation de diagonalisation A = PDP~!, et la formule d’in-

version des matrices carrées d’ordre 2 améne directement :

pa_L(1 -1
S 3\2 1

e Soit A € R. Le réel X est valeur propre de B si et seulement si B — AI3 est non inversible. Effectuons un pivot de Gauss

1
2) € F_4, et comme E_; est de dimension

sur cette matrice, afin d’en déterminer le rang suivant la valeur de A.

5-X 1 -3 1 11—
0 4-X 0 — 0 4—-X 0 (Ly < L3)
1 1 1-X 5-x 1 -3
1 1 1—X
— 0 4—2) 0 (L3 + Lz — (5 — \)L1)
0 A—4 —X2+61-—8
1 1 1—2X
— 10 4—\ 0 = B, (Ls < L3+ Lo)
0 0 —M4+61-8



Ainsi, le pivot de Gauss conservant le rang, la matrice B — A\I3 est non inversible si et seulement si un des coefficients

diagonaux au moins de cette matrice triangulaire est nul, donc si et seulement si A = 4, ou =A% 4+ 6\ — 8 = 0. Les deux

racines de cette équation du second degré sont 4 et 2, donc finalement | SpB = {2,4} |

1 1 -3
x Sid=4,onaBy,=|0 0 0 |, doncrg(By) =1, donc, d’aprés le théoréme du rang, dim E, = 2. Or, le pivot de
0 0 O
Gauss conservant le noyau, les vecteurs de Ey4, sont les vecteurs du noyau de By. Comme les colonnes de B, vérifient les
1 3
relations Cy — Cy = 0 et 3C; + C3 = 0, les deux vecteurs | —1 | et | 0 | sont dans E4. Comme ils sont clairement non
0 1
1 3
colinéaires, et que F, est de dimension 2, on en déduit que F, = Vect —11,10
0 1

* Puisque la somme totale des dimensions des espaces propres ne peut excéder 3, et que dim F4 = 2, et puisqu’un espace

propre n’est pas résuit a 0, la dimension de Es est égale a 1. Or,

-3
0

3
B-2I;= |0
1 1

— N

1 1
Ainsi,en posant [ P= |0 —1 0| et D=
1 0 1

Pour trouver P~1, on utilise la méthode du pivot, en effectuant sur Is les mémes opérations sur les lignes que celles qui

1
Ses colonnes vérifient C'y + C3 = 0, donc ) € Fs, et comme Fs est de dimension 1, 5 = Vect 0
2
0 , on a la relation de diagonalisation B = PDP~!.
0

S = O
= O O

permettent de passer de P a I3 :

1 1 3|1 0 0 1 1 3 1 00
0 -1 0|0 1 O — 1 0 -1 0 0 1 0 (L3 < L3 — Ly)
1 0 1{0 0 1 0 -1 —-2|-1 0 1
1 1 3 1 0 0
— | 0 -1 0 0 1 0 (L3 «+ L3 — Ls)
o 0 —-2|-1 -1 1
2 2 6|2 0 0 Ly 20,
— 1 0 2 0 -2 0 Lo+ —2L5
00 2|1 1 -1 L3y <+ —L3
2 0 0|-1 -1 3
— 1 0 2 0| 0 -2 0 Ly <+ Li—3Ls— Lo
0 0 2|1 1 -1
-1 -1 3
et on obtient donc Pil:% 0 -2 0
1 1 -1

Correction de 1’exercice 7 —

1. Cherchons les valeurs propres de A, c’est-a-dire les valeurs (dans R, ou éventuellement dans C) pour lesquelles A — Al

n’est pas inversible. Pour cela, nous effectuons un pivot de Gauss sur la matrice A — Al :

3—X —1 -2 1

2 - -2 1
L1 <~ L4

2 -2 —1-2A 2



LQ(*2L2*L1
2 —A -2 1
— 9 9 1 A\ 9 L3%2L37L1
I Ly 4Ls— (3 —N)L
3-X -1 -2 1 ! 1= B=Nh
4 —4 —4 5—A
0 4-—2X 0 A—3
— Ly Ly—2Lo
0 0 2—2\ A—1
0 8—4X 4—4X =X +81-11
4 —4 —4 5—X
0 4-—2X 0 A—3
— L4%L4—2L3
0 0 2—2)\ A—1
0 0 4—4x X +61-5
4 -4 4 5\ 4 4 4 5\
0 4-2\ 0 A—3 0 —2(A—2 A—
- _ (A-2) 0 3 o
0 0 2-2x A-1 0 0 —2(A—1) A—1
0 0 0  —A2+4Xr-3 0 0 0 ~(A—1)(A—3)

Ainsi, la matrice A — AI; est non inversible si et seulement si la matrice triangulaire supérieure obtenue par des

opérations élémentaires est non inversible, si et seulement si les coefficients diagonaux de cette derniére ne sont pas

tous non nuls, si et seulement si A = 1,2 ou 3. Ainsi, ’ensemble des valeurs propres de A est ‘ Sp(A4) ={1,2,3}. ‘

On ne peut pas conclure tout de suite quant a la diagonalisabilité de A, car on n’est pas dans les cas extrémes d’'une
seule valeur propre, ou d’un nombre de valeurs propres égal a ’ordre de la matrice. Déterminons donc la dimension des
espaces propres.

Dimension des espaces propres — diagonalisabilité.

D’aprés le théoréme du rang appliqué & endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé a A — I,

on a :
dim By = dimR* — rg(A — \I}) =4 —1g(A — \;) = 4 — rg M.
4 -4 -4 4
o g =rg |0 20 TP 2 done[dim By = 2]
BRI 0 0 o |77 L=
00 0 0

On peut dés a présent conclure que | A est diagonalisable ‘ En effet dim E5 > 1 et dim E3 > 1, puisque 2 et 3 sont des

valeurs propres de A. Ainsi, dim E; + dim Es + dim F3 > 4 = dim R*. Comme les espaces E;, E» et F3 sont en somme
directe, et sont des sous-espaces vectoriels de R*, on a aussi I'inégalité réciproque. D’ou I'égalité. D’aprés le théoréme

de caractérisation des matrices diagonalisables, A est donc diagonalisable. On a de plus acquis la dimension des espaces

propres :
dimFy =2| |dimBE,=1] |dimE;=1]
L’espace propre F;
1 0
. 0 1 .
Les colonnes de M; vérifient Cy + C3 = 0 et Cy + Cy = 0, donc ) et 0 sont dans le noyau de M7, donc aussi
0 1

de A — I, le pivot de Gauss préservant le noyau. Donc ce sont des vecteurs de E7. De plus, ces deux vecteurs étant

non colinéaires, ils forment une famille libre (argument valable uniquement pour une famille de 2 vecteurs!) et comme

0

dim F4 = 2, ils forment une base de E;. Ainsi, | E; = Vect

O = O =
=

L’espace propre F»



4 -4 —4 3 1
) 0 0 0o - - 1 12
De méme, My = 00 ) , donc les colonnes de My vérifient C; + Cy = 0, donc 0 est un élément de
0 0 0 1 0
1
. . 1
E>. Comme Fs est de dimension 1, | E5 = Vect 0
0
4 —4 —4 2
) 0o -2 0 0 .
L’espace propre E3 De méme, M3 = 0 0 49 X = 0, donc les colonnes de M3 vérifient Cs + 2Cy = 0,
0 0 0 O
0 0
0 . . 0
donc 1 est un élément de F3. Comme F3 est de dimension 1, | E3 = Vect )
2 2
Ainsi, on a :
1 0 0 O 1 010
01 00 01 1 0
D =P AP, ou D= et P=
00 2 0 1 0 0 1
0 0 0 3 01 0 2

. Cherchons a quelle condition sur A la matrice B — A\I4 n’est pas inversible, en effectuant un pivot de Gauss sur cette

matrice.
3—A 1 0 4
2 2— A 0 4
L1HL4
-2 -1 1-\ —4
-1 0 0 —A
-1 0 0 —A L2<—L2+2L1
2 2— A 0 4
— 9 1 1 A\ 4 L3%L3—2L1
B B e Ly<+ Ly+(3—)N)L
3-x 1 0 4 1= Lat B3-Nh
-1 0 0 -2
0 2—2X 0 4 — 2\
N L4HL2
-1 1—A —4+2X
1 0 AN —-3)\+4
-1 0 0 -
. 0 1 0 A2 —3)+4 L3 < L3+ Lo
0 -1 11— —4 42\ Ly« (2—X)Lo
0 2—2X 0 4 — 2\
-1 0 0 -
0 1 0 A2 —31+4
— + :M,\
0O 0 1-—X A2 =\

0 0 0 (A=22%\-1)
Ainsi, la matrice B — Al est non inversible si et seulement si A € {1,2} (que ce soit dans R ou dans C).

Encore une fois, il est impossible de conclure immédiatement quant & la diagonalisabilité de B. Etudions donc les

dimensions des espaces propres.

L’espace propre F;



-1 0 0 -1
1 2
Ona: M; = 0 0 . Ainsi M est de rang 2.
0 0 O
0 0 0 O

Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — I;) = 2. D’apreés le théoréme du rang appliqué a
I’endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé & B — I, on a donc

dim By = dimR* —rg(B— L) =4—-2=|2=dim B |

L’espace propre F»

-1 0 0 =2
0 1 0 2
Ona: My = . Ainsi M est de rang 3.
0 0 -1
0 0 O 0

Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — 214) = 3. D’aprés le théoréme du rang appliqué a
I'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé & B — 214, on a donc

dim By = dimR* — rg(B — 2I;) =4 -3 =|1 = dim |

On a donc dim £ + dim Fs = 3 < 4, donc ‘ B n’est pas diagonalisable‘ (ni dans R ni dans C).

Correction de 1’exercice 8 —

1. A € Sp(Ay) si et seulement si det(A; — Al3) = 0, si et seulement si
AA=3)+2=0 soit: A=2oul=1.

Donc A; posséde deux valeurs propres, égales & 1 et 2. Donc A; est diagonalisable, et ses espaces propres sont de

dimension 1.

-2 2 1
—2
—2

1 0 1 1
Ainsi, en posant D = <0 2) et P = <1 2), ona A = PDP™ L.

2. Soit A € R. Le réel X est valeur propre de As si et seulement si rg(Az2 — Al3) < 3. On calcule ce rang par la méthode

-1 1 1 1
e Deplus A; — I, = ( ), donc ses colonnes vérifient C; + Cy = 0, donc <1> € Fi,donc E; =R < )

1 1 1
e De plus, Ay — 215 = ( 1), donc ses colonnes vérifient Cy + 2C5 = 0, donc <2> € Fs, donc E5 =R <2>

du pivot.
1—-A 0 0 2 0 —-A
gl 2 1-x —1]|=1g| 2 1-1 -1 Ls ¢ Ly
2 0 —-A 1-—A 0 0
0 —-A
LQ(*LQ*Ll

=1g|0 1-XA A-1

L3%2L3—(1—)\)L1

0 0  AL-)

Ainsi, le rang de cette matrice triangulaire est 3 si et seulement ses coeflicients diagonaux sont tous non nuls. Donc
Sp(Az) ={0,1}.

2 0 O
De plus, rg(A)=rg [0 2 -2 | =2, doncdimEy =1
00 O
2 0 -1
De méme, rg(A—1I3)=rg |0 0 0 | =1, doncdimFE; = 2.
0 0 O

Ainsi, dim Ey 4+ dim E7 = 3, donc As est diagonalisable.



2 0 0 0
De plus, les colonnes de | 0 2 —2 | = 2 vérifient Cs + C3 = 0, donc, comme dimFEy =1, Ep =R | 1

0 0 O 1
2 0 -1 1
Les colonnesde |0 0 0 | vérifient Co =0 et C; + 2C5 = 0, donc E; = Vect 11,10
0 0 O 2

On a donc une relation Ay = PDP~!, avec

0 00 0 01
D=10 1 0 et P=1]1 10
0 0 1 1 0 2

3. Le réel A € R est valeur propre de As si et seulement si As — A\l est de rang 4. On effectue de méme un pivot de

Gauss :
3\ -1 3 1 1 -1 3-x 1
0 2-\ 2 0 0 2-A 2 0
= Ly~ L
Bl 13- Bls_x -1 3 1 3
0 0 0 2-2A 0 0 0 2-2A
1 -1 3\ 1
0 2- 2 2 0
- Ls < Ls+(A—3)L
Blo 20 —A246x-6 1 3 Lat (A=3)h
0 0 0 2\
1 -1 3\ 1
0 2- A 2 0
_ Ly« Ls— L
Blo 0 —a2ier-8 1 s
0 0 0 2 )

Donc Sp(As) = {2,4}.

1 -1 1 1
0 0 2 0
De plus, rg(A —21,) =1 =3, donc dim Fs =1
plus, rg( e >
0 0 0 0
1 -1 -1 1
0 -2 2 0
De méme, rg(A — 414) =rg = 3 Ainsi, dim Ey = 1.

0 0o 0 1
0O 0 0 =2
Donc dim F5 4+ dim E4 # 4, donc A4 n’est pas diagonalisable.

Correction de 1’exercice 9 —
1. Etude de la diagonalisabilité de A

Cherchons les valeurs propres de A, c’est-a-dire les valeurs (dans R, ou éventuellement dans C) pour lesquelles A — Al
n’est pas inversible. Pour cela, nous effectuons un pivot de Gauss sur la matrice A — \ly :

3—\ -1 -2 1
2 -\ =2 1
Ll(—>L4
2 -2 —1-X 2
4 -4 -4 55—
;L *i *;L 5;’\ Lo+ 2Ly — L
e 9 72 ; A\ 9 L3%2L3—L1
I Ly« 4Ly — (3= M\)L
3N -1 -2 1 : 1= BNk



4 —4 —4 5—A
4—2)\ A—
— 0 0 3 L4%L4—2L2
0 0 2—2A A—1
0 8—4XN 4—4X =X +8)-11
4 —4 —4 5—A
0 4-—2\ 0 A—3
— Ly<+ Ly—2L3
0 0 2—2)\ A—1
0 0 4—4X =X2+6)-5
4 -4 4 5- A 4 4 —4 5— A\
0 4-2\ 0 A—3 0 —2(A—2 -
- _ (A—2) 0 A—3 s
0 0 2—2A A—1 0 0 -2(A—1) A—1
0 0 0 —A24+4r-3 0 0 0 ~(A—1)(A—3)

Ainsi, la matrice A — AI; est non inversible si et seulement si la matrice triangulaire supérieure obtenue par des
opérations élémentaires est non inversible, si et seulement si les coefficients diagonaux de cette derniére ne sont pas
tous non nuls, si et seulement si A = 1,2 ou 3. Ainsi, ’ensemble des valeurs propres de A est Spec(4) = {1,2,3}.

On ne peut pas conclure tout de suite quant a la diagonalisabilité de A, car on n’est pas dans les cas extrémes d’une
seule valeur propre, ou d’un nombre de valeurs propres égal a ’ordre de la matrice. Déterminons donc la dimension des
espaces propres.

L’espace propre E;.

D’aprés le théoréme du rang appliqué & 'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé a A — I,

on a :
dim B = dimR* —rg(A — Ay) =4 —1g(A — \y) = 4 — rg M.
4 —4 —4 4
2 -2
Or,rgM; =r1g 8 0 8 0 =2, donc dim F; = 2.
0 0 0 0

On peut dés a présent conclure que A est diagonalisable. En effet dim Fy > 1 et dim E3 > 1, puisque 2 et 3 sont des
valeurs propres de A. Ainsi, dim F; + dim Fy + dim E3 > 4 = dimR*. Comme les espaces E;, Eo et E3 sont en somme
directe, et sont des sous-espaces vectoriels de R*, on a aussi Iinégalité réciproque. D’ou I'égalité. D’aprés le théoréme
de caractérisation des matrices diagonalisables, A est donc diagonalisable. On a de plus acquis la dimension des espaces
propres :

dim Fy =2 dimF> =1 dim F3 = 1.

Sachant que A est diagonalisable, cherchons-en une base de diagonalisation. Pour cela, commengons par trouver une
base de E;. On a, pour tout X € R* :

4 —4 —4 4
0 2 0 -2
X e B — X =0 L1+ L{+2L
! 00 0 0 (b1 = L 2)
00 0 0
40 -4 0
02 0 -2
<
00 0 0
00 0 0

L’application ¢ qui a (x,y, z,t) associe (z,t) (les variables ne correspondant pas & un pivot) est un isomorphisme de

E; dans R2. Une base de E; est donc donnée par 'image réciproque par ¢ de la base canonique de R2, soit :

()~ ()

O = O =
—_ O = O



On aurait aussi pu remaquer directement que les colonnes de la matrice M7 vérifient C; + C3 =0 et Co + Cy = 0, ce

1 0
. . 0 1 . . s
qui fournit deux vecteurs Lo dans le noyau de I’endomorphisme canoniquement associé & M7, donc dans Ej.
0 1

Ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre de F4, qui est de dimension 2. Donc ils forment

une base de Fj.

L’espace propre F; On a, pour tout X € R%,

X €FEy <= MX =0« X =0.

Les colonnes de M, vérifient C7 + Cs = 0, donc est un élément non nul de F5. Comme F5 est de dimension 1, la

S O = =

famille constituée de ce seul vecteur est une base de Es.

L’espace propre E3 On a, pour tout X € R*,

4 —4 —4 2
0 -2 0 0
X € F3<— M3X =0 X=0

0 0 —4 2
0 0 0 0

0

0

Les colonnes de M3 vérifient C3 + 2Cy = 0, donc ) est un élément non nul de F3. Comme E3 est de dimension 1,
2

la famille constituée de ce seul vecteur est une base de Ej3.

Ainsi, on a :

D =P AP, o D=

o O O =
oS O = O
S N O O
w O O O
S = O =
—_ O = O
S O = =
N = OO

Etude de la diagonalisabilité de B.

Cherchons & quelle condition sur A la matrice B — A4 n’est pas inversible, en effectuant un pivot de Gauss sur cette

matrice.
3—A 1 0 4
2 2— A 0 4
L1HL4
-2 -1 1-\ —4
-1 0 0 —A
-1 0 0 —A LQ(*L2+2L1
2 2— A 0 4
— 9 1 1 A\ 4 L3FL372L1
B B A Ly+ Ly+(3—=)NL
3-A 1 0 4 1= Lt G-
-1 0 0 -
0 2—2X 0 4 — 2\
— Ly < Lo
0 -1 11— —4 42X
0 1 0 A2 —3)+4



-1 0 0 -2

N 0 1 0 A2 —3X+4 L3 <+ L3+ Lo
0 1 1-XA —442) Ly (2= NLs
2—A 0 4 — 2\
-1 0 0 -\
0 1 0 A2 —3\+4
— + :M,\
0O 0 1—-X 22—\

0 0 0 (A=272%\-1)
Ainsi, la matrice B — Al est non inversible si et seulement si A € {1,2} (que ce soit dans R ou dans C).

Encore une fois, il est impossible de conclure immédiatement quant & la diagonalisabilité de B. Etudions donc les

dimensions des espaces propres.

L’espace propre F;

-1 0 0 -1
1
Ona: M; = 0 0 . Ainsi M est de rang 2.
0 0 0
0 0 0 O

Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — Iy) = 2. D’aprés le théoréme du rang appliqué a
I'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé & B — I, on a donc

dim E; = dimR* —rg(B—-I,) =4 -2=2.

L’espace propre F»

-1 0 0 =2
0 1 0 2
Ona: My = . Ainsi M5 est de rang 3.
0O 0 -1 2
0 0 O 0

Les opérations élémentaires concervant le rang, on a donc rg(B — 214) = 3. D’aprés le théoréme du rang appliqué a

I'endomorphisme de R* (de dimension finie) canoniquement associé¢ & B — 21, on a donc
dim By = dimR* —rg(B —2I4) =4 -3 =1.

On a donc dim E; + dim E» = 3 < 4, donc B n’est pas diagonalisable (ni dans R ni dans C).

Un

Un

. Soit pour tout n € N, X,, = . Les relations de récurrence satisfaites par les quatre suites se résument matriciel-

W,
128
lement par :

Vn €N, Xpi1=AX,,  dou VneN, X"=A"X,.

Calculons donc A™ a l’aide de la diagonalisation de A donnée dans la question précédente. On a, pour tout n € N :
A" = (PDP YY" = p(DP~'P)"'DP~' = pDp"'DP~! = PD"P~ L.

D étant diagonale, on a directement ses puissances :

100 0
01 0 0
VYneN, D" =
00 2¢ 0
00 0 3"

Calculons donc P~ !, al’aide de la méthode du pivot. Puisque P est une matrice de passage d’une base a une autre, elle
est inversible. Effectuons sur I les mémes opérations élémentaires que celles que I'on effectue sur P pour la transformer

en Iy :

10



101 0|1 0 00
01 1.0j]0 1 0 0 Ly Ly Ly
1 0 0 10 0 1 O
01 0 2/0 0 0 1
10 1 0of1 00O
. 0o 1 1 00 1 00 Lit Ly Ly
00 -1 1(-1 0 1 0
01 0 2|0 001
1 0 1 0] 1 0 0 O
N 01 1 0|0 1 00O Ly+ Ly— L3
0 0 -1 1|]-1 0 1 0 L3+ —Ls
00 -1 2|0 -1 01
101 01 0 0 O
011 0|0 1 0 O
loo1 1|t 0 -1 0 Ls e Lot La
o o0 o0 1|1 -1 -1 1
1 01 0|1 O 0 O
. 01 1 0]0 1 0 O L+ Ly—Ls
00102 -1 -2 1 Ly Ly — Ls
0 0 0 1|1 -1 -1 1
1 0 0 0)]—-1 1 2 -1
. 01 0 0|—-2 2 2 -1
001 02 -1 -2 1
oo o011 -1 -1 1
-1 1 2 -1
Ainsi, P71 = ;2 21 22 711 . Faites tout de méme la vérification !
1 -1 -1 1
On a donc, pour tout n € N :
1010 10 0 O -1 -1
A — 01 1 0 01 0 O -2 -1
1 0 0 1 0 0 2 0 2 -1 -2 1
01 0 2 o o0 o0 3" 1 -1 -1 1
1 01 0 -1 1 2 -1
- 01 1 0 —2 2 2 -1
(10 0 1 gntl  _gn  _gntl  gn
01 0 2 3 -3 -3 3"
ol 1 —(2n—1) —202"—1) 2"—1
C20er-1) 2-2 —2pn—1) 2n—1
Sl -1 —@3r—-1) 2-37 3 —1

203" —1) —2(3"—1) —2(3"—1) 2.3"—1

Veérifiez que pour n = 0 et n = 1, on retombe bien sur I, et A!

On a donc, pour tout n € N :

Up, ontl 1 —(2n—1) —202"—1) 2"—1 0 2 — gntl
va | |22 -1)  2-2" 202" -1) 2"-1 1| [3-2n#t
w, | | 3"—=1 —3"-1) 2 — 3" 3 —1 2 2
tn 23" —1) —23"—1) —23"—1) 2-3"—1 3 3

En passant, constatez que (wp,)nen et (£, )nen sont constantes, ce qui était loin d’étre évident !
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Correction de ’exercice 10 —

e Déterminer les valeurs propres d’une matrice 2 x 2 se fait avec le déterminant : un réel A est valeur propre de A si et seulement
si A — Al est non inversible, donc si et seulement si det(A — Al) = 0, donc si et seulement si (2 — A)(—2 — \) — 12 =0,
donc si et seulement si A> — 16 = 0, donc Sp(A) = {—4,4}.

e Comme A est d’ordre 2, et admet deux valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable, et chaque espace propre est de

dimension 1.

-2
e Déterminons ’espace propre Fy : A—41, = < 4

-2 3 3 [0

4 —6)\2) \o)’

.. (3 . . 3
Ainsi, 5 € F4, et comme F, est de dimension 1, F4 = Vect 5 .

6 3
e Déterminons de méme E_4 : A + 415 = 4 9] Les colonnes de cette matrice vérifient C; — 2C5, donc, de méme que

3
6) . Les colonnes de cette matrice vérifient la relation 3Cy 4+ 2C5 = 0,

c’est & dire :

1
précédemment, £_4 = R

3 1 4 0
e Ainsi, en posant P = <2 2), et D= < 4), on a la relation A = PDP~!.

1 (-2 -1
e On adet P = —8, donc P~! = — .
—-8\-2 3

Correction de ’exercice 11 — Le scalaire A est valeur propre de A si et seulement si A — Al> n’est pas inversible, donc si
et seulement si det(A — Al) =0 Or :

1—-A 2

det(A — Ay) = det
et 2) e( 21—\

)(1M24A22A3(A+1XA3)

Ainsi, Sp(4) = {-1,3}.
La matrice A, d’ordre 2, admettant 2 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable, et ses espaces propres sont de

dimension 1.

2

e L’espace propre E_1 : ona A+ Iy = (2

2
2). Les colonnes de A + I vérifient : C, — Cy = 0, ainsi, comme dans une

1
question précédente, ( ) est dans le noyau de A + I, donc dans E_;. Comme E_; est de dimension 1, on en déduit

1
queE_1:R< 1).

-2 2 1
e L’espace propre E3 : ona A — 31y = ( 5 2). Les colonnes de A + I vérifient : C; + Cy = 0, ainsi <1> est dans Ej.

1

Comme FEj3 est de dimension 1, on en déduit que F3 =R )

1 1
Par conséquent, (( 1) , <1>> est une base de diagonalisation de ’endomorphisme canoniquement associé a A, et la

formule de changement de base fournit la relation A = PDP~!, ot :

e 12, H_ (-t 0 o (11
2 1 0 3 -1 1

Correction de ’exercice 12 — Soit A € RR. Le réel A est valeur propre de A si et seulement sirg(A—Aly) < 4. Déterminons
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ce rang a 'aide de la méthode du pivot de Gauss.

- 2 -1 1 1 2 -1 -
2 3-A -2 2 2 3= -2 2
A*)\Ll: —
1 2 —2—-X 1 1 2 —2-X 1
1 2 -1 - - 2 -1 1 Ly Ly
1 2 -1 -
. 0 —1-—X 0 2+ 2X\ L2<—L2—2L1
0 0 1= 14+ A Ly Ls— 1Ly
0 242\ —1-X 1-X2) Ly« Ly+ )Ly
1 2 -1 -
0 —1—-2X 0 242
— Ay =
0 0 —-1-A 1+ A
0 0 0 —(A+1)(A—4)

L4%L4+2L2—L3

Ainsi, Sp(A4) = {-1,4} De plus :

1 2 -1 1
00 0 0 . . s P

o rg(A+1) =1rg(A_1) =rg 00 o ol~ 1 donc E_1 est de dimension 3, d’aprés le théoréme du rang. De plus, pour
00 0 0

tout X de R%, (A+1,)X =0 <= A_; X =0, donc on trouve une base de E_; en résolvant le systéme associé¢ & A_1. Les

colonnes de A_; vérifient les relations :

201 —Cy =0 Ci+C3=0 et Ci—-Cy=0.

2

—1

0
Ainsi, les trois vecteurs L a sont dans Fj3, et forment une famille libre (car ils sont échelonnés). Donc

O = O =

0 -1
comme dim F3 = 3, ils forment une base de Fj3.
1 2 -1 —4

- 1
e De méme, rg(A — 41,) =1g(A4) =1g 8 05 05 50 =3, donc dim Ey = 1.
0 0 0 0
1
2
De plus, les colonnes de cette matrice vérifient 2Cy + Cy + C3 + C; = 0, donc B4 = R .
1
Ainsi, A= PDP~!, avec :
2 1 1 -1 0 0 0
1 _
p— 0O 0 2 ot D— 0 1 0 O
0 1 0 1 0 0 -1 0
0 0 -1 1 0 0 0 4

Correction de ’exercice 13 —

1. Ay — A3 est non inversible si et seulement si son déterminant est nul. Or
det(A; — ML) =(2-N?—1=X -4 +3=A-1)(A-3)

Ainsi, A; — Al est non inversible si et seulement si A =1 ou A = 3. Ainsi, Spec(4;) = {1, 3}.

La matrice carrée A1 € Mo(R) ayant 2 valeurs propres, elle est diagonalisable (sur R, donc aussi sur C).
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2. De méme,

det(As — M) = (1= N2 +1=)\> -2\ +2.

Le discriminant de ce polynome est A = —4. Ainsi, il n’admet pas de racines réelles. Par conséquent, Specy(As) = &,
et Ay n’est pas diagonalisable sur R.
En revanche, le polynome ci-dessus admet deux racines complexes LQ‘/&, donc Specg(A4z) = {1 — 1,1 +i}. Ainsi, A

ayant 2 valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable sur C.

3. De méme,

det(Az —AL) = (1 -XNB =N +1=XA -4\ +4=(\-2)%

Ainsi, Spec(As) = {2}. La matrice Ay n’ayant qu’une valeur propre, si elle était diagonalisable, elle serait la matrice
d’une homothétie, donc égale a Al pour une certaine valeur de \. Comme ce n’est pas le cas, Ay n’est pas diagonalisable
(ni dans R ni dans C).

4. Le réel X est valeur propre de Ay si et seulement si le systéme associé & la matrice A4 — A5 est de Cramer. Résolvons

donc ce systéme par la méthode du pivot de Gauss :

-1-X 2 0
Ay — N3 = 0 I-X 0 (L3 < L1)
-1 1 =X
-1 1 =X
— 0 I-X 0 (L3 < L3 — (1+\)L)
-1-X 2 0
-1 1 Y
— 0 1-2\ 0 (L3 <+ L3 — L)
0 1—X XN+
-1 1 -
— 0 1-—2)\ 0
0 0 A2+

La matrice A — A3 est non inversible si et seulement la réduite de Gauss n’est pas inversible si et seulement si un
de ses coefficients diagonaux est nul, si et seulement si A = 1 ou A2 + X\ = 0, si et seulement si A € {—1,0,1}. Ainsi,

Spec(A44) = {—1,0,1}. Comme A4 est carrée d’ordre 3 et posséde trois valeurs propres, elle est diagonalisable.

5. On fait de méme pour As :

As — Ny =

Ainsi, la matrice A5 — AI4; est non inversible si et seulement si la matrice diagonale M) est non inversible, donc si et

1—-A
1

0
0

2 2 -1
2-X -1 -1
-1 2-Xx -1
1 1 1-A
1 1 1-A
2—-Xx -1 -1
-1 2-Xx -1
2 2 -1
1 1 1—A
3—A 0 —-A
0 3—A -2
3= 3-X A2-2)
1 1 1-A
3—A 0 -
0 33— =X
0 0 A2

L4(—>L1

LQ%L2+L1
Lg%L3+L1
L4(*L4+(17A)L1

L4(*L47L27L3

seulement si un de ses coefficients diagonaux est nul. Ainsi, Spec(A4s) = {0, 3}.
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e D’aprés le théoréme du rang dim Ey = 4 — rg M. Or,

-1

w O =

M, =

an}
S O W
o O O

0

Cette matrice échelonnée ayant trois lignes non nulles, elle est de rang 3, donc dim Fjy =4 —3 = 1.
e D’aprés le théoréme du rang dim F3 = 4 — rg M3. Or,

-1 1 1 =2

0 0 0 -3
M3 =

0 0 0 -3

0 0 0 9

Cette matrice a ses trois premiéres colonnes identiques, et la quatriéme n’est pas colinéaire aux premiéres, donc
rg(Ms) = 2. Ainsi, dimF5 =4 — 2 = 2.
Comme dim Ey + dim E5 = 3 # 4, on en déduit que As n’est pas diagonalisable (ni sur R, ni sur C).
6. La matrice Ag est triangulaire supérieure. Ainsi, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux : Spec(A4g) = {1}.

La matrice Ag n’ayant qu’une valeur propre, et n’étant pas la matrice d’'une homothétie, on en déduit, comme pour
(c), que Ag n’est pas diagonalisable.

Correction de 1’exercice 14 —

1. Les valeurs propres de Ay sont les racines du déterminant de A; — Als. Or,
det(A; —AL)=(4—-N)(-5-AN)+18=X+A-2=A-1)(A+2).

Ainsi, Spec(41) = {-2,1}. Comme A; admet deux valeurs propres, on en déduit que A; est diagonalisable, et de plus,
dim E1 = dimE_2 =1.

3 -3 1
e Casde AN=1. A— I, = <6 6). Les colonnes de cette matrice vérifient C; + Co = 0, donc <1> € F;. Comme

1
dim £y = 1, on en déduit que F; =R <1>

6 -3 1
e Casde A= —-2. A+2I, = 6 3). Les colonnes de cette matrice vérifient C; +2Cy = 0, donc <2> € Fy. Comme
. . 1
dim Fs = 1, on en déduit que F5 =R 5

1 1
Ainsi, <<1> , <2>> est une base de R?, et dans cette base, la matrice de ’endomorphisme canoniquement associé a

1 0
Ay est Dy = 0 . La matrice de passage est :

1 1 2 -1
P = , donc: P 1 ,
1 2 -1 1

d’aprés la formule d’inversion des matrices 2 x 2.
La relation entre ces matrices est D = PflAlPl.

2. On fait un pivot de Gauss sur la matrice As — A1y :

~1-X 1 3

Ay — A3 = 6 4-X 6 Ly Ly
0 0 2-2A
6 4-X 6

- ~1-X 1 3 Lo+ 6Ly — (1+ ALy
0 0 2-2)

15



—6 4—- ) 6

— 0 A=1)(A—=2) 12—6X| =M,
0 0 2—A
Cette matrice est non inversible si et seulement si A =2 ou A = 1. Ainsi, Spec(43) = {1,2}
-6 3 6
e X € Ej siet seulement si M1 X =0.0r, M= 0 0 3
0 0 -1
Les deux premiéres colonnes étant colinéaires, mais pas les deux derniéres, rg(M;) = 2, donc d’aprés le théoréme
1
du rang, dim F; = 1. La relation C; + 2C5 sur la matrice M; donne | 2 | € FEj, puis, puisque cet espace est de
0
1
dimension 1, 1 =R | 2
0
-6 2 6
e X € E5 siet seulement si Mo X =0.0r, My =| 0 0 0
0 0 0

Cette matrice n’ayant qu’une ligne non nulle, elle est de rang 1, donc dim E5 = 2. On peut d’ors et déja en conclure
que Ag est diagonalisable, puisque dim Es + dim F; = 3.
De plus, les deux relations C7 + 3Cs = 0 et Cy + C3 = 0 montrent que

1
FEy = Vect 31,
0 1
1 1
Ainsi, 'endomorphisme canoniquement associé & la matrice Ag est diagonalisable dans la base 21,131,
0 1

o NN O

1 0 1 1 1
La matrice dans cette base est Dy = | 0 0 |, et la matrice de passage est P, = | 2 3 0 |. La relation entre ces
0 2 0 0 1

matrices est Dy = P{lAng.

Trouvons l'inverse de P, par la méthode du pivot de Gauss :

11 1]1 00
2 3 0/0 1 0 Lo ¢ Ly — 2L,
00 1[0 0 1
11 1]1 00 Lo Lo L
— 01 -2|-2 10 s Lyt oLy
00 1[0 01
11 0l1 0 -1
— 01 0l-21 2 Lie=Loi =L
001/0 0 1
1003 -1 -3
— 010[-2 1 2
001/l0 0 1
3 -1 -3
Ainsi, Py '=|-2 1 2
0o 0 1

Correction de 1’exercice 17 — Exercice technique
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1. Soit A € C (il n’est pas précisé dans I’énoncé si la diagonalisation doit se faire sur R ou C, donc je prends le plus
large possible). Le complexe A est valeur propre de A si et seulement si A — AI3 n’est pas une matrice inversible. Nous
recherchons donc le rang de A — A3 & l'aide d’un pivot de Gauss, que nous présentons sous forme algorithmique, les
transformations successives étant représentées par des fléches.

3\ -3  —4 2 3 —3-2)
A-Mz=| —2 a-x 4 — | —2 a-x 4 (L1 & L3)
2 3 —3-2) 3-A -3 4
2 3 A Ly <+ Lo+ 14
|0 tmA I <L3 - 2L3—(3—)\)L1>
0 3—3\ 1—2A2
2 -3 3\
5 o 1-» 1-A — M, (L3 — L373L2)
0 0 —243%—2)2

Ainsi, la matrice A — A\I3 est non inversible si et seulement si la matrice M) obtenue & l'issue de la réduction de Gauss
est non inversible, si et seulement si (puisque cette derniére est triangulaire) un des coeflicients diagonaux de M) est
nul, si et seulement si A = 1 ou A = 2 (les racines du polynoéme —2 + 3X — X2 étant 1 et 2). Ainsi, | Sp(A) = {1, 2}. ‘

e Etude du sous-espace propre F; associé a la valeur propre 1.

Le sous-epace propre Ej est le noyau de la matrice A — Als, donc le noyau de la matrice M, les opérations de Gauss
sur les lignes préservant le noyau. Or,

2 -3 4
My=10 0 0
0 O 0

Cette matrice est de rang 1, donc, d’aprés le théoréme du rang, son noyau est de dimension 2. Ainsi, .
Puisque Fs est au moins de dimension 1, et que la somme des dimensions des espaces propres ne peut pas excéder 3,
on a nécessairement dim Fs = 1. On peut alors d’ores et déja affirmer que | A est diagonalisable
dim Fy = 3.

, puisque dim E; +

3
De plus, les colonnes de M7 vérifient les relations 3C7 + 2Cy = 0 et 2C7 + C3 = 0. Ainsi, les vecteurs | 2 | et
0
2
0 | sont dans F;. Comme ces deux vecteurs sont linéairement indépendants et que dim F; = 2, on en déduit que
1
3 2
21,10 est une base de F
0 1
e Etude du sous-espace propre Fy associé a la valeur propre 2.
2 -3 -5
De méme, Mo =10 -1 -1
0 O 0
1
Les colonnes de M; vérifient Cy — Cs + C3 =0, donc | —1 | E5. Comme dim E5 = 1, on obtient :
S
1
E5 = Vect -1
1
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2.

3 2 1 1 0 0
Ainsi, |en posant P= |2 0 —1|etD=]0 1 0|,ona A=PDP!
01 1 0 0 2

(a) On peut bien stir calculer A2 et exprimer A2 en fonction de A et I3. On peut aussi se servir de la diagonalisation

de la question précédente : en effet,

000\ /-1 0 0
(D-IL)D-2L)=|0 0 ol[ 0o -1 o]|=0,
00 1 0 0 0

donc D? — 3D + 215 =0, donc
A%? —3A+2I3=PDP'PDP' —-3PDP~!' 4+ 2PP~! = P(D? - 3D + 2I;) P~ = 0.

Ainsi, —3X + 1 est un polyndéme annulateur de A. ‘

(b) Soit n € N. D’apres le théoréme de la division euclidienne, il existe un polynome @, et un polynéme R = aX + b

de degré au plus 1 tel que
X"=(X?*-3X+2Q+R=(X-1)(X -2)Q +aX +b.

En évaluant cette relation en 1 et en 2, il vient :
1 a+bd
2" =2a+b
a =2"-1
b =-2"+2

= (X2 -3X +2)Q+ (2" )X + (-2" +2).|

En spécialisant en A, du fait que X2 — 3X + 2 est un polynéme annulateur de A, on obtient :

On en déduit facilement que

Ainsi,

(A" = (2" — DA+ (22"

Vous pouvez vérifier rapidement que pour n = 0, on retrouve l'identité, pour n = 1, on retrouve la matrice A, et
pour n = 2, on retrouve le polynéme annulateur de A. Ces vérifications élémentaires permettent de détecter les petites
erreurs de calcul ou de signe. Ne vous en privez pas!

La matrice A est inversible car 0 ¢ Sp(A).

Par ailleurs on trouve facilement I'inverse de A en utilisant le polynéme annulateur, en isolant I3 et en mettant A en
facteur dans le reste de I'expression : cela donnc

1 3 1, 3 1, 3
Is=—-A+SA=A(-A+Z)=(-24+2)A
8= g ( 2 +2) ( 2 +2)

1
Ainsi, | A7 = *EA + g

Cette méthode utilisant le polynéme annulateur pour trouver l’inverse est i retenir. Elle est trés

efficiace, et utilisable dés lors qu’on connait un polynéme annulateur dont le terme constant est non
nul.

Pour le calcul de A™"™, on extrapole la formule de A™. Soit n € N*. Posons
B,=2""-1)A+(2-2")Is.
Vérifions que B, est bien I'inverse de A" :
A"B, =B, A" = (27" -1DA+ (2-2"")I3)((2" —1)A+ (2 —2")I3)
=2 " -DER"-DAA+ (2T -1DE2-2")+ (2" -1)(2-2"")A+(2-27")(2-2")];
=(2-2"-2"")A? 4+ (-6+3-2"+3-2MA+(5-2-27"—2.2")];
=2(A% —3A+4213) — 2"(A? —3A +2I3) — 27" (A% —3A + 2I3) + I3
= Is.

18



Ainsi, B,, est bien I'inverse de A™, donc, pour tout n € N*,

AT =2 - DA+ (2-2"")Is

Remarquez que cet argument est aussi valable pour n = 1, et redone donc I’expression de A~!.

Correction de 1’exercice 19 —

1. Notons A, I'événement : « Alice a la balle aprés n lancers », et de méme pour B,, et C,,. D’aprés ’énoncé :
e P(Ay41]A4,) = 0 (on ne s’envoie pas la balle a soi-méme), P(B,41]|A,) = 2 et P(Cpy1]A,) = 1
o P(A,4+1|Bn) = %, P(By+11Bn) =0 et P(Chy1|Bn) = 7
o P(Ant1[Cn) =0, P(Bny1[Cp) =1 et P(Cry1|Cn) = 0.
D’aprés la formule des probabilités totales, appliquée avec le systéme complet (A, B C’ ) on obtient :
® Anp1 = P(Ant1) = P(Ans1[An) P(An) + P(Ant1|Bn) P(Bn) + P(Ant1|Cn) P(Cn) =
® Bni1 = P(Bni1) = P(Bns1]An) P(An) + P(Bns1|Bn) P(By) + P(Br1[Cn) P(Cn) = SA +Cn§
® Unt1 = P(Cn+1) = P(Cn+1|An)P(-An) +P(Cn+1|BH)P(Bn) +P( n+1|C (Cn) IA + Bna
On obtient donc la relation matricielle suivante :

An+1 0 % An
Bui| =13 01 B,
CVn-i-l i i Cn
-2 2 0
2. X est valeur propre de M si et seulement si la matrice M — A3 = % -2 1 est non inversible. Effectuons un
1 1
i1 A
pivot de Gauss. Effectuons Ly < 4Ly, Lo < 4Lo, L3+ 4L3 et Ly <> L3 :
1 1 —4) I Lo —3L 1 1 —4A
F J—
3 —4x 4 e ! — [0 —4ax—3 4412\ | L3 L3+ Lo
L3+ L3+ 4N 9
-4\ 3 0 0 34+4X —16A
1 1 —4\
On obtient donc finalement la matrice suivante : M’ = | 0 —4\—3 4

0 0 4+ 12X\ — 16)2
Attention, ne parlez pas de réduite de Gauss, ce n’est une réduite de Gauss que si —4A —3 # 0, ousi —4A —3 =0et
4 4+ 12X — 16)A2. Dans les autres cas, la matrice M’ n’est pas échelonnée.
Cette matrice triangulaire supérieure est inversible si et seulement si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls,
c’est-a-dire si —4X\ — 3 # 0 et 4 + 12\ — 162 # 0. Ainsi, la matrice M est non inversible si et seulement si A = —%,
A=1lou = —i. Ainsi, M admet trois valeurs propres : Spec(M) = {1, —i, —%}.
On peut d’ors et déja affirmer que M est diagonalisable, plisqu’elle admet trois valeurs propres, alors qu’elle est de
taille 3. De plus, les sous-espaces propres sont tous de dimension 1. Déterminons des bases de ces sous-espaces.

Sous-espace propre Ey : Fy est 'ensemble des solutions de M X = 0, donc de M'X =0 :

1 1 —4 T 0 0 -12 T 0
<
0 -7 16 y|l=10 Lo T+ I -7 16 y| =10
0o 0 0)\z 0 ! e o o0/ \z 0
Comme je 'ai déja dit, cet espace est de dimension 1; on a le choix pour z; cela impose les valeurs de y et de z. Ainsi,
12
E_1 =R |16 | (le choix de 7 pour z permet d’éviter les fractions).
7

Sous-espace propre E_1 : ce sont les solutions de

4

11 1\ [z 0 2 0 3\ [z 0
<

0o -2 1|[y]=1]0 P 2 1|ly|l=10

o 0o o/ \z 0 ! e 0o 0o 0o/ \z 0
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-3

Ainsi, F_1 =R

1 1

4

2
Sous-espace propre E_3 : ce sont les solutions de

3
4

11 1 x 0 110 x 0
0 0 =5 =10 0 0 1 =10
Y Lo+ —Lo/5 Y
0 0 -9 z 0 0 0O z 0
L3 — L3 + 9L2
L1 — L1 — 3L2
-1
Ainsi, E s = R 1
0
12 -3 -1
3. Soit f canoniquement associé & M. Alors, dans la base B = 61,11 1],]1 , la matrice de f est :
7 2 0
1 0 0
fls=|0 -5 0
o o -3
D’aprés la théorie des changements de base, on a D = P~' AP, avec :
1 0 0 12 -3 -1
D=1]0 -1 0 et P=116 1 1
0o o -2 72 0

Calculons P~! a I'aide d’un pivot. Dans le but de limiter les calculs, je ne vais pas faire les calculs dans ’ordre habituel
(les pivots de la gauche vers la droite).

12 -3 —-1]1 0 0 28 =2 0|1 1 0
16 1 1 ({0 1 0 L1+ Lo+ L1 — 16 1 1|0 1 0 L1+ L1+ Lg
7 2 0110 0 1 7 2 0|10 0 1
3 0 2|1 1 1 3 0 0 1 1 1
L2<—35L2—16L1
— 16 1 1|10 1 O 0 35 35|—-16 19 -—16 Lo« 2Ly —TL3
L3 < 5L3— 14
7 2 0(0 0 1 0O 10 0| -1 -1 4
3 0 0 1 1 1 1 0 0] & L L
permutation 351 351 325
— 1 0 0 70| -25 45 —-60 L 01 0|-% -5 %
normalisation 5 g 6
0O 10 o -1 -1 00 1|-3% 131 —7
i 1 1
35 35 35
-1 _ 1 1 2
DOHCP = —m _E g
_5 9 _6
14 14 7
4. M =PDP~! d’on
1 1 1
) 12 -3 -1 1 0 0 3 3 3E
n __ np—1 __ 1\" 1 —1 2
M"=PD"P'=116 1 1 0 (—7) 0 -5 T £
3\" 5 9 6
7 2 0 0 0 (_Z) - 11 7
Je vous laisse faire les calculs.
An AO
5. Par une récurrence immédiate, | B, | = M" | By
Ch Co
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En passant a la limite, si on note A, B et C les trois limites, on obtient :

A Ao
B znli}IEOOM” By
C Co
Or,
12 -3 —-1\/1 0 0 = o 2 2 2
nETooMn:P%nETanP: 16 1 1 |foo o)l —55 7 2 = 2 £ L&
72 0/\0 0 0\ - &F ¢ > &
Ainsi,
A % % % Ao %(Ao-l-Bo—i-Co) %
B|=| £ & ¢ By | =]32(Ad+Bo+Cp) | = |22
C * 3 3= Co == (Ao + Bo + Co) =

En particulier, ces probabilités ne dépendent pas de Ag, By et C, donc de 'enfant qui avait la balle au début du jeu.

Correction de 1’exercice 21 —

1. Le noyau de f est ’ensemble des solutions de AX = 0. Trouvons donc une réduite de Gauss de A. Effectuons pour
commencer les opérations Lo < Lo — Ly, Ly < Ls+ Ly et Ly < Ly+ Ly :

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

0o 2 0 2 L3y« Ly 0O 1 0 1
— —

0 O 0 0 normalisation O 0 1 -1

0o 0 -2 2 0O 0 0 O

Cette matrice échelonnée est de rang 3, donc le noyau de f est de rang 1. Effectuons un pivot double pour trouver une
base de Ker(f). On effectue 'opération Ly <— L1 + Ly — L3. On obtient la réduite de Gauss suivante de A :

1 0 0 1
01 0 1
0 0 1 -1
0O 0 0 O
-1
.. —1
Ainsi, un vecteur non nul (donc une base) de Ker(f) est )
1

D’aprés le théoréme du rang, Im(f) est de dimension 3. De plus, Im(f) est engendré par les quatre colonnes de A.
Alnsi, on peut extraire de cette famille génératrice de Im(f) une base de Im(f). Or, les trois premiéres colonnes sont

libres. Elles forment donc une base de Im(f).

Déterminons Ker(f2). Pour cela, calculons A? :

0 -2 2 -4
e |0 2 -2 4
0 2 -2 4
0 2 —6 8

Trouvons-en une réduite de Gauss. On effectue les opérations Lo < Lo + Ly, Lg < Ls+ Ly, Ly < Ls+ L1 et

L1%7L1/22
01 -1 2 01 -1 2 010 1
00 0 0 00 1 -1 00 1 -1
Lo+ —L4/4 — L1+ L{+L —
00 0 o] 72 1/ 00 0 P 000 0
0 0 —4 4 00 0 0 000 0
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Ainsi, le choix de la premiére et de la quatriéme coordonnée imposent les autres. Une base du noyau de f2 est donc
0
-1

—_

(= =R )

. N’ayons pas peur des calculs. On effectue un pivot de Gauss sur la matrice A — Al pour savoir a quelles conditions sur
A elle est inversible :

1—x -1 1 1
1 1-x 1
Lo < 14
1 1 —1-x 1
1 1 —3 33—
1 1-x 1 1
Loy ) » Lo+ Ly— (1 - NI,
I 1 —1-x 1 23%?%]‘1
1 _3 3.1\ s Lia+ 14
1 1— )\ 1 1
o 2 a2 Lo Ly
0 2\ A2
0 2\ 2 4-)
1 11—\ 1 1
|0 2\ N _ ) 2
0 —2420—22 A A—2 5 (2= MNLs+ (2= 2\ + \2)Ly
02—\ —9 4 Ly La— Lo
11—\ 1
02—\ Y 2
o 0 x2a-xn N Laer Ly
0 0 24N 2-)
11—\ 1 1
— 8 QOA 721A 23/\ Ly (2= N Lg+ A\2(1— \)Ly
0 0  AX1-)) A2
1 1-x 1 1
oz 2 o
0 0 —2+X 2-2)
0 0 0 A2(2-— )2

Les calculs ci-dessus ne sont pas valables pour A = 2 (car on fait une opération du type L; « O0L; qui n’est pas
inversible). En revanche, ils sont valables pour toutes les autres valeurs de A. La matrice obtenue est traingulaire
supérieure. Elle est inversible si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls. Ainsi, si A = 0, elle n’est
pas inversible : 0 est valeur propre (ce qu’on savait déja puisque Ker(f) # {0}); si A & {0, 2}, elle est inversible, donc
A n’est pas valeur propre.

L’espace propre Fy = Ker(f) a été déterminé dans la question précédente.

Etudions I’autre valeur propre possible, & savoir 2. On reprend le pivot a la matrice B :

1 -1 1 1 Ly Ly— Lo 1 -1 1 1

0 0 -2 2 Lg%—Lg/Q 0 1 —1 0 LQ%L2+L3
B = SN

0o -2 2 0 L3« —L3/2 0 0 1 -1 Ly« L1 —L;j

0O 0 -2 2 Lo <> Ly 0 O 0 0

1 -1 0 2 1 0 0 1

0 1 0 -1 01 0 -1
— L1+ L L —

00 1 -1 I 00 1 -1

0 0 O 00 0 O
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1
Donc 2 est valeur propre, Fs est de dimension 1, engendré par L Ainsi, Spec(f) = {0, 2}.

1

La somme des dimensions des sous-espaces propres est 2 < 4, donc f n’est pas diagonalisable.

3. (a) D’apreés la description de Ker(f), e; € Ker(f). Ainsi, si f(e2) = e1, alors es € Ker(f?). Il faut donc chercher ey

dans Ker(f?). Or

o o o =
I
—_

On peut donc prendre es = (1,0,0,0).
De méme, e3 est dans Fa, et (f — 2id)(es) = es, donc (f — 2id)?(eq) = 0. Il faut donc déterminer le noyau de
(f — 2id)2. Pour cela, calculons (A — 214)? :

0 2 =20

-4 2 - L L L
(A—2I,)? = 60 3 bat e
4 -2 6 0 Ly Lys+ Lo
4 -2 6 0
0o 2 -2 0
-4 2 -6 0
— L1/2 <+ —Ly/2
0 0 0 0 i/ 2/
0O 0 0 O
2 -1 3 0 20 2 0
0 -1 0 01 -1 0
— L1+ L L —
0 0 0 0 re e 00 0 0
0 O 0 O 00 0 O
-1 0
.. . 1 0
Ainsi une base de Ker(f — 2id) est Lol I Or:
0 1
0 -1 -1 0 0 0
0 1 0 0 0
= = +2 , donc =e3+2
o 1 0 o °
1 1 1 -1 -1

On peut donc prendre e4 = (0,0,0, —1).

La matrice de la famille B = (e, ez, e3,e4) dans la base canonique est :

1 1 1 0
p_ 1 0 -1 0
-1 0 -1 O
1 0 -1 -1

B est une base ssi P est inversible, et dans ce cas, P est la matrice de passage de la base canonique a la base B.
Montrons que P est inversible par la méthode du pivot. Effectuons pour commencer les opérations Lo < Lo — L1,
Ls < Ls+ Ly et Ly <+ Ly — Lq. Nous effectuons également les mémes opérations sur la matrice Iy, puisque notre
but est ensuite d’inverser P.

1 1 1 0 1 0 0 0
L2 — _L2
o -1 -2 0|-1 1 0 O
— L4 — —L4
0 1 0 0 1 0 1 0
Lo+ Lg
0O -1 -2 —-1]-1 0 0 1
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1 11 0|1 0 O O
01 001 0 1 O L3 <+ Ls— Lo
—
01 2 0|1 -1 0 O Ly Ly— Lo
01 2 111 0 0 -1
1 1 1 0j1 0 0 0
01 0 0|1 O 1 0
. Ly« Ly— Ls
00 2 00 -1 -1 0
00 2 10 0 -1 -1
1 11 011 0 0 0
01 0 0|1 O 1 0
—
00 2 0|0 -1 -1 O
00 0 1]0 1 0 -1

Ainsi, P admet une réduite de Gauss inversible, donc est inversible. B est donc une base, et P est la matrice de

passage de la base canonique de R* & la base B.

Continuons le pivot précédent pour trouver 'inverse de P. On effectue les opérations Ly < Ly — Loy — %Lg et
L3+ L3/2 :

1 000/0 & -1 0 0 3 -+ 0
01 0 0|1 o0 1 0 1 0 1 0
— 1 1 , d’on P1l= L L
001 0(0 —5 —5 0 0 -3 —5 0
0 00 1|0 1 0o -1 0 1 0o -1
Il n’y a pas besoin de calcul. A’ est la matrice de f dans la base B. Or,
e f(e1) =0, 0100
o f(e2) = ey, Ainsi, A = 0 0 0O
o f(es) = 2es, 00 2 1
[} f(€4) = €3 + 264 0 0 0 2
: ! & Angd / Al 0 1 ..
La matrice A’ s’écrit donc par blocs A’ = 0 A ) avec A1 = J et Ay = 215 + J, avec J = 0 ol Ainsi,
2

" AT 0

AT =1 . Il faut donc calculer A} et A5.
0 Ap

Ona: J? =0, donc A} = 0 si n > 2. De plus, I et J commutent, on peut donc utiliser la formule du binéme

pour calculer (215 4+ J)™ :

n

L+ =Y <Z> onk [, Jk = o[y 4+ n2n1,
k=0

les autres termes de la somme étant nuls. Ainsi, pour tout n > 2 :

00 0 0
qm_ |0 00 0
o 0 27 nont
00 0 2
On en déduit, par un calcul facile :
0 2 '(n—-1) —2n7! n2n—1
an — parp-t_ |0 —2n=l(n—-1) 2n-t —n2n—t
- o —2vtn—1) 2n? —n2n—1
0 —2"(n+1) -2t —27"(n42)

Pour tout n > 2, r

g(A™) = 1g(A’™) = 2. Donc dim Im(f") = dim Im(f?). Comme Im(f") C Im(f?), on en déduit
que Im(f™) = Im(f2

). De méme, dim Ker(f™) = dim Ker(f?), et comme Ker(f?2) C Ker(f™), on obtient 'égaliteé.
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