LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Algébre 8 — Orthogonalité (1)

Correction de quelques exercices

Correction de 1’exercice 9 —

1. Pour tout X = <$>,
Y

2. On a clairement

ou ¢ est définie par

V(X,Y) e (R?)?, o(X,Y)= X <_21 _51>Y

. e e . . . -1
Ainsi, ¢ est une forme bilinéaire (c’est la forme bilinéaire canoniquement associée a la matrice ( 5 | et elle est

symétrique car cette matrice est symétrique.

De plus pour tout X € R?, X = <x>’
Y

P(X,X) = Q(x) =2 (x - ¥) + 342 >0,

avec égalité si et seulement si chaque terme de cette somme de termes positifs est nul, donc ssiy =0 et 2 — 4 =0,
donc ssi x =y = 0, donc ssi X = 0.
Ainsi, ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc un produit scalaire.
On en déduit que NV est la norme euclidienne associée au produit scalaire .
3. On orthonormalise la base canonique (eq, e2) par le procédé de Schmidt, pour le produit scalaire ¢. On note (f1, f2) la

famille obtenue.
e On conserve la notation N, afin de bien distinguer cette norme de la norme euclidienne canonique. On a :

N(ep)? =2 donc: fi= \/Li (é) .

0 1 0 1/1 1/(1
ug = ez —p(ea, f1)f1 = <1> - 550(62761)61 = <1> + 5 <0> = B <2> .

e On pose :

Ainsi
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On en déduit que fo = ﬁ <2>

+oo
Correction de I’exercice 12 — Soit F I'ensemble des fonctions f continues sur [0, +o00[, et telles que / f(t)? dt converge
0

absolument.



1. D’apreés le cours, (f,g) — fOA f(t)g(t) dt est un produit scalaire sur C°([0, A]). D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

appliquée a | f]| et |g|, on a donc :
A A A
dt < 2(t) d 2(1) d
/O (D) t<</0 () t/o o) t)

Ainsi, si f et g sont dans F, alors les deux intégrales de droite convergent, et
A +o00 “+o00 %
wazo, [Ceoias ([T roa [T i)
0 0 0

A +oo
Ainsi, A — / |f(#)g(t)| dt est bornée, et comme la fonction intégrée est positive, U'intégrale / lf(®)g(t)] dt
0 0

2

—+oo
converge, donc / f(t)g(t) dt converge absolument.
0

2. o E est un sous-ensemble de C°([0, +00]).

e [ est non vide car la fonction nulle est dans F N N N
e Soit f et g dans E, A € R. Alors (\f + ¢)? = A\2f%2 + ¢°> + A fg. Comme / 12, / g% et / fg convergent,
0 0 0

—+oo
on obtient la convergence de / (Af4+9)? donc \f +g € E
0

Ainsi, E est un sev de C°(]0, +-o0|).

—2kt

3. 0Ona f,f = e~ 2kt Cette fonction est continue sur [0, +-oc[, de primitive ¢ —ﬁe , qui admet une limite finie (nulle)

en +o0o. L’existence de cette limite équivaut & la convergence de 'intégrale fOJrOO f2. Donc f;, € E.

4. On note (b1, be, b3) V'orthonormalisée de Schmidt de (f1, fa, f3).
+oo 1 +oo
° <f17f1>:/ e dt:§/ e " du (cdv u = 2t).
0 0
On reconnait I'(2), o (f1, f1) = 3. Ainsi
byt V2e

e Soit uz = fa — (f2,b1) b1 = f2 — 2(f2, f1) f1.
Comme plus haut en faisant un changement de variable u = 3t,
1
(fauf2) = 3T () = 3

donc U = f — %fl

On a alors u3 = f; — %fg + %fg. Par des cdv du méme type que plus haut, on trouve, pour tout k € N*,

+oo 1
| pwar=g

d’ou :
luzl? =
Ainsi, by =6fy —4f1.
e Soit us = f3 — (f3,b1) b1 — (f3,b2) bo En remplacant :

uz = f3—2(f3, f1) fr — (f3,6f2 — 4f1) (6f2 — 4f1)
(

1 6
:f3*§f1*(g*1) 6fo —4f1)
1 6 4
= 3*§f1*5f2+3f1
3 6
= Efl*gf2+f3-
On a alors
9 36 18 3 12
2* _— —_— —_—— — P —
us=1ogl2tplatfo— st cfa— o
9 51 18 12
= 1—00f2+ %fzx + fo — %fs - Eff’



Ainsi

Donc |Jug|| = d’on

17

106 \/_
6

b3 = 1—7(3f1 —12f5 + 10f3).

Correction de I’exercice 13 — Les vecteurs e; = (0,1,1,2) et e2 = (—1,1,0,0) étant non colinéaires (et en nombre 2), ils
forment une famille libre. Ainsi, ils forment une base de I'espace F' qu’ils engendrent. Déterminons une base orthonormale
(f1, f2) de F, obtenue de (e, e2) par le procédé de Schmidt. On a :

€1 1 U
f1: :_(0715172)5 et f2:—7
lexll V6 [Juz]|
ou :
1 1 , 66
u2:€27<627f1>f1 = (71517050)7 6(0517152): 6(7655771772)7 donc: ||U2|| (36+25+1+4) 36
Ainsi

fo= (—6,5,—1,-2).

1
V66

Le projeté orthogonal de A sur F' est donc donné par la formule :

pF(A) = <A7f1> fl <A f2> f2 (0a15172)+ 313(_6557_17_2): %(_6727521742): %(_279577 14)

Ainsi,
11 -2 13
1|22 9 1 13 1 /396 6
d(A, F) = |A—pr(A)]| = — — == = —V169+169+49+9= —0 = —.
(A, F) =[[A=pr(A)| Tl o . Tl s 11\/ + 169 + 49 + o T
11 14 -3

Correction de ’exercice 14 — Soit E = M, (R). Soit A € E. On rappelle que la trace de A est la somme des coefficients
diagonaux de A, et est notée tr(A).
1. (a) La trace est une application de E dans R.
Soient A = (a;;)1<ij<n € B = (bi j)1<ij<n deux matrices de E. Soit A € R. On a alors A+ AB = (a;; +

Ab; i )1<i,j<n-- Par conséquent,

r(A+AB) = Za”—i—)\b” iai,i—l—)\ibi,i:tr(A)—i—)\tr(B).

Ainsi, tr est une application linéaire de F dans R, donc une | forme linéaire sur E. |

(b) Avec les mémes notations que ci-dessus, et en notant AB = (¢; k)1<ik<n €t BA = (dik)1<i k<n, O1 &, pour tout
(i, k) € [1,n]? :

n
Cik = E a;i ibj
j=1

et par conséquent,

n n n n

B):ZciZ:ZZa”b“fZZbﬂa”de ; =tr(BA).
Jj=1

=1 =1 j=11:=1

Ainsi, on a bien ‘ tr(AB) = tr(BA) ‘

(c) Soit A et B deux matrices semblables. Il existe donc une matrice inversible P dans F, telle que B = P~1AP.
Ainsi,

tr(B) = tr(P~Y(AP)) = tr((AP)P™!) = tr(A).



(d) La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable. Ainsi, 1 et 2 ne sont pas les seules valeurs propres, la
somme des dimensions des sous-espaces propres associés n’étant pas égale a 3.
De plus, étant d’ordre 3, A admet au plus 3 vecteurs propres. Ainsi, A admet exactement 3 valeurs propres, et la

dimension des espaces propres correspondant est 1.

1 00
Soit A la troisiéme valeur propre. La matrice A est donc semblablea | 0 2 0 |, et d’aprés la question précédente :
0 0 X
1 0 0
O0=tr(A)=tr|0 2 0| =A+3, donc: A=-3.
0 0 A

Le spectre de A est donc ‘ Sp(4) ={1,2,-3} ‘

2. o Pour tout (A, B) € E?, (A, B) € R.
e Pour tout (A, B) € E?,

(B, A) = tr( 'BA) = tr( {( 'BA)) = tr( 'AB) = (A, B)

car la trace ne dépend que des coefficients diagonaux, et que ceux-ci sont laissés invariants par la transposition.
Ainsi, (,), est symétrique.
e Pour tout (A, B,C) € E3, et A € R,

(A,AB + C) = tr( "A(AB + C)) = tr(A "AB + "AC) = A tr( '"AB) + tr( 'AC) = A (A, B) + (A, C),

par linéarité de la trace. Ainsi (,) est linéaire par rapport a la seconde variable, et symétrique, donc aussi linéaire
par rapport & la premiére variable.
e Soit A € E. Notons A = (ai7j)1<i7jgn, A = (bi,j)lgi,jgn; et 'AA = (Ci,j)lgi,jgn- Ainsi, pour tout (’L,j) S [[1,71]], on

a bi,j = am—, et
n n
V(i k) € [Lnl?, cin =) bijain =Y a;ia;k
=1 =1

Par conséquent,
n

(A, A) = tr("AA) =) cii = i > a2 >0,

i=1 i=1 j=1
en tant que somme de termes positifs, le cas d’égalité étant obtenu si et seulement si chacun de ces termes positifs

est nul, donc si et seulement si pour tout (i,7) € [1,7]?, a7 ; = 0, donc a; ; = 0, donc A = 0.

Ainsi

(,) est une forme bilinéaire symétrique, définie positive, donc c’est un produit scalaire |.

Un calcul semblable & celui ayant permis d’expliciter (A4, A) ameéne, avec les mémes notations que dans les questions

précédentes,

<A, B> = Z Z ajﬂ-bj’i .
=1 j=1

3. Soit n = 3. Soit :

1 10 1 0 0 1 10
J=lo 1 o|l, K=o 1 1|, L=]0 11
0 0 1 0 0 1 0 0 1
(a) Soit (A, u,v) € R3 tels que A\J + uK + vL = 0, esoit :
Ap+v  A+v 0
0 A4 pu+v w+v =0
0 0 At+p+v
Cela équivaut au systéme :
Afpu+v =0
A+v =0
w+v =0



En retranchant respectivement la deuxiéme et la troisiéme équation de la premiére, on obtient p = A = 0, puis
la famille (J, K, L) est libre ‘

v = 0. Ainsi,

(b) On proceéde a une orthonormalisation de la famille libre (J, K, L). Pour effectuer les calculs de produits scalaires,
on peut soit effectuer tous les produits matriciels, pour revenir & la définition du produit scalaire, soit revenir a
la description par les coefficients obtenue un peu plus haut (somme des produits deux a deux des coefficients des
matrices). Cela permet aussi de calculer les normes de fagon usuelle (racine de la somme des carrés des coefficients
de la matrice).

Soit (E, F, G) la famille obtenue par orthonormalisation au sens de Schmidt de (J, K, L). On obtient alors, a I'issue

de calculs sans réelle difficulté :

1 10
oE:ﬁ:%J,donc E:% 0 1 0
0 01
_ U N
oFfm,ou
1 -3 0
1 3 1
0 0
1 -3 0
On a alors [|U||? = 28, donc F:\/% 0 1
0 0 1
v N
OG:m,ou
i 1 1 -3 0 1 -1 3 0
V=L (LI (LFF=L-J--|o 1 4|=z 0 -1 3
0 0 1 0 0 -1
-1 3 0
On a alors [|[V||? = 2, donc G:\/% 0 -1 3
0 0 -1

(¢) Vous pouvez bien stir utiliser la formule du projeté orthogonal, connaissant une b.o.n. de l'espace sur lequel vous

projetez, ou alors contater que Is = J+ K —L, et donc que Is € Vect(J, K, L), Ainsi, | le projeté orthogonal de I5 sur Vect(

Correction de I’exercice 15 — Soit £ = R[X]. On pose, pour tout n € N, P, = (X2 —1)" et Q,, = pm (polynomes de
Legendre).
1. C’est quasiment du cours...
2. Sans difficulté :
Q=1 Q1=2X Q@ =12X"—4.
3.Ona P, = (X —1)"(X +1)" donc 1 et —1 sont les seules racines de P,, d’ordre de multiplicité n chacune.
4. On a deg(P,) = 2n, donc, en dérivant n fois, deg(Qn) = 2n —n = n.
Le monéme dominant de Q,, est obtenu en dérivant n fois le monéme dominant de P,, qui est X?". Ainsi, le monoéme
dominant de Q,, est (2n)(2n —1)---(n + 1)X™.
On en déduit que le coefficient dominant de @Q,, est %
5. L’initialisation (pour k = 0) est triviale.
Soit k € [0,n — 1] tel que P admet k racines distinctes au moins, notée —1 < 7r; < -+ < 1 < 1, aprés les avoir

ordonnées. Comme —1 et 1 sont racines de multiplicité n > k de P,, elles sont racines de P,(Lk). Ainsi
PO(=1) = PO () =+ = PP 0 (1) =0,

et, en appliquant le théoréme de Rolle sur les k£ + 1 intervalles ainsi définis, la fonction ng) étant de calsse C! sur R,
on obtient k + 1 racines (au moins) de pY.

Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, on a bien le résultat attendu.



6. On a, pour tout (m,n) € N? tel que n > m :
1
(@uQu) = [ PO@PE @) do
-1
On montre & partir de cela que pour tout k € [0, m],
1
(@uQu) = (1" [ POR@ P da,
-1
la définition de (@, @) fournissant U'initialisation.
Soit k € [0,m — 1] tel que Pexpression soit vérifiee au rang k. Toutes les fonctions considérées étant C°°, on peut

intégrer par parties, et on obtient :
1 1
<Qn’ Qm) — (_1)k Pr(zn_k_l)(x)Pr(rzm+k) (x) + (_1)k+1/ Pén_k_l)Pélm-i_k—H)(l') dz.

Or, 1 et —1 sont racines d’ordre n de P,, donc
pr=F=D(—1) = p{r=k=D(1) = 0.

Ainsi )
<Qn;Qm> — (_1)k+1/ Pr(ln—k—l)Pélm-i-k—i-l) (w) de.

-1
D’aprés le principe de récurrence, on a bien pour tout k € [0, m],
1

Qs Q) = (1" / PR () P dar,

-1

En particulier, pour k£ = m, puisque Pgm) = (2m)! (car le mon6éme dominant de P, est X?™), on obtient :

(Qns Q) = (—1)™(2m)! / PO (1) dt.

-1

Pour tout n > m, on a alors (puisque n —m —1 > 0) :

1
Qs Q) = (=)™ 2m)! [P D (@)| =0,
toujours & cause de la multiplicité de 1 et —1.
Donc la famille (@,,) est orthogonale.
7. De plus en utilisant (6) avec n =m
1 1
(@uQ@u) = (-1 @n) [ Pu(t) dt = (-1"en) [ (=141
-1 -1
Le calcul de cette derniére intégrale est un grand classique (& savoir faire). Notons, pour tout (p,q) € N2,
1
T(p.q) = / (t— 1P(t 4+ 1)7 dt.
-1

Une intégration par parties (& justifier) ameéne directement, si p > 0 :

P
J(p,q) = ———=J(p—1,q+1).
(p.q) ] (p—1,q+1)

Ainsi, en itérant cela jusqu’a ce que le premier argument soit nul :

—1)---1 lq! ! 1 gptatl

On obtient donc

(n!)222n+1

2n+1

nl27\/2

<QnaQn> = (—1)"(2n)!J(n,n) = \/m

donc: 1Qn] =



8. Puisque (Qo, ..., Q) est orthogonale, il en est de méme de (Wy,...,W,,). De plus, d’aprés le calcul du degré de Qy,
la famille (Wy, ..., W,,) est échelonnée en degré, avec deg(W;) = i, pour tout ¢ € [0,n]. Par conséquent, elle forme une
base de R, [X].

Enfin, par construction, les W; sont des vecteurs unitaires. Il s’agit donc bien d’une base orethonormale de R,,[X].
Montrons par récurrence sur n qu’il s’agit de 'orthonormalisée de Schmidt de la base canonique. Pour n = 0, c’est
évident puisque Qo =1 et Wy = ”8—2”

Soit n € N tel que la propriété soit vraie. Alors, le n 4+ 1-iéme vecteur f,,+1 de l'orthonormalisée de Schmidt de
(1,X,--- X™*1) est défini par

XnJrl _ Z <Xn+1,Wk>Wk
fusr = =
1At = D (X, W) Wi

Ce vecteur est dans le sous-espace vectoriel de R,,11[X] orthogonal & R,,[X], tout comme W;, 11 (qui est orthogonal &

Vect(Wo, ..., W,) = R,[X]). Comme ce supplémentaire est de dimension 1, f,41 et W, sont colinéaires. Comme ils
sont tous les deux unitaires, on a soit f,11 = Wy41, soit fr41 = Wiy, Ecrivons fne1 =Wy, ot e = £1.
On a alors

<fn+1a Wn+1> =¢ <fn+1a fn+1> =&
Calculons ce produit scalaire avec la formule définissant f,,41. On a :

3

(XL W pn) — 30 (X W) (W, W)

<fn+laWn+1> = k;O
[ X7+ — 37 (XL W) W]
k=0

Les W; étant orthogonaux, en notant « le dénominateur (« > 0), on obtient

(X" Woin) (X" Q)

n aWn - -
et W) o TOmetl

Or,
1

<Xn+17Qn+l> = / tn+1p7§1"'1'1) (t) dtv

-1
et, en effectuant n 4 1 intégrations par partie, sur le méme principe que dans la question 6, on obtient :

(X" Qusr) = (=) (n + 1)!/1 Py (t) dt = (=) (n+ D)J(n+1,n+1).

-1

Le facteur (—1)"*! de Pexpression de J(n + 1,n + 1) nous assure que
<X"+1, Qn+1> >0 donc: (fa+1, Wat1) >0 donc: e >0.

Comme = +1, on en déduit que € = 1, puis que fr41 = Wyt1.
Fin de la récurrence...

Beau raisonnement, qu’il est bon de connaitre...

Correction de 1’exercice 17 —

Soit E I'ensemble des suites réelles définies sur N. On note ¢2 'ensemble des suites réelles u = (un)nen telles que la série de

2

=, n € N converge.

terme général u
On rappelle (voir feuille 3) que le produit terme & terme de deux suites de £2 est encore dans £2, que £ est un espace vectoriel
sur R, et que l'on définit un produit scalaire sur £ par :

+oo
Y(u,v) € 2, (u,v) = Z U Uy
n=0

Soit F' I’ensemble des suites de E nulles & partir d’un certain rang.



1. F C ¢% car si (u,) € F, la somme Y u? est finie, donc convergente. La suite nulle est dans ¢? et toute combinaison
linéaire de deux suites nulles & partir d’un certain rang est également nulle & partir d’un certain rang (le maximum des
rangs des deux suites de la combinaison)

Donc F est un sev de £2.

2. Le vecteur e; est dans F' (donc dans £2), car nulle & partir du rang i + 1.

Soit (Ag, - - - Ap) des scalaires tels que Ageg+- - -+ Ape, = 0. La suite Ageg+- - -+ Apey, est la suite (Mg, A1, ..., Ap,0,...).
Cette suite est nulle si et seulement si tous les coefficients A; sont nuls.

Donc (eq, . .., e,) est libre, ceci pour tout n € N. Ainsi, puisqu’on peut prendre n aussi grand qu’on veut, il existe dans
F' des familles libres de cardinal aussi grand qu’'on veut, donc F' n’est pas de dimension finie (sinon le cardinal des

familles libres est borné par la dimension de F').

3. Soit (uy,) € F. Il existe N tel que u,, = 0 pour tout n > N. Ainsi, (u,) = (uog,u1,...,un,0,...). Donc
(un) = uoeo +urer + -+ + unen.

Donc (uy,) est CL d’un nombre fini de suites de la famille (e;);en.
4. Soit (v,) € F*. Alors en particulier, pour tout i € N, (v,)Le;. Or, par définition du produit scalaire,

—+o0

((vn),e:) = ka(ei)k = v,

k=0
car le k-iéme terme (e;)x de la suite e; est nul, sauf si k = 1, dans lequel cas il vaut 1.
Alinsi, pour tout ¢ € N, v; = 0, donc (vy,) est la suite nulle.
Ainsi, la seule suite orthogonale & F est la suite nulle, donc F'* = {0}.
On a alors F® F+ = F # (2, puisqu’il existe dans ¢2 des suites qui ne sont pas nulles & partir d’un certain rang (comme

1 . 1 Lo . N
(”—‘H)neN par exemple, puisque Y g1z converge en tant que série de Riemann de paramétre 2).

Donc F et F- ne sont pas supplémentaires.
On a d’ailleurs aussi (F+)* = {0}+ = ¢2, donc (F+)* # F.
Les propriétés F @ F+ = E et (F1)+ = F, propriétés vraies en dimension finie, ne sont donc pas nécessairement vraies

en dimension infinie.

Correction de 1’exercice 18 —

1. Tout d’abord, tr(A) est une somme de réels donc un réel. Ainsi, tr est bien définie de M,,(R) dans R.

Montrons sa linéarité. Soient A = (a; j)1<i,j<n €t B = (bi j)1<i,j<n deux matrices de M,,(R), et A € R. Alors
A+ AB = (ai; + Abij)1<i,j<n-

Par conséquent,
tr(A+AB) = aii+Abii =Y ai;+ A bii=tr(A) + Ax(B).
=1 i=1 =1

Alnsi, tr est une application linéaire de M,,(R) dans R.
Avec les mémes notations pour les matrices A et B, on a, d’aprés la définition du produit matriciel :
n n
AB = Z a; ;0; et BA = Z bijajk
J=1 1<4,k<n J=1 1<4,k<n

Donc I
tI‘(AB) = Z Z ai7jbj7i,
i=1 j—1

et

n

tI‘(BA) = ZZ bi,jaj,i = Z Z bé,mam,é = Z Z am,ﬂb&m = tI’(AB),

i=1j=1 r=1m=1 m=1 =1
les variables de sommation étant des variables muettes (le changement d’indices effectué a pour but de ne pas mélanger

les i et j de cette expression avec les ¢ et j de 'expression de tr(AB) qui sont échangés par rapport a ceux-ci)



2. La trace est une application linéaire non nulle (par exemple tr I,, = n), donc Im tr # {0}, donc dim Im tr > 1. Comme
Imtr C R, on a aussi dimImtr < 1, d’ott dimImtr = 1, et 'inclusion Im tr C R se faisant avec égalité des dimensions,

on a une égalité Imtr = R. Donc tr est surjective.

A
Plus simplement, si A € R, on peut constater que A = tr <—In>, ce qui prouve la surjectivité.
n

Ainsi, dimImtr = 1, et donc, d’aprés le théoréme du rang, I'espace initial M,,(R) étant de dimension finie n?,

dim Ker tr = dim M,,(R) — dim Im tr = n® — 1.
3. Montrons que ¢ est un produit scalaire. Soit A, B,C € M, (R), et A € R.
o p(B,A) =tr( BA) =tr( {'BA)) = tr( 'AB) = p(B, A),

car la transposition laisse invariant les coefficients diagonaux, donc la trace. Donc ¢ est symétrique

e Pout la bilinéarité, il sufft donc de prouver la linéarité par rapport a une variable.
©(A, B+ \O) = tr( "A(B + \C)) = tr( "AB + X "AC) = tr( 'AB) + M tr( 'AC) = (A, B) + \p(A, 0),

par linéarité de la trace. Vous remarquerez qu’étudier la linéarité par rapport a la seconde variable m’évite de recourir
a des propriétés de linéarité de la transposition.
Ainsi, ¢ est bilinéaire.

e On a

(A, A) = tr( *AA) = tr Zaj,iaj,k
j=1

n n

_ 2

= E E ;i 2 0,
i=1 j=1

en tant que some de carrés de réels, donc de termes positifs. Donc ¢ est positive

1<i,k<n

e Supposons que p(4, A) = 0. Alors

Or une somme de termes positifs est nulle si et seulement si tous les termes sont nuls. Ainsi,
v(i,j) € [1,n]? aii =0 soit: a; ; = 0.

Par conséquent, A = 0.

Ainsi ¢ est définie.
L’application ¢ étant bilinéaire symétrique définie positive, c¢’est un produit scalaire sur M, (R).
Cette vérification est a savoir faire impérativement
De plus, on a vu en cours de calcul que

JAIP = tr("Ad) = > > i =D D aj,
i=1 j=1 j=1i=1
en échangeant les noms des variables i et j (qui sont muettes), puis, en inversant les deux signes sommes :
2 2
JAIE =22 ;.
i=1 j=1
4. Soit A € M,,(R). D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
[tr(A)] = [tr( ToA)] = o(Ln, A)| < [ L] - [|A].-

Or ||1,||* = tr( I, - I,) = tr(I,) = n, donc

[ tr(A)] < V- | A].

5. Soit S € Sp(R) et A € A,(R). Alors
©(S, A) = tr( 'SA) = tr(SA),

puisque S est symétrique, et de méme,

©(A, S) = tr( 'AS) = tr(—AS) = — tr(AS),



puisque A est antisymétrique. Ainsi, par la propriété de la trace montrée dans la question 1,
©(A,S) = —tr(SA) = —p(S, A).
La fonction ¢ étant symétrique, on en déduit que
phi(A,S) = ¢(S,A) = 0.

Ainsi, ceci étant vrai pour tout S € S,,(R) et tout A € 4, (R), on en déduit que S, (R)LA,(R).

En particulier, S, (R) & A,,(R) est une somme directe. Il ne reste plus qu’a montrer que cette somme est égale a M, (R)
tout entier, pour montrer la supplémentarité.
Soit M € M, (R). Alors
M+ ™M n M — M
2 2 ’
e M+ ™M o M — "M e .
Une vérification immédiate prouve que B — est symétrique et — est antisymétrique. Donc M est bien la

M =

somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. Donc
M, (R) C A, (R) + S, (R).

L’inclusion réciproque étant évidente, on obtient ’égalité. Le caractére direct de cette somme & déja été prouvé, donc
M,(R) = A,(R) & S, (R),

la somme étant orthogonale. Ainsi, A, (R) et S, (R) sont des supplémentaires orthogonaux de M,,(R).

n n
6. D’aprés un résultat du cours, la quantité Z Z(ai’j —m;;)? = ||JA — M|? est minimale quand M parcourt S, (R),
i=1 j=1
lorsque M est le projeté orthogonal de A sur §,(R). En particulier, le minimum de cette quantité existe, puisqu’on est
en dimension finie, et que les projetés orthogonaux existent dans ce contexte.

Or, d’aprés la relation déja utilisée dans la question précédente :
A+A A- A
+ )
2 2

et puisque A, (R) et S, (R) sont supplémentaires orthogonaux, on en déduit que le projeté orthogonal de A sur S, (R)

A:

est At A
My = =——.
Ainsi,
A— AP 1 1o
; 2= A = M2 = —|A- 2= - . )2,
MES(R);;M meg? = 4= daa? = |25 = g4 - ) PRICHEI

Correction de I’exercice 19 — (Polynoémes de Tchebychev et orthogonalité)

1. Une fonction polynomiale étant continue sur R, la fonction ¢ — \/% est continue sur | — 1,1[. Ainsi, les seules

impropretés éventuelles sont en —1 et en 1.

On a, pour tout ¢t €] — 1,1]
Pt) P(t)

Vi JO-t+1t)

Ainsi, P étant continue sur [0, 1], donc bornée, il existe M € R tel que

M M

vVt €] —1,0], <
\/1+t\/17t VIFt

\/142

0
dt
Or, l'intégrale / est une intégrale de Riemann de parameétre % < 1 en —1, donc elle est convergente. D’aprés
1vV1I+t

0
P(t
le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives, l'intégrale / ®

1 V1 —t2

dt converge absolument, donc

converge.
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Une étude similaire montre la convergence en 1.

Attention a la tentation d’écrire
P(t) P(-1)

Vi_e2aa/irt

afin d’utiliser le théoréme de comparaison par équivalences. En effet, cet équivalent n’est valable que sous la condition

que P(—1) # 0, et P'utilisation de cet équivalent ne permet pas de montrer la convergence pour les polynémes dont —1

est racine.

. Je me dispense de la bilinéarité et la symétrie de (—, —), provenant de la linéarité de I'intégrale impropre (puisque
toutes les intégrales en jeu sont convergentes) et de la commutativité du produit dans R.

La positivité se montre comme dans I’exercice 1.

La définie positivité repose également sur le méme argument que dans I'exercice 1, la positivité de I'intégrale étant

aussi valable pour les intégrales impropres. Ainsi, si (P, P) = 0, on obtient :
vt el —-1,1], P(t)=0,

donc P est un polynéme admettant une infinité de racines, donc P = 0.

Ainsi, il s’agit bien d’un produit scalaire.

. Question archi-archi-classiquissime

Soit, pour tout k dans N, la propriété P(k): Vo € R, Ty(cosx) = cos(kz).

e Soit € R; Ty(cosz) =1 = cos(0) = cos(0z). D’ou P(0).

e Soit x € R; Ty (cosx) = cosx = cos(1z). Dot P(1).

e Soit k € N tel que P(k) et P(k + 1) soient vérifiés. Alors, d’aprés la relation de récurrence satisfaite par les Tk, et

d’aprés les formules de trigonométrie, on obtient, pour tout x € R :

Tri2(cosz) = 2cosaTiq1(cosx) — Ti(cosx) = 2 cosz cos((k + 1)x) — cos(kx)
= cos((k+ 1)a + ) + cos((k + 1)x — x) — cos(kz) = cos((k + 2)x)
Do P(k + 2).

Par conséquent, P(0) et P(1) sont vraies, et pour tout k dans N, P(k) et P(k + 1) entrainent P(k + 2). D’aprés le
principe de récurrence, P (k) est vraie pour tout k dans N.

. Soit (i,7) € [0,n]?, i # j. Alors
o [T LT
(Tl,TJ>_/_1 Ly dt

On effectue un changement de variables t = cosz = @(z), ot ¢ est de classe C! et bijective de |0, 7| sur | — 1, 1],

strictement décroissante. De plus, dt = —sinz dx, d’ou

T Ti(cosx)Tj(cosx) , . /F . .
T, 1) = — J —sinz) dxr = cos(ix) cos(jx) dzx,
1.1 = — [ AR (ing) do = [ cos(io) costio)

puisque v/1 — cos? z = Vsin? z = sin z, puisque = € [0, 7] et que le sinus est positif sur cet intervalle.

Ainsi, en utilisant & nouveau la formule trigonométrique pour le produit de deux cosinus :

1 [7 1 [7 1 ™ 1 ™
TiaT‘:_ ] ' d 5 i — 7 = ————|si ; j } 7[ L — 7 =0
@1 =5 [ eoslli+)a) dot 5 [ eosl(i =)o) = g [sin(li+ )a)] ) + g [sint(i =)o)
Ainsi, (Ty,Th, ..., Ty,) est une famille orthogonale de R, [X].
Comme ces vecteurs sont non nuls, et que dimR,,[X] = n + 1, on peut en conclure (méme si ce n’est pas demandé)

qu’il s’agit d’une base orthogonale de R,,[X].

. C’est un calcul similaire au précédent. Soit k € [0,n]. On a comme avant :

1712 :/0 cos®(kz) da = %/(1 + cos(2kx)) da.

On discute alors suivant la valeur de k :
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e Si k=0, alors ||Ty]|? = 7, donc || To|| = /7.
e Si k #0, alors

Ainsi, |76l = |/

1 1 T T
T 2:_[1 ~ sin(2 _T
ITell" = 5 {1 + 5 sin(2kz)| = 3
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