LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Analyse 1 — Révisions : suites

Correction de I’exercice 1 — Eléments de réponse (a développer)

1. On note f : = — v/2z + 3. La fonction f admet un seul point fixe 3. Les intervalles [0,3] et [3, +oo[ sont
stables par f (remarquez que les intervalles stables sont souvent délimités par les points fixes; pensez-y pour
déterminer des intervalles stables). Donc :

e siug € [0, 3], pour tout n € N, u,, € [0, 3].
e siug € [3,+00], pour tout n € N, u,, € 3, +00].

e siug € [—3,0[, s €10,3], et donc pour tout n € N*, u, € [3, +00].

Soit g : x — f(x) — x, sur Ry. Montrer que g est positive sur [0, 3] et négative sur [3,4+o0c[. En déduire que :

e siug € [—%, 3], (un) croit, et est majorée par 3, donc converge. La seule limite possible est le point fixe 3.

e siug € [3,400[, (un) décroit, et est minorée par 3, donc converge. La seule limite possible est le point fixe
3.

2. f est décroissante sur |0, +-o00[. Un argument classique permet de montrer que (u2y) et (u2n+1) sont monotones.
Elles vérifient toutes deux la relation donnée par la fonction g : x — %-, définie sur RY.

Une étude directe du signe de w42 — u, montre que si u, < {/2, alors Unta < Up < {/2, et si u, > V2, alors
Upta > Up > V2. De plus, si u, < /2, alors u,41 > /2, et réciproquement.

Un argument de récurrence montre alors que :

e si ug €]0, V2], alors :

* (uan) est décroissante, a valeurs dans 0, V2 [, donc convergente. Le seul point fixe de g sur R est 2, et
par décroissante, cela ne peut pas étre la limite de (ua,). Donc (ugy,) converge vers un bord du domaine,
nécessairement 0 ici;

% (ugni1) est croissante, & valeurs dans ]¥/2, +-00[, donc convergente dans R. De méme, la seule limite
possible est ici +o00.

e siug €]V/2, +00[, de méme en inversant le role de (uz,) et (uani1)-
o siug = V2, la suite (un)nen est stationnaire, de valeur et donc de limite /2. Ainsi, ce cas est le seul pour
lequel la suite (u,) converge.

3. Soit f : x +— 1%L définie sur R\ {1}. Un calcul rapide montre que f n’admet pas de point fixe. Ainsi, si
(un)nen converge, c’est vers un point du bord du domaine, donc —oo, 1 ou +0co. En raisonnant par Pabsurde,
on arrive facilement & une contradition dans chacun des trois cas (passer a la limite dans la relation de

récurrence, et obtenir une limite différente pour (u,+1) que pour (uy)).

4. Etude trés intéressante (a faire!)

Soit f:x+— %(4— 2?), et g : x> f(x) — x, définis sur R.

On se rend rapidement compte que les points fixes de f sont —4 et 1, que g est positive entre ces points fixes

et négative a I'extérieur. De plus :

e | — 0o, —4[ est un intervalle stable par f, donc si ug €] — 00, —4[, c’est vrai pour tout n, et ’étude du signe
de g montre qu’alors (u,) est décroissante. Elle tend alors nécéssairement vers —oo.

e |0, %[ est un intervalle stable; de plus, f est décroissante sur cet intervalle. Done, si ug €]0, %[, (uan) et
(u2n+1) sont monotones, de sens de variation opposé, et bornées (car contenues dans un intervalle borné).
Elles sont donc convergentes. Elles convergent vers un point fixe de f o f. On montre rapidement qu'un
point fixe de f o f vérifie

z* — 822 + 27z — 20 = 0.

Pour résoudre cette équation, souvenez-vous que les points fixes de f sont des points fixes de f o f (la
réciproque en revanche est fausse). Ainsi, on peut factoriser cette équation en :

(x —1)(z +4)(2* — 32 +5) =0,

et les seuls points fixes de f o f sont 1 et —4. Donc (u2y,) et (u2n4+1) convergent vers une limite commune
1, donc (u,,) converge vers 1.

e Siug €] —4,0[, alors d’apres le signe de g, u; > uy, et, la suite va étre croissante tant qu’elle ne dépasse
pas la valeur 0. Elle finit par dépasser cette valeur, sinon, elle devrait converger vers un point de | — 4, 0],
i4nterva11e qui ne contient pas de point fixe de f. Ainsi, il existe ng tel que uy, > 0, et aussi ug < % (puisque

3 est le maximum de f). On se retrouve donc dans la situation précédente, et (u,) converge vers 1.

e Pour terminer, f~!(—4) =4, f(3) = 2 < £, donc



* si ug G]%, 4[, on a u; €] — 4, %[, et d’apreés ce qui précede, (u,) tend vers 1.
% siug €]4, +00[, ur €] — 00, =4[, et (uy) tend vers —oo.

Bilan

e siug €] — 0o, —4[U]4, 400, (un) tend vers —oo;

o siug €] —4,4[, (up) tend vers 1;

o siug € {—4,4}, (uy,) est stationnaire de valeur —4, donc tend vers —4.

5. Soit f:x+— 4;‘:52 et g: f(x) — x, définies sur R\ {—5}. Les points fixes de f sont —2 et 1, g est positive sur

] — 00, =5[U[—2, 1] et négative ailleurs. On obtient les variations de f :

z —00 -5 -2 1 400

Ainsi :

[—2,1] est un intervalle stable, et g y est positive, donc si ug €] — 2, 1], alors (u,,) tend vers 1.

[1, +00[ est un intervalle stable et g y est négative, donc si ug € [1, +00[, (u,) décroit et tend vers 1.

si ug €] — 00, —5[, u1 € [1,400[, et on se retrouve dans la situation précédente, (u,) tend vers 1.

si ug €] — 5, —2[, tant qu’on ne sort pas de cet intervalle, (u,) décroit (signe de g). On finit nécessairement
par sortir de cet intervalle, sinon, (u,) converge, nécessairement vers —5 (bord du domaine), ce qui améne
une contradiction en passant a la limite dans la elation de récurrence. Puisque (u,) commence par décroitre,
on sort de Uintervalle | — 5, —2[, par en-dessous. Deux cas peuve se produire :

* 1l existe n tel que u,, = —5. Dans ce cas, les termes suivants ne sont pas définis. la suite n’est pas définie
(une infinité de points a enlevés, qui sont les points d’une suite définies par une récurrence qu'on peut
expliciter)

* sinon, il existe n tel que u, < —5, et on est ramené au point précédent : (u,) tend vers 1.
Bilan : (uy,) tend vers 1, sauf pour une infinité (dénombrable) de points de | — 5, —2[ pour lesquelles elle n’est
pas définie, et sauf pour ug = —2 (dans ce cas elle est constante de valeur —2).
6. On a, dans tous les cas, uy € [—1, 1], puis us € [0,1]. Or, [0,1] est un intervalle stable, cos y est décroissante.
On en déduit qu’au moins & partir du rang 2, (uap) et (u2n+1) sont monotones de sens de variation opposé.
De plus, d’aprés 'TAF, pour tout n > 3,

[tng1 — up| < sinllu, — wp—1],

d’otl, par comparaison avec une suite géométrique de raison sin1 < 1, (up41 — up) tend vers 0. Ainsi (uay,)
et (u2n+1) sont adjacentes, donc convergent vers une limite commune ¢. C’est alors aussi la limite de (uy,).
Le réel £ est solution de 1’équation cos ¢ = £, qu’on ne peut pas résoudre explicitement.

Correction de ’exercice 2 —

1. Tout d’abord, u; = f(ug) = f(1) = v/2. Montrons par récurrence sur n € N que u, est bien défini et vérifie
les égalités requises.
Uop > 0

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): ua, et us,41 sont définis, et .
U2p4+1 > 1

Ona:ug=1>0etu =+v2>1, donc P(0) est verifié.
Soit n € N tel que P(n) soit vérifié. Alors ug,+1 € Dy =]1, +00], donc ugy, 4o est bien défini, et :
1
Uont2 = g(Uuzpt1) = —— >0,
Ugpy1 — 1

I'inégalité provenant du fait que ugp+1 > 1. Ainsi, usp12 € Dy = [0, 400[, donc ugp+3 est bien définie, et

Uznts = [(Uant2) = /1 + Ugnyo > 1,

puisque ugn4+2 > 0. Ainsi, P(n + 1) est vérifiée.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n 4+ 1). D’apreés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.



2. Tout d’abord, g o f(z) est bien défini pour tout x €]0,4o00[ (premiére chose a faire de maniére générale :
s’assurer que les objets dont on parle sont bien définis). En effet, pour tout = > 0, f(z) > 1, donc f(z) € D,.
Ainsi, Dyoy =0, +00].

La fonction x +— = + 1 est croissante sur [0, +-00[, a valeurs dans R. La fonction y — /y est croissante sur
R,. Ainsi, f étant la composée de ces deux fonctions croissantes, f est croissante.

N’oubliez pas de bien préciser que la premiére fonction qu’on applique prend ses valeurs dans le domaine sur
lequel on étudie la monotonie de la seconde fonction.

Vous pouvez aussi bien sir étudier les variations de f en dérivant f. N’oubliez pas dans ce cas de préciser la
dérivabilité avant de dériver.

La fonction @ — 2 — 1 est croissante sur |1, 400, & valeurs dans R? ; la fonction y L est décroissante sur
R? . Donc, g étant la composée de ces deux fonctions, I'une croissante, I’autre décroissante, g est décroissante.
Ainsi, go f est la composée d’une application croissante sur ]0, +oo[ & valeurs dans |1, +o0[, et d’une application
décroissante sur |1, +oo]. Elle est donc décroissante sur |0, +o00.

3. Soit ® : R* — R* la fonction définie pour tout = € R% par p(x) = go fogo f. La fonction ¢ est la
composée de deux fonctions décroissantes (on compose g o f avec elle-méme). Donc ¢ est croissante.
De plus, pour tout n € N,

Udn+4 = §(Uant3) = g0 f(uant2) = go fog(uant1) =go fogo f(ua) = p(uan).
La suite (vp,)nen définie pour tout n € N par v,, = ug, est donc définie par la condition initiale vg = ug = 1

et la relation de récurrence, valable pour tout n € N : v, 11 = ¢(vy,), oil ¢ est croissante.

Un résultat du cours nous dit qu’alors (vy,)nen est monotone. Vous n’étes pas censés appliquer directement
ce résultat, mais vous devez refaire sa démonstration dans ce cas précis. Allons-y !

Soit, pour tout n dans N, la propriété Q(n): Usnta = Uan.
Tout d’abord,

(a) uy = V2, donc :
1
(b) UQ:ﬁ:ﬁ+1,dOHCZ
(¢) us=4\1+v2>V1+1=+2, donc:
B 1 1 [ e 142
(d) U4—m—\/§(l+ 1+\/§)> \/5 > 1.

Ainsi, ug > ug = 1, d’ou Q(0).
Soit n € N tel que Q(n). Alors, ¢ étant croissante, elle préserve les inégalités (larges), donc :

O(tan) < @(Uanta), soit : Udn4a < Udn+s.

Par conséquent, Q(0) est vraie, et pour tout n dans N, Q(n) entraine Q(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N.
Ainsi, (U4n)nen est croissante.

4. On sait déja que (ugn)nen est croissante. Montrons qu’elle est majorée. Une chose & bien retenir : dans le cas
d’une suite définie par récurrence, si elle est croissante et majorée, elle est notamment majorée par sa limite,
qui est un point fixe de la fonction définissant la récurrence (dans le cas ou cette fonction est continue). Donc,
pour deviner un majorant possible, il peut étre utile de déterminer les points fixes de la fonction définissant
la récurrence.

Déterminons donc les points fixes de . Pour tout x € R,

f(x):\/lfx donc gof(z):ﬁzi(\/querl), donc :

fogof(x):\/%(\/l—l—x—i—l)—i—l, donc :

1 7\/%(\/1+z+1)+1+1
\/%(\/1+z+1)+1—17 s(VIi+z+1)

p(z) =




Ainsi, pour tout x € R7,

\/%(\/1+x+1)+1+1
Vitr+1 B

1
<‘:>\/E(\/1+x+1)+1+1:\/1+x+1

1

p(r) =7 =

1
= \/E(\/1+x+1)+1:\/1+x
1
= —-(V1i+z+1)+1=1+z (équivalent car tout est positif)
T

= (TTa+l) =z

= Vitzr=22-1

= (2* -1 - (1+2)=0

= (z—-1)*@z+1)-1D)(x+1)=0
= ((z-D@E*-1)-D(z+1)=0
= (2 -2 —2)(z+1)=0
x4+ 1)(2? —2—1)=0.

1-5 14+5
= T = .
2 2
La limite ¢ de (u4n)nen, si elle existe, est forcément une de ces quatre valeurs. En effet, ¢ étant continue sur
R, en passant & la limite dans la relation w444 = (4 ), on obtient £ = ¢(¥).

Ainsi, p(z) = x si et seulement si z =0, z = —1, x

De plus, puisque ug > 1 et que (ugn)nen est croissante, pour tout n € N*, uy,, > u4, et par passage a la
limite (toujours sous réserve d’existence), £ > ug > 1. Donc, si la limite existe, elle vérifie £ > 1. Ainsi, la

1 5
seule valeur possible de £ est : £ = +2\/_.
1+V5

2
pour tout n € N, uy, < xg.

Soit xg = . Montrons que xy est un majorant de (u4n)nen. On montre par récurrence sur n € N que
Soit, pour tout n dans N, la propriété R(n): w4, < .
On a up =1 < z9, d’ou R(0).
Soit n € N tel que R(n). Alors, ¢ étant croissante, p(u4n) < @(x0), ¢’est-a-dire, puisque zg est un point fixe
de ¢ : Ugp14 < 30, d00t R(n +1).
Par conséquent, R(0) est vraie, et pour tout n dans N, R(n) entraine R(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, R(n) est vraie pour tout n dans N.
Pensez a bien exploiter le fait que x( est point fixe de .
Conclusion : (u4n)nen st croissante et majorée; elle converge donc dans R. D’apreés ce qui précéde, sa limite
est donc :

1+5

= lim U4y =20 = .
oo 4n 0 9

5. Déterminons les points fixes de f (dans Ry, ce qui permet d’élever au carré sans probléme) : pour tout
x e R+ :
f@)=z<=Vitr=s+=l+tr=2’<=2>-2-1=0
Or, / a été défini comme une racine de ce polynéme, donc ¢ est un point fixe de f.

De méme, déterminons les points fixes de g (z > 1, donc toutes les implications sont des équivalences,
notamment la deuxiéme) : pour tout z €]1, 400 :

g(z) =v =

—rx<e=l=2>—-r<=>-z-1=0.
r—1

Encore une fois, ¢ étant racine de ce polyndéme, ¢ est point fixe de g.

6. ® Pour tout n € N, ugpq1 = f(usn). Comme f est continue sur R% , et que £ € R*, (f(u4n))nen admet une
limite, et cette limite vaut f(¢) = £. Ainsi, (44n+1)nen admet une limite, et lir}rl Ugnt1 = L.
n——+00

La croissance de (u4y,)nen implique que pour tout n € N, ug, < ugnt4, done, en appliquant la fonction f
croissante sur RY , t4n41 < Usnqs. Ainsi, la suite (ugn41)nen est croissante.



e Pour tout n € N, ugn42 = go f(usy). Comme go f est continue sur R, et que £ € R*, (go f(uan))nen admet
une limite, et cette limite vaut go f(£) = g(¢) = £. Ainsi, (44n+2)nen admet une limite, et hr—? Ugny2 = L.
n—-+00

La croissance de (t4n+1)nen implique que pour tout n € N, w4,11 < Usants5, done, en appliquant la fonction
g décroissante sur |1, 400[, Uant2 = Uante. Alnsi, la suite (Uant2)nen est décroissante.

e Pour tout n € N, uyn13 = fogo f(us,). Comme fogo f est continue sur R, et que £ € R, (fogo f(uan))nen
admet une limite, et cette limite vaut fogo f(¢) = fog(f) = f(£) = £. Ainsi, (u4n+3)neny admet une limite,

et hm Udn+3 —E
n—-+

La decrmssance de (Uan+2)nen implique que pour tout n € N, ugpi2 = Usnye, donc, en appliquant la
fonction f croissante sur R, t4n43 > Uanq7. Ainsi, la suite (usn43)nen est décroissante.
7. Soit € > 0.

e Puisque (u4n)nen converge vers £ : ANy, Vn = Ny, |ug, — €] < €.

e Puisque (U4n+1)nen converge vers £ : ANy, Vn > Ny, |ugni1 — €] < €.

e Puisque (u4nt2)nen converge vers £ : ANa, Vn > Na, |ugnio — €] < €.

e Puisque (ugn43)nen converge vers £ : N3, Vn = N3, |ugnis — | < .

Soit N = max(Ny, N1, N2, N3). On en déduit donc que :

|U4n — €| <e

|U4n+1 — €| <e€
|U4n+2 — €| <e€
|U4n+3 — €| <e

Vn > N soit : VYm = 4N, |u, — | <e.

Ainsi, le critére de la convergence de (uy,)nen vers £ est bien vérifié.
Cette démonstration est a retenir. Sachez la faire.

Correction de ’exercice 4 — Pour tout n € N*, on définit le polynome P, par : Vo € R, P,(z) = -1+ Z T

1. Soit n € N*. Etudions les variations de P,. P, est dérivable, en tant que polynome, et :

n—1

Ve eR, P'(z kak L= (k4 1)t

k=0

Pour tout z > 0, il s’agit d’'une somme de termes positifs, le premier au moins étant strictement positif (égal
a 1) donc P est strictement positive sur R, donc P, est strictement croissante sur R..

De plus, P0) = —let P,(1) =1+ > 1=n—1>0.
k=1

Ainsi, P, étant continue sur [0, 1] puisqu’il s’agit d’un polyndme, et étant strictement croissante sur cet
intervalle, il existe dans lintervalle [0, 1] un unique réel z,, tel que P,(z,) = 0, d’aprés le théoréme de la
bijection (en effet f est une bijection de [0, 1] sur P,([0,1]) = [P,(0), P,(1)] = [-1,n — 1], et 0 € P,([0,1])).
Or, P,(0) # 0, donc x,, # 0. Par conséquent, z,, €]0, 1].

Enfin, P, étant strictement croissante sur R, pour tout > 1, on a P, (x) > P,(1) > 0, donc P,(x) # 0.
Ainsi, z,, est bien I'unique solution de P,(x) = 0 sur tout R*

2. Pour tout n € N*, on a

Poyi(x,)=—-14 E Po(xy) 4+ a2t = ot

puisque par définition, P, (z,) = 0. Ainsi, Pn+1(xn) >0=Pyy1(xpt1)-

Or, P,y1 est strictement croissante sur R7, donc l'inégalité obtenue améne x, > x,y1. Ainsi, (Zn)nen=
est strictement décroissante. De plus, elle est minorée par 0. Donc elle converge, d’aprés le théoréme de
convergence des suites monotones. Notons £ sa limite.

3. Onaxz =1, et 23 < x1, donc x5 €]0, 1[. De plus, pour tout n > 2, on a :
0 < up < ug, donc: 0 <ultt <auhtth
Or, (uh™),en est une suite géométrique de raison ug €]0,1[, donc de limite nulle. Ainsi, d’aprés le théoréme
d’encadrement, la limite de (u?1),cn existe, et :

lim nt+l — (.
n—-+o0o

Or, pour tout x # 1,
n+1

n n 17
Pn(x):71+2zk:f2+2xk:f2+%
k=1 k=0



En particulier, soit n > 2. Pour x = x,, # 1, on obtient :

1—gntt

0= Py(z,) = —2
(xn) M

donc:  2(1 —z,) =1—ant!

En passant a la limite dans cette égalité, on trouve :

1
20-¢)=1-0 soit: 6:5.

On a ## = 2z, donc, d’aprés I'égalié trouvée dans la question précédente,
x
F=1+at,
On en déduit que
x
In (7") =I(1+ 2yt ~ait,
o0

puisque lim 2" = 0. Ainsi :
—+00

n

n((F))

Or, pour tout n > 2,

0 < TL(EZJrl < TL.’I];I+1 _ elnn-‘,—(n-‘,—l)]n(mg).

D’aprées les croissances comparées, Inn = o(n + 1), donc

lim Inn+ (n+4+1)In(ze) = lim (n+41)In(xe) = —oo, donc: lim na"t! =0.
n——+oo n——+00 n—-+00
On en déduit que hIJIrl In ((%) ) = 0, puis que limn — +oo (%) =1, donc que 2] ~; ™. Or :
n—-+0oo
1 1 1 1 1
_ )= _ _ _ —_ntl = m _ — g+l _
Tp — L€ = 2(2:cn 1) = 5%n 02 anﬁ 2€ TESL

Correction de ’exercice 5 —

0.

Soit (uy) une suite convergeant vers a > 0. Alors pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n > N,
a— ¢ < u, < a+ e En particulier, pour ¢ = § > 0, on trouve l'existence de N tel que pour tout n > N,

a

2

< Uy < 37‘1 La premiére des deux inégalités donne le résultat escompté.

1. f est dérivable sur R, et pour tout z € R, f'(x) = 1 — 2z, d’ou le tableau de variations suivant :

2.

z —00 3 +oo
7'(a) o0 -
1

(a) ]0,1[ est un intervalle stable par f. En effet, f(0) = 0 et f(1) = 1, et f est strictement croissante sur

1
[0,1], donc £(]0,1]) C]0, 4] C]0,1[. De méme, f(3) = 1 et f(1) =0, et f est strictement décroissante
sur [1,1], donc f((3,1[) CJ0, 1] C]O, 1[. Par conséquent, f(]0,1[) C]O, 1[.
Ainsi, puisque ug €]0,1[, on en déduit, par récurrence sur n € N, que pour tout n, u, €]0,1[. Comme
on est en début de copie, on rédige cette récurrence, méme si elle est immédiate.
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): w, €]0,1].
Puisque ug €]0, 1] par hypothése, P(0) est vérifié.
Soit n € N tel que P(n) soit vérifie. Alors u, €]0,1[, et comme |0, 1] est stable par f, u,41 = f(un) est
encore dans |0, 1[, d’ou P(n + 1).
Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.
Ainsi, en particulier, pour tout n € N, u,, > 0.

1
0+1-
up < —= (vous comprendrez plus loin pourquoi j’ai exclus 0 de la récurrence)

n < Wi p p pourquoi j :

Remarquons que par hypotheése, ug < 1 = Montrons plus généralement que pour tout n € N*,



Soit, pour tout n dans N*| la propriété Q(n): wu, < —

n+1
D’aprés le tableau de variations de f, u; < i 1+1’ donc P(1) est veérifié.
Soit n € N* tel que Q(n) soit vérifié. Alors, puisque n > 1 (raison pour laquel on a traité le cas 0 a
part),
1 1
0<u, < ? < 5

et, puisque f est croissante sur [0, %],

1 1 1 1 1 n+1 1
Unt1 = f(un) n+1< n+1> n+1< n—|—2> n+l n+2 n+2
d’ont Q(n +1).

Par conséquent, Q(1) est vraie, et pour tout n dans N*, Q(n) entraine Q(n + 1). D’apreés le principe de
récurrence, Q(n) est vraie pour tout n dans N*.

Ainsi, pour tout n € N, 0 < u,, <

- +1 Donc, (un)nen converge vers 0 d’aprés le théoréme d’encadrement.

(b) Soit pour tout n € N, v, = nu,. Alors :
VYneN, vpr1 — v = (4 Dupsr — nuy = (n+ Dup (1 —uy) — nuy, = un(1— (n+ Duy,).

Or, d’aprés la question précédente, pour tout n € N, (n + 1)u,, < 1, donc (v,)nen est (strictement)
croissante. De plus,

Vn € N, 0<vn<L<1.
n+1

La suite (v, )nen est donc croissante et majorée par 1 Elle converge vers un réel L. Comme pour tout
n €N, 0 < v, <1, le théoréme de prolongement des inégalités améne : 0 < L < 1. De plus, (vp,)nen
étant croissante et strictement positive, L # 0. Donc L €]0, 1].

(c) Soit n € N. On exprime w, en fonction de w,, :

n+1
W = N(Vng1—0p) = n(n+1)uns1 —n*u, = n(n+1)(uy —u2) —nu, = nu, —n(n+1)u = v, — - v2.

Comme (v, )nen tend vers L, (v2),en tend vers L2. De plus, lim = 1. Ainsi, (w,)su converge,

n—+oo N + 1
et sa limite est L — L? = L(1 — L), d’aprés les régles arithmétiques usuelles sur les limites.
3. SiL # 1,alors L(1—L) > 0, donc, d’aprés le préliminaire, il existe ng tel que pour tout n > ng, w,, > %L(l L),
donc vp41 — v, = %L(l — L). Alors,

n—1

1
Vn = ng, Uy — Uny = Z V1 — V) §L(17L) Z T

k=ng k=ng

—_

Comme la série Y % diverge vers +o0o, on en déduit que (v, )nen tend vers +oo.

4. On a montré dans la question (3b) que (v, )nen convergevers L €]0, 1]. Par conséquent, elle ne peut converger
vers +0o : la question précédente aboutit & une contradiction, donc ’hypothése L # 1 est erronée. Par

conséquent L = 1, c’est-a-dire que la limite de (nu,)nen est 1. On en déduit que u,, o
comn

Correction de ’exercice 6 — — Algorithme de Héron

1. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = % (m + %) . En étudiant ses variations, on obtient rapidement :
e 710, +o0]) = [y/a, +oc[, donc ur = f(uo) > y/a.
e lintervalle [\/a, +00[ est stable, donc pour tout n > 1, u, € [\/a, +oo[, puisque u; € [\/a, +oo].
La fonction f étant croissante sur [y/a, +00[, u, est monotone & partir du rang 1 (je ne refais pas la démons-
tration, mais vous étes censés le faire), et son sens de variation est donné par ses variations en petits rangs
(entre u1 et uz). Or uy > /a, donc uy + % < uiy/a < 2u;. Ainsi ug < ug. La suite (u,,) est donc décroissante,
minorée par 0 : elle converge vers un reel ¢. Puisque f est continue sur [/a,+oo[, £ = 5 (ﬂ + ), c’est-a-dire
(? = a. Comme u,, > 0, £ ne peut pas étre strictement négative, donc £ = +/a.

2. Puisque u,41 > +/a, on peut se dispenser des valeurs absolues. Alors :

1
2Va 2f

La derniére inégalité résulte du fait que u, > +/a, car n > 1.

(un — Va)? = ( - 2yau, +a) = 2\1/5(2unun+1 2v/auy,) = \/a(umrl Va) = (upi1 — Va).



3. Par une récurrence immédiate, on trouve alors |u, —

n—1

(11— Vay
Vil < GumET

(uop — a)*"

4. Si on suppose que ug = +/a, on obtient |u, — va| < ——=5—

(/a1
2 va

5. I faut trouver le plus petit entier n tel que : ———— < 10719,

vap

c’est-a-dire tel que : 2" In(2 — v2) — (2" — 1) In(2v/2) < —1001n 10,

c’est-a-dire tel que : 2" >

1001010 + In(2v/2)
In(2v/2) — In(2 — V2)

= 146, 9007...

Ainsi, ug est une approximation de v/2 & 1071% prés. En utilisant maintenant u; = , cela ne nous épargne
pas de calcul : on trouve de méme qu’on doit aller jusqu’au rang 8. Cela signifie que la premiére majoration
ne nous a pas fait perdre beaucoup d’informations.

Correction de ’exercice 9 —

Soit a € R. Soit (u,) une suite définie par uy = a et pour tout n € N, w41 =

2u,+4
Up—1 "

1. Etude de D’existence de (u,)nen

(a)

o f est définie sur R\ {1}.

e L’équation f(x) = 2 équivaut a 2z +4 = 2z — 2, donc 4 = —2, ce qui n’est pas possible. Donc 2 n’est
pas dans 'image de f

e Soit y € R\ {2}. L’équation f(z) = y équivaut & 22 + 4 = zy — y, donc a z(y — 2) = y + 4, donc,
puisque y # 2, a x = z—fg.
Ainsi, y a un et un seul antécédent par f

On en déduit que f est une bijection de R\ {1} sur R\ {2}, et que sa réciproque est donnée, pour tout

y € R\ {2}, par :

_yt4

=3

La fonction f étant définie sur R\ {1}, le seul cas de figure dans lequel (u,) n’est pas défini est celui

o, lors de la construction de (uy), une valeur donnée prend la valeur 1, empéchant ainsi de continuer

a appliquer f.

Alnsi, (un)nen n’est pas définie si et seulement s’il existe n tel que u,, = 1, ¢’est-a~dire fo---o f(up) = 1,

c’est-a-dire fo--- 0 f(a) =1, le nombre de termes dans cette composition étant n.

9(y) =)

Cette condition équivaut & a = f~1o---0 f71(1) = v, par définition de (vy,).
Alnsi, (uy) n’est pas bien définie si et seulement s’il existe n tel que v, = a. On obtient le résultat en
contraposant.

La fonction g étant un quotient de deux fonctions polynomiales, elle est dérivable sur son domaine de
définition R \ {2}, et

Vo e R\ {1}, g’(x):(y_2):(y_4):— 0 <0

Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :

T —00 2 +00

g(z) |1
\

D’aprés ces variations, g(] — 00, 2[) =] — 00, 1[C] — 00, 2[, donc Pintervalle | — oo, 2] est stable par g

—0o0

Cela prouve au passage que (v,,) est bien définie, puisque vg = 1 €] — 002], et tous ses termes sont dans
] — 0,2[.

Par ailleurs, la décroissance de g va nous permettre d’étudier la monotonie des deux suites extraites
(van) et (vant1). En effet ces suites extraites sont définies par une relation de récurrence donnée par la
fonction g o g, qui, d’aprés les régles de composition des variations, est croissante.



On calcule les premiers termes dont on aura besoin : vg = 1, v1 = =5, vg = %

On a alors vy > vy. Par croissance de go g sur | — 00, 2], on obtient go g(vg) > gog(va), donc vy > vy4. En
itérant ce processus, l'inégalité de propage a tous les rangs (on ne sort jamais de lintervalle | — oo, 2],
pas stabilité de cet intervalle), et (v, ) est donc décroissante.

Par ailleurs (van+1) = (f(v2n)), donc, f étant décroissante, et (ve,) aussi, on en déduit que (ve,41) est
croissante.

On a, pour tout y € R\ {2} tel que g(y) # 2,

go9\Y) = = :
Ainsi, y est un point fixe de g o g si et seulement si Sy—4 y, c’est-a-dire y?> — 3y — 4 = 0. Ainsi, les

. —y+8
points fixes de g o g sont —1 et 4.

La suite (vap,+1) est croissante, et majorée par 2. Elle est donc convergente. Elle converge donc vers un
point fixe de go g (car cette fonction est continue) ou un bord du domaine. Comme (vay,+1) est & valeurs
dans | — 00, 2[, le seul point fixe possible est —1, et le seul bord possible est 27, ce qui n’est pas possible,
car sinon, f(vap41) — —o0, puis f o f(vant1) — 1, done va,y3 — 1, ce qui entre en contradition avec
Von+1 — 2.

Ainsi, limwvg, 41 = —1.

En appliquant la fonction f continue en —1,

lim f(vant1) = f(—1) = =1, donc: lim vo, 10 = —1.

Ainsi, lim v, 11 = lim vy, = —1, done, par un argument classique, (v,) admet une limite, égale a —1.

2. Convergence de (u,) On suppose dans toute cette question que a & {v, k € N}. Ainsi, la suite (u,) est
bien définie.

(a)

Soit z € R. Le réel z vérifie équation f(x) = x si et seulement si g o f(z) = g(x) (car g est bijective),
donc si et seulement si z = g(z). Ainsi, f et g ont les mémes points fixes, donc les points fixes de g sont
—1 et 4.

De méme, les points fixes de f o f sont les points fixes de g o g, & savoir —1 et 4 également.

La fonction f est dérivable sur R\ {1}, en tant que fraction rationnelle, et

6

Ve e R\ {1}, f’(x):fm<0.
Ainsi, on obtient le tableau suivant :
z —00 1 400
7@ - -
+00
flz) |2 T 2
\ N

Ces variations indiquent que f(]1, +oo[) C]2, +00[C]1, +o0[, donc |1, 4+00[ est un intervalle stable par f.

Supposons a €]1, +o0o[. Par un argument similaire a celui utilisé lors de I’étude de (v, ), la décroissance
de f sur lintervalle stable |1, +o00[ améne la monotonie de (ua,) et (uzn+1), dés lors que a €]1, +oo[. On
passe de I'une a ’autre en appluquant f décroissante, donc I'une est croissante et 'autre est décroissante.
Celle qui décroit est minorée par 1, donc elle converge. Puisque la relation de récurrence satisfaite par
cette suite est donnée par la fonction f o f, qui est continue sur son domaine, la convergence se fait
vers I'unique point fixe possible 4, ou vers un bord, le seul possible étant ici 1. Comme plus haut, cette
derniére possibilité n’est pas possible (appliquer deux fois f et regarder la limite alors obtenue) donc
cette suite tend vers 4, donc la deuxiéme suite, obtenue en appliquant f (continue) a la premiére, tend
vers f(4) = 4.

Par conséquent, (ua,) et (u2,+1) admettent la méme limite 4, donc (u,) converge vers 4.

Supposons a €] — 00,—5[. On a f(—5) = 1, donc, f étant strictement décroissante sur | — oo, —5],
f(a) > 1, donc uy > 1, et on est ramené a I’étude précédente. Ainsi, (u,) admet une limite, égale a 4.



(e) Supposons a G]%, 1[. De méme, f(%) = —5, et f est strictement décroissante sur ]%, 1[, donc f(a) < —5,
donc u; €] — 00, 5[ et on est ramené a I’étude de la question précédente (on aura alors ug €)1, 400[)
Par conséquent, dans ce cas aussi, (u,) converge vers 4.

(f) Supposons a €] — 5, %[, a # —1, et supposons que pour tout n € N, u,, €] — 5, 1.

On a, pour tout € R\ {1},

8x+4 2?2 +3z+4 —(x+1)(z—4)
= —xr = == .
T+5 T+5 z+5

foflx)—a

Ainsi, f o f(z) — x est négatif sur ] — 5, —1[ et positif sur ] — 17].
e Sia €] —5,—1[, montrons que sous les hypothéses données, (us,)nen est décroissante a valeurs dans
] — 5, —1][. Nous raisonnons par récurrence :
Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): —1 > ug > ug = -+ > ugy > —5..
La propriété P(0) est satisfaite par hypothése initiale sur a
Soit n € N tel que P(n) est vrai. Alors, la fonction f o f — id étant négative sur | — 5, —1[,

fo fluzn) —ug, <0 soit: Ugpt2 < Ugp.

Puisque par hypotheése, la suite (u,) prend ses valeurs dans | — 5, %[, on a aussi Ugpt+o > —b. Ainsi,
on obtient :
—1>ug 2 us = -+ 2 Uzp = Uspya > —5,
ce qui correspond bien a la propriété P(n + 1).
Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n+ 1). D’apreés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.
Ainsi, la suite (ug,) est décroissante et a valeurs dans | — 5, —1].
En particulier, elle est décroissante et minorée, donc elle converge. Sa convergence se fait vers un point

fixe de f o f, ou vers un bord de son domaine. Comme (us,,) ne peut pas tendre vers —1 (& cause de
ses variations), ni vers 4, sa seule limite possible est la valeur —5 (bord du domaine de f o f. Or,

. . 8xr+4
lim fof(z)= lim = —00,
z——5t z——5t T+ 5
donc, si lim w9, = —5T, on obtiendrait lim Ugn+2 = —0Q, ce qui améne une contradiction.
n—-+o0o n—-+oo

e Sia€]—1, %[, on montre de la méme maniére que (uz,) est croissante, et a valeurs dans | — 1, %[, donc
convergente, vers —1, 4 ou —5, ce qui n’est pas possible du fait de ses variations.

Ainsi, 'hypothése stipulant que (u,) prend toutes ses valeurs dans lintervalle | — 5, %[ améne une

contradiction. On en déduit qu’il existe ng tel que uy, €| — 5, %[ Comme on a supposé que a n’est pas

égal & une valeur de v,, (donc en particulier, a # 1, —5, %), on est ramené, & partir du rang ng, & une des

situations décrites dans les questions (c), (d) et (e). Par conséquent, (u,) converge vers 4.

(g) Nous avons donc montré que
e pour tout a € R\ {v,,n € N} différent de —1, (uy,) est bien défini et converge vers 4
e sia = —1, comme il s’agit d’un point fixe de f, (u,) est constante égale & —1, donc converge vers —1.
e sia € {v,,n € N}, alors (u,) n’est pas définie pour les grandes valeurs de n.

3. Etude de la vitesse de convergence de (u,) Dans cette question, on pourra admettre le résultat suivant

1
(moyenne de Cesaro) : si une suite (a,) admet une limite £ (finie ou infinie) alors la suite (— (ap + -+ an))
n neN*
converge également vers /.

(a) L’énoncé n’est pas tout a fait exact. Il faut rajouter ’hypothése a > 1 et a # 4. Avec 'hypothése
supplémentaire sur a, pour tout n € N, u,, > 1 et u,, # 4. Sous cette hypothése, étant donné k € N*,
I'intervalle fermé dont les bornes sont uj et 4 est entiérement compris dans le domaine de définition de
f. Comme f est dérivable sur son domaine de définition, on peut utiliser le théoréme des accroissements
finis entre 4 et uy, : il existe un réel ¢ €] min(4, ux), max(4, ug)[ tel que

flug) = f(4) = fller)(ur, —4)  soit:  up —4 = f'(cg)(up —4) = f'(cx)(f(ug-1) — 4)
En itérant cette relation en cascade, il vient :
Vn e N*, fun) —4 = f'(cn)f' (cn1) -+ f'(c1)(f(uo) — 4).
On obtient bien

Flun) =4 =] £ (er)(f(uo) —4).

k=1

10



Comme (u,) tend vers 4, il en est de méme de min(4, u,) et de max(4, uy). Ainsi, comme on a
VY € N*, min(4,u,) < ¢, < max(4,uy,),
le théoréme d’encadrement ameéne la convergence de (¢, )nen-, et hIJIrl cp = 4.
n——+00

(b) On a f/'(4) = —2, et f" est continue en —%. Donc |f'(c,)| — %, et par continuité du In, In|f"(c,)| —

3 3
In (2).

Par conséquent, d’aprés le théoréme de Cesaro admis dans I’énoncé,
1 , 2
i S = (5)
k=1
(¢) On a donc :

% éln ' (cx)] = In (%) +o(1)  donc: g:llnlf’(c;c)l =nln <§) +o(n).

11 existe donc une suite (), vérifian w, = o(n), telle que

];hlb“/(ck” =nln <§) + Ty,

et donc, en appliquant ’exponentielle :

TT 17/ (e0)] = e en = (;)

=1

b

On déduit alors de la question 3(a) que

2

e, (i)~ 4= (5) e (ftua) - 0

Puisqu’on a supposé a # 4, ug — 4 # 0, et on peut donc poser w, = x, + In(a — 4) = o(n). On a alors

2 n
VneN, |flu,)—4|= (g) evn,
(d) Sir =0, le résultat est trivial car ™ = 0.
Soit r € R}. On a :
|un - 4| _ en(ln gflnr)ern.
7477/

o Sir> %, alors ln% —Inr < 0, et puisque w,, = o(n),

2 n—4
lim n (1n— — 1n7“) + wp, = —00 done: lim fu | =0.
n—-+o0o 3 n——+oo rn
Ainsi, |f(un) — 4] = o(r™)
e Sir< %, alors ln% —Inr > 0, et puisque w,, = o(n),
2 L) — 4
lim n (1n— - hm") + wp = +00 donc: lim 1/ (un) = 4] =400
n—+00 3 n—too rn

Ainsi, r™ = o(| f (uy,) — 4]).
(e) Une question supplémentaire pour régler le cas ot on n’a plus ’hypothése sur a.

e Sia=4oua= -1, la question ne’st pas intéressante, car (|f(u,) — 4|) est constante.

e Sia<1,a# —1, et anon égal a une des valeurs de v, (afin que (u,,) soit bien définie), alors, d’aprés
ce qui précéde, il existe ng tel que u,, > 1. En posant z,, = Un,+n pour tout n € N, on est ramené
pour la suite (z;,) & la situation précédente :

* Sir> %,

|f(zn) =4l =o(r")  donc:  |[f(un) —4| = o(r"™™) = —=o(r") = o(r"),

puisque T%U est une constante.
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x Sir e |0, %[,
" =o(f(zn) — 4) donc: "7 = o f(uy) — 4), donc: " =o(f(un) —4),

puisque "° est une constante.

4. Programmation
Les cas ou il n’existe pas d’entier k tel que u; > 1 sont, d’aprés ce qui précéde, le cas ou a = —1 (suite
constante), et les valeurs de a pour lesquelles (u,,) est non définie, c’est-a-dire pour lesquelles, il existe une
valeur k telle que ux = 1 (la valeur suivante ne pouvant alors pas étre calculée). On obtient alors

begin program suite;
var u:real; n:integer;
begin

writeln(’a?’); readln(u); {initialisation de la suite}
if u=-1 then n:=-1

else
n:=0; {initialisation du compteur d’indice}
begin
while u < 1 do {on s’arréte si u_n=1 ou u_n>1}
begin
n:=n+1
u:= (2*u+4)/(u-1); {calcul de la valeur suivante de u_n}
end;
{pourquoi s’est-on arrété? (u_n=1 ou u_n>17)}
if u=1 then n:=-1 {si c’est car u_n=1, par convention il faut renvoyer -1}
end;
readln(’Le rang recherché est’,n);
end.

Correction de ’exercice 12 — Etude d’une suite définie par récurrence

1
Soit f : R — R la fonction définie pour tout € R par f(z) = §Arctanx, et (un)nen la suite définie par la
récurrence suivante :
uy =1 et Vn €N, uni1 = fun).

1. La fonction f est définie sur R dérivable sur R, et de dérivée :

1

Vz eR, f'(z)= ]

Ainsi, pour tout z € R, |f’(z)| < 3. D’aprés I'inégalité des accroissements finis, pour tout x et y réels, on a

2
donc : 1

F@) ~ F@) < gla—
Soit n € N*. Appliquons l'inégalité précédente & x = u,, et y = u,—1. Ainsi :

1
[Unt1 — un| = [f(un) = fltn-1)| < §|un — Up—1].

Cette utilisation de I'TAF pour les suites définies par récurrence est archi-classique; il faut

absolument retenir cette méthode.

2. On en déduit que pour tout n € N, |ty 41 — up| < 2%|u1 — o]

Or, > 2%|u1 — ugp| est une série géométrique de raison %, donc convergente. On déduit alors du théoréme
de comparaison des séries & termes positifs que > |u,41 — uy| converge, donc que Y (up41 — uy,) converge
absolument. La convergence de cette derniére série équivaut a la convergence de la suite (u,)nen. Donc
(Un)nen converge.

3. On calcule le reste de la série précédente :

+oo

Z(Uk-i-l — ug)

k=n

1§

+oo
1
VTLEN*, <Z|Uk+1-’dk|<Z2—k|U1—UO|:F|U1—U0|: 271*1-
k=n k

Up — lim ug,
n—-+o0o

+oo
=n
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Or, le seul point fixe de f est 0 (car f est concave sur R, donc sous la tangente y = 5, donc pour tout z > 0,

f(z) < § < =, et de méme sur R_). Comme [ est continue, (u,)su converge vers un point fixe de f, donc
vers 0. De plus, Ry est un intervalle stable par f, donc pour tout n € N, u,, > 0. Ainsi, on obtient :

1—
YneN* 0<u, <
et :

+oo

s
E un<u0+(1——
n=0

Shop

s
—1 2(1——):3—
n:12n71 + 8

4. On a majoré le terme positif u,, par le terme général d’une série géométrique convergente, donc >  u,, converge
n b )

™
1
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