LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Analyse 4 — Intégrales impropres (2)

Correction de ’exercice 1 - (Etude de la fonction T")

1. On rappelle que d’apreés le cours, I' est définie sur R . Soit z > 0. Alors

“+o0o 1
F(:c):/ tz_le_t>/ t*~te~t dt,
0 0

car la fonction intégrée est positive et ]0,1] C]0,+oo[. De plus, pour tout t €]0,1], e=* > e~ !, donc, t*~!
étant positif, et par propriété de croissance de 'intégrale,

1 1
I(x) > —/ t*~1 dt.
€ Jo

On en déduit que

1rt*q1 1
T(z) > - [—} .
elx llim+  we
1
Or, lim — = +o0, donc, d’apres le théoréme d’existence d’une limite infinie par minoration, I' admet une

=0+ Te
limite en 07, et lim T'(z) = +oo.
z—0t

2. Soit > 1. De la méme fagon, puisque la fonction intégrée est positive, et que [2, +o00[C]0, +00[, on a :

+oo +oo +oo
I(x) :/ t*let dt 2/ et dt > 2Z—1/ e”" dt,
0 2 2

car la fonction ¢+ t*~1 est croissante sur [2, 400 (puisque x — 1 > 0), donc minorée sur cet intervalle par sa
valeur en 2.

Ainsi, pour tout x > 1,

+00 21—1
I'(z >21_1[—e_t} =
( ) = 2 eQ
x—1
Or, lim = 400, donc, d’aprés le théoréme de minoration, I' admet une limite en +o00, et lim TI'(z) =
r—4+0c0 e T—400
+00.

On pose, pour tout t € R%, f; la fonction définie sur R par f;(x) = tr—le~t,

3. At fixe, x> t* 1 = el@=DInt o5t de classe C2 (et méme CT>°) sur R% , en tant que composée d'une fonction
affine et d’une exponentielle. Ainsi, f; est de classe C2 sur R%, puisque e~! est une constante par rapport a
x. De plus (on dérive par rapport & x) :

Vo R, fi(z) =e 'Inte® VIt = o=t ng. 471, puis: (z) = e t(Int)2e@= DIt — o=t (Int) %=L,

4. Soit x € RY, et h € R tel que || < min (%,1).

(a) Soit o, = min (%, 1). On fixe z € R et ¢t € R%.. La fonction f; est de classe C? sur R7, donc sur [, 37””],
donc sur le sous-intervalle [ — ay, x + a]. Or, puisque |h| < @z,  + h est dans cet intervalle. Donc,

d’aprés I'inégalité de Taylor Lagrange appliquée entre x et x + h,

2
o+ 1)~ i) — hfi(a)] < S0t ),

o Ms(t,z) est un majorant de |f/| sur l'intervalle [x — au,x + «,] (il peut dépendre de t et z qui
sont fixés, mais pas de h). Remarquez que I'inégalité de 1’énoncé n’est pas définie lorsque h = 0, nous
rajoutons donc ’hypothése h # 0. Dans ces conditions, on peut diviser par |h| et on obtient :

ft(x—l—h}z_ft(w) *ft/(x) < %'Mz(t,z%

Vous aurez rectifié par vous-méme la valeur absolue manquante.
Déterminons une valeur possible de Ma(t, ).



e Supposons ¢t > 1. Alors pour tout y € [x — ag, x + a,],
If/ ()| = (Int)%e"t¥~" < (Int)%e”"¢",

car, puisque o, < I, y<x+1,doncy — 1<z, et de plus ¢t > 1.
e Supposons t < 1. Alors par le méme raisonnement y > v — o, >z — 5, doncy —1 > § — 1, et comme
0<t<1, vt <t371 Ainsi,
7 ()] < (Int)?e 271,
On peut donc choisir Ms(t, 2) comme étant égal a une de ces deux valeurs, en discutant suivant la valeur
de t.

(b) Soit x € R..
e La fonction g : ¢t +— (Int)%e~*t> ! est continue sur ]0,1]. La seule impropreté de l'intégrale se trouve
donc en 0. Or, en 0, on a
t= it g(t)] = t7 (Int)%e .

Puisque § > 0, les croissances comparées ntre puissances et logarithme en 0 aménent :

x 1
i —itl = . = -
lim ¢ lg(t)] =0, donc: lg(t)] 2 (tl—i) .

t—0+

1
Or, = converge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 1 — £ < 1, donc, les fonctions
0 tl—z 4
1 1
étant positives, / lg(t)| dt converge, donc / g(t) dt converge, donc converge absolument.
0 0

e La fonction h : t — (Int)2e~* est continue sur [1,+oc[. La seule impropreté de I'intégrale se situe
dons en +o00. Or, I’exponentielle « va I’emporter ». Plus précisément, d’aprés les croissances comparées,

Int)? = t donc: Int)*tz-1 = 7).
(Int) +go() onc (Int) +go()

De plus, d’aprés les croissances comparées, e ' = o [ — |, donc :
+oo \ 215

t2 1
h(t) = 9 (m) donc: h(t) = K3 (t_Q) .
+oo
Ainsi, comme / 7 dt converge en tant qu’intégrale de Riemann de paramétre 2, et par positivité
1 oo
des fonctions, on en déduit, d’aprés le théoréme de comparaison par o que / h(t) dt converge.
1
+oo

(c) On déduit de la question précédente que, & x fixé, Ms(t,x) dt est convergente. Alors, par le

0
+oo h) —
théoréme de comparaison par inégalité, pour tout h € [z — oy, & + o], h # 0, / fulz + }z fe(@) _
0

fi(x) dt converge absolument. Ainsi, d’aprés I'inégalité triangulaire, on obtient :

T f(x+h) — fi(z , Tl filx + h) — fulx / h| [
/ f(+f)L f(>ft(x)dt‘</0 ’f<+; f()mx)‘dtg%/o My(t,) dt.

0

+oo +oo
Or, par les propriétés de convergence de l'intégrale T, / fe(x + h) dt et / fi(x) dt convergent.
0 0

T filz +h) = filx)
h

Ainsi, on peut écrire :

+oo
Comme — f{(x) dt converge également, on en déduit la convergence de / fi(x) dt.
0

/+Oof(+h)dt /mf()dt
/+OO ft(x+h) — ft(SC) _ ft/(x) atl — 0 t 0 t B /+oo t/(x) &
0 h L 0

_ r(x+hiz—r(x) _/()*mft,(x) dt‘_



Alinsi, on obtient, pour tout h € [x — oz, + a,], h #0:

‘w _ /OJFOO fi(x) dt} < |—Z| /OJFOO My (t, z) dt.

Cette intégrale est convergente, et sa valeur ne dépend par de h, donc
) | h| +o0
lim — Ms(t,x) dt = 0.
2 Jo

Foo I'(z+h)—T(z)

Puisque / f{(x) ne dépend pas de h, on en déduit que h admet une limite lorsque h

0
tend vers 0, donc que I" est dérivable en x, et que :
D(z+h)—T oo
I'(z) = lim w — / (@) dt.
0

Ceci étant vrai pour tout z € R%, I' est dériable sur R , 'expression ci-dessus donnant I'expression de
I'" en tout point de RY .

5. L’expression trouvée pour f;{’ montre clairement que f;" est une fonction positive sur R* , donc f{ est croissante
sur R, a ¢ fixé. Soit donc 0 < & < y. Alors pour tout ¢ € R%, f/(x) < f{(y). Par la propriété de croissance
de l'intégrale, on en déduit, ces intégrales étant convergentes, que :

+oo +oo
| fwas [ pwa doe v <r).
0 0
Ainsi, I est une fonction croissante sur R, donc I' est convexe sur R .

Correction de ’exercice 2 — (d’aprés EDHEC 1994)

_otSint

1. La fonction f : z — ‘e est continue sur ]0, +00[, d’ott deux impropretés en 0 et en +oo.

e Etude en 0

. _..Sint
On a en 0 un équivalent : e

e

ot 1. Ainsi, f admet une limite finie en 0, donc 'intégrale est faussement

1
impropre en 0. Ainsi, / |f(t)| dt converge.
0

e Etude en 400
Pour tout t > 1, on a :
_ e Sint Tt

t

0< e £

~X

)
et puisque a > 0, d’aprés les théorémes de croissance comparée, lim te™*' = (. Ainsi, d’aprés le théoréme
t— o0

d’encadrement,
_aSint

t

lim ¢2 =
Tr——+00

e

On a donc : ‘e*“ts‘?t’ =0 (%

t—2), et d’aprés le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives,

—+o0
par comparaison & une intégrale de Riemann de paramétre 2, on déduit que / |f(t)] dt converge.
1

+oo
Ainsi, / | f(t)] dt est convergente, donc ‘ I est absolument convergente ‘
0

2. (a) Soit A>0.0Ona:

A
1 4 1
/ e ™ dt = [— —efo‘t} = —(1—e Y,
0 [0 0 [0

Ainsi, en faisant tendre A vers +o0o, cette expression admet une limite finie, donc I est convergente, et

1 1
Iy= lim —(1—e ) =|==1I|
0 Aﬂu}?ooa( ¢ ) o 0




(b)

Soit n > 1. Une rapide étude de continuité montre que les seules impropretés de I,, et I,,_; sont en +oc0.
On pose les fonctions u et v de classe C! sur [0, +oo] :

1
Yt €]0, +oof, u(t) =" u/(t) = nt" ! v(t) = ——e v (t)e .
o
D’aprés les croissances comparées, . li+m u(t)v(t) = 0. Ainsi, l'existence de cette limite finie assure que
—+00
—+o0 “+o0
les intégrales u(t)v'(t) dt et o' (t)v(t) dt sont de méme nature, donc I,,_; et I,, sont de méme
0 0

nature. Ainsi, si I,,_1 est convergente, il en est de méme de I,, et la formule d’intégration par parties
amene :

On obtient donc .

Par un argument de récurrence immédiat, la convergence de Iy se propage aux rangs suivants. Donc I,
est convergente pour tout n € N. On a alors, par itération :

1 _ im0 n
In = |:— —t"e at:| —dn—1-.
« 0 «

n n n-—1 n n—1 1 n!
In=—I1=—" Ino=-=—" e—lo=| —=—= =In|
@ @ @ @ @ @
La fonction sin est de classe C*°, et pour tout n € N et tout z de R :
sin®™ (z) = (=1)"sin z, et sin®" Y (z) = (=1)" cos .

Ainsi
sin®(0)=0 et sin®*V(0) = (-1)".

De plus, pour tout n € N, et tout z € R, |sin(2”+2)(x)| < 1. Ainsi, étant donné n € N, et x dans RY,
d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 2n + 1 entre 0 et x (la fonction sin étant de classe C?" 12

sur [0, z]), il vient
ZCB x2n+1 $2n+2
N — T o () < i
SIe (x ot (D) (2n+1)!)‘ 2n + 2)!

Cette égalité est encore clairement vraie pour x = 0.
On a alors, du fait de la convergence absolue de ces intégrales, et d’aprés l'inégalité triangulaire :

I2 IQn +oo e—at ] t3 t2n+1
T— (1 -2+ ()2 )| = S T A R
‘ (0 TR (2n+1)!)’ /O e U TR e a1l B A

+oo e—at t3 t2n+1
< int— (t—— 4+ (-1)"— ) )| dt
/O ; <Sm < TR ) (2n+1)!>>‘

+oo efat t2n+2
<[ o
0 t (2n+2)!

d’aprés la question précédente. Ainsi, on obtient bien

IQ I2n
T— (I, — 2= +... —1)"———— )| < Koy,
‘ <0 3 T +( )(2n+1)!>‘ 2n+1
1
u| K =———|
ot 2n +2)!
En remplacant les intégrales I, par leur valeur trouvée en 2(c), il vient :

12 L () (2n 4 1)!
- <E TR a2"+1(2n+1)!>} S 20+ )

Apreés simplification des factorielles :

Py 1 _ 1
a  3ad (2n + 1)a2ntl J| = (2n + 3)a2n+2’
1

lim ————
n—+oo (2n + 3)e?nt2
a la valeur absolue amet une limite finie, et :

Puisque a > 1, = 0. Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, ’expression interne

im (2 b ! I
1m _——— LI —_ -— = .
n—otoo \ @ 303 (2n + 1)a2n+l




4.
géométrique de raison —t2, il vient :

(a) Soit n € N*, et t € [0,1]. Comme —t? # 1, d’aprés la formule de sommation des termes d'une suité

P 142 1—(—t?) 1+t2
n K2k 1 t2n+2
t ¢s simplificati : 1)t — ——— = (-1)" .
et, aprés simplifications kz_o( ) e ( e
(b) Soit x € [0, 1]. En intégrant I’égalité précédente entre 0 et z, il vient :
n T x 1 x t2n+2
2(71)’*/ 2k dt f/ —— dt= (71)"/ = dt,
P 0 o 1+t o 1+t
donc :
n 22k T 42042
> (=DF — Arctan(z)| = / > ‘
Z 2% + 1 o L+t
t2n+2
Or, pour tout ¢t € [0,z], 0 < e <272 done
x t2n+2 1.2n+3 1

o< [
0

car x € [0, 1]. Par conséquent, on obtient :

1+1¢2

x
dt < / 22 4t =
0

< ;
2n+ 3 2n+ 3

n k .I'2k+1 1
* 1 -1 — Arct <
Vn e N*, Vz €[0,1], I;O( ) Tl rctan(z) 3
¢) Puisque -2~ — 0, il vient que :
2n+3

n N p2k+1 too N 22k+1
V. 0,1], Arct = i -1 = —-1)” .

z € [0,1], Arctan(a) niTookZO( T k;( ST

En appliquant ce résultat avec z = 1 € [0,1], et d’

apreés la question 3(c), on aboutit a :

1
I = Arctan (—) .
«

Correction de ’exercice 3 — (Intégrale de Gauss)

1. Soit t € [0, 1]. La fonction f; est de classe C*°, en tant que composée d’une fonction polynomiale en z et de
I’exponentielle, toutes deux de classe C*°. On a, pour tout € Ry :

"
t

et

fl(x) = —2z(t* + 1)e_$2(t2+1)

(2) = (422 (12 + 1)? — 212 + 1) 1|

Puisque 0 <t < 1,0n a1 <t?+1 <2, donc, pour tout

reRL:

()] = [422(82 + 1) + 2(82 + 1)]e™ D < (22(2 +1)2 + [2(82 + 1)))e™ D < (422 - 22 + 4)e™™,

et donc finalement,

Vo € RJ’_,

£ (x)] <

4(43@2 + 1)67962 .

Soit a @ z > 4(4x? + l)e’zz, définie sur R, . La fonction « est dérivable sur R, en tant que produit et

composée de fonctions qui le sont. On a alors :

Vr € Ry, o (z) = (—8z(42® + 1) + 32z)e™™ = x(—322% + 24)e " .

Ainsi, on obtient le tableau de variation suivant :



3.

o (x) +

8
(@)
-
_|_
8

16e~ 1

() / \ .

0

Par conséquent, pour tout x € Ry, a(x) < 16e~1, et on en déduit donc que :

Vo e Ry, ||f/(z)] < 16e77|

Soit x € Ry, et u € R* tel que u + 2 € Ry. La fonction f; étant de classe C? entre u et u + x, et sa dérivée
seconde étant majorée sur cet intervalle (inclus dans R4 ) par 16e~1 , il résulte de I'inégalité de Taylor-Lagrange
a lordre 1 appliquée a f; entre x et = 4+ u que :

Juf?

i+ u) = file) - uf(x)] < - 1677,
soit, en divisant par |u|(1 +t2) >0 :

8|ule= 7
1412

filet+u) - fi(z)  fi(=)
u(l+t2) 1+¢2

Ainsi, les deux membres de I'inégalité étant continus sur [0, 1] par rapport a ¢ (& z fixé), on peut intégrer
entre 0 et 1, et, d’aprés I'inégalité triangulaire pour les intégrales définies, on trouve alors :

9(m+ui—g(ac) 3 /O1 1jt2ftl($) dt’ _ /01 (ft(xutlui;{t(x) B fﬁil) dt’
<

filz +u) — filz)  fi(z)
1
, dt ‘ ‘
< 8luje™ 7 / = 8lule™ ¥ Arctan1 = 2r|ule”%.

dt

u(l+2) 1+ ¢2
o 1+12

gletu) 9@ /1 L pr(2) dt] ad-

u o 1+1t2

. _s . P
Or, lim 27|ule™2 = 0, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement,
u—0

met une limite lorsque u tend vers 0 et

lmlax+wgu>41 1jumd40

u—0 u 14 ¢2

(cette limite se réduit & une limite a droite lorsque x = 0, & cause de la condition x + u > imposée & u).

. T+u)—gT o .

On en déduit que pour tout =z € R, umapstow admet une limite lorsque u tend vers 0 (limite
U

a droite si 2 = 0), donc que g est dérivable en x (et si z = 0, la dérivabilité a droite équivaut a la dérivabilité

g est dérivable sur R ‘, et, pour

en 0, puisque 0 est le bord gauche du domaine de définition de g). Ainsi,
tout v € Ry :

1 g 1
g (z) = —ft(xl dt = 7250/ e~ (4t gy

(a) La fonction t — e~ est continue sur R,.. Ainsi, la fonction & : z — Iy e~ dt est une primitive de e~
sur R4 (plus précisément la primitive s’annulant en 0). Par conséquent, k est dérivable sur Ry, et

2

Ve eRy, K'(z)=e"".

Ainsi, la fonction h, obtenu comme le carré de k, est aussi dérivable sur R4, et

Vr e Ry, W(zx)=2k (2)k(z)=2e"" / et dt.
0



En effectuant le changement affine (donc de classe C1) ¢ = uz, on obtient :
/ 2 1 2,2 1 2 1 2 ’
Ve e Ry, h'(z) =2e"" / e~ ® xdu:2x/ e ) dy = —¢/(z),
0 0

puisque la variable d’intégration est une variable muette. L’égalité est aussi clairement vérifiée pour
2 =0 (en repartant de ’expression initiale de h’), donc

‘Vac eERy, W(x)+d(z)= 0‘

(b) Par conséquent, la fonction h + g est constante sur 'intervalle R, et

1
dt
vz € Ro, h(z) + g(x) = h(0) + g(0) = 0 +/O o = Arctan1 = .
- s
Ainsi : |Vz € Ry, h(z) +g(x) = 1l
4. Pour tout z € Ry et tout ¢t € [0,1], on a :
6—12(1-1-152) R
< ~X e_ b
1+1t2

donc

Comme lir}rl e = 0, on obtient, d’aprés le théoréme d’encadrement, ’existence de la limite de g en 400,
xr—r+00
et

lim g(z)=0]|

T—r+00

De la relation précédente, on a alors I'existence de la limite de h en +o0, et :

lim h(x) = T lim g(z) = T

r——+0o0 4 r— 400 4

Or, par positivité des intégrales considérées, on a pour tout z € R,

/e*“ dt = /h(z),
0

donc, par continuité de la racine en 0, en passant a la limite lorsque x tend vers +o0o, on obtient ’existence
xT —+o0
de la limite lorsque = tend vers +oo de et dt, donc la convergence de et dt (que l'on peut bien

0 0
stir obtenir par des techniques beaucoup plus élémentaires), et la valeur de cette limite :

—+oo
/ e dt = lim hx) = ﬁ
0

T — 400 2

Correction de ’exercice 4 — (d’aprés EDHEC 2004)

1. Pour tout € R, la fonction h, : ¢t +— W est continue sur [1,4o0o[. Donc l'intégrale n’a qu’une
impropreté, en +00.
De plus, au voisinage de +00 on a ’équivalent suivant pour h,, :
. 1
e Six > 0, alors hm(t) J;;JO tmT, tz—i—l

deux fonctions étant positives sur [1,+0o[, on en déduit, d’apreés le théoréme de comparaison des intégrales

de fonctions positives par équivalences, que 'intégrale définissant f(x) est convergente.
—+oo

1
e Six <0, alors hy(t) folt Or lintégrale de Riemann - est divergente. On conclut de méme, par
o0

—+o0
et comme x + 1 > 1, 'intégrale de Riemann / —— est convergente. Les

comparaison, que l'intégrale définissant f(x) est divergente.

e Siz =0, alors h,(t) fodbrt On conclut de méme que l'intégrale définissant f(x) est divergente.
o0

Ainsi, f(x) est définie si et seulement si 2 € R, donc .



2.

4.

Soit 0 < = < y. On a alors, pour tout ¢ € [1, +o0],
tz-i—l < ty-l—l

zlnt

par croissance de la fonction puissance d’un nombre supérieur a 1 (croissance de z — e , du fait que
Int > 0)

Ainsi, pour tout ¢ € [1, +o0],

1 1
> )
14+ttt 7 14t tvtl

O<l+t4+t*HI<14+t 49t donc:

Par la propriété de croissance de l'intégrale on en déduit que f(z) > f(y).

Ainsi, | f est décroissante sur R . ‘

C’est un calcul classique, consistant a faire une mise sous forme canonique :

vt € [1,+o0], 1+t+t2<t+%>2+%3<1+<\;— \2/t_>>

Ainsi, en posant le changement de variables u = \/ig + \2/—% = (), ot p est de classe C! sur [1, 4+o0[, croissante,

et bijective de [1,4o00[ sur [v/3, +oc[, on en déduit que :

tee At 4 V3 [t 2 , 2 (m T
1= e T, the = v (i A et 8) = 5 (- 9),

Donc | f(1) = —=

(a) Soit & > 0. Alors t (1+tr
+00. De plus, puisque z > 0, 1 = o(t*), d’ou

est continue sur |0, +oo[, donc 'intégrale posséde une seule impropreté en
) 9 9 g p

1 1
t(1 + %) +oo taFL’

et comme dans la question 1, on en déduit que ‘ g(x) est bien définie. ‘

(b) Soit x € R% . Alors,

1 el 14t% —¢t* 1
Vit € [1, +o0], 7 _ =

Cl4tr t( ) (1 t)

Ainsi,

“+oo r—1

1 t
g() :/ - - -
Lt 1+t

Attention, on ne peut pas séparer cette intégrale en deux directement sur les intégrales impropres, car
les deux intégrales obtenues divergent. On restreint donc 'intervalle d’intégration. Soit A > 1.

A -1
1 e A1 A In(1+A%) 2 1 Ae In2
LT P S O L1 SR D (WOl W 4
/115 14t aih xn(+ )1 n(4) x +z x n1+AI +z

Ainsi, le premier terme étant de limite nulle lorsque A tend vers +oo, on en déduit que

In2
Vo € R, g(z):%.

(¢) La fonction qu’on intégre pour définir f étant positive sur I'intervalle d’intégration, on a, par la propriété
de positivité de I'intégrale, que pour tout z € R*, f(z) > 0.
De plus, pour tout ¢ € [1, +o0],

1 1

1+t4+t"t 4" =1+ ¢ donc: < )
+t+ >t+ (1+1t7) onc Tt e S i)

In2

Par la propriété de croissance de I'intégrale, on en déduit donc que f(x) < g(x) = 2=,

n?2
D’apreés le théoréme d’existence de limites par encadrement, puisque 1iIJ1rr1 — =0, on en déduit que
r—+00 X

f admet une limite en +00, et que

lim f(z)=0|

r— 400




5. (a)

(b)

D’aprés la question précédente, pour tout 2 dans R*, on a 0 < 1“72 — f(x). De plus, soit x € R ;ona:

1 1 14t otl —p — gzt 1 1
Yt € [1, +o0], - = = < )
H14+t2)  1+t4+t=t (Tt + 2t tetl) (T4t 2t (¢ 4 tetl) 2042

Ainsi, par croissance de l'intégrale, les intégrales étant convergentes,

/+OO ! ! dt</+oo L=t
1 t(14t2) 14t tetl S R 2p 41

In2 1
22 f) = g(e) — @) < 5

On en déduit que

Ainsi, puisque Tlﬂ tend vers 1 lorsque z tend vers 0", on en déduit que lnTQ — f(z) reste borné au

- . In2 : -
voisinage de 07. Comme hm+ —— = +o00, on en déduit que, au voisinage de 07 :
z—0 x

hl;—f(ac)zo(hl%) soit: f(ac):hl72+o(h172)

Ainsi, | f(x) ~ — |, et par conséquent,

6. Je vous laisse faire.

7. (a)

Soit t > 1. La fonction z + ¢t*+1 = e(@+DInt est de classe C*oo sur R*, donc de classe C2. Ainsi, par
les propriétés de sommes et quotients de fonctions de classe C2, le dénominateur ne s’annulant pas, la
fonction g; est de classe C? sur R%.Ona:

(ln t)e(:nJrl) Int

* / _
Vo € R+7 gt(‘r) - (1 Tt e(m+1)1nt)2

puis
(1Ht)2e(z+1)lnt(1+t+tm+1)272(1Ht)2e2(z+1)1nt(1+t+tz+1)
(1+t+tw+1)4
(Int)2(t=TH(1 4 ¢ 4 t=+L) — 222 +2) (Int)?t= (1 + ¢ — =ty

= (14t +¢=t1)3 =\~ (1+1t+t=+1)3 = g; ().

Or, pour tout ¢ > 1, et tout y > 0,0 < ¥ < 1+t+t¥ 1 et 0 < [T+t =t < 1+t + VY = 1+t +tv T
donc
[T (4t — v < (1t + VT2

On en déduit que pour tout ¢ > 1, et tout y dans R,

(Int)2tv+|1 4 ¢ — v+ . (Int)?
(14t +4tyvt1)3 St 4ty

g/ ()| =

Si de plus, y €]z — |h[,z + |h[[, on en déduit que y > x — || > § (vu la contrainte sur h), donc, pour

tout valeur de ¢ supérieure & 1, on a
1 z41
T > tzt ,

et donc

Int)?
1 < ( -
o' W < T




(c) D’aprés I'inégalité de Taylor Lagrange a 'ordre 1 pour la fonction g; de classe C2, entre = et x + h,
Pexpression précédente étant un majorant (indépendant de y, mais pouvant dépendre de x et h) de g,
entre x et x + h, on en déduit que

h?In*t
h - - h ! < x )
lg¢(x + ) — g¢(2) g: ()] 2L +t+i3th)

d’ou, en divisant par |h| # 0 (hypothése a rajouter),

|h| In? ¢
201+t +t2HL) |

gi(r +h) — gi()

- —gi(z)| <

(Int)?

(d) Soit x > 0. La fonction ¢ — ———%—
14t+t2

impropreté en +o00. De plus,

est continue sur [1,4+oo[. Donc lintégrale admet une unique

(Int)? (Int)?
L+t+1% +oo ¢zt
Or, § 4+ 1 > 1. Il existe donc a tel que 1 < a < § + 1. Alors pour tout ¢ > 1,

. (Int)? (Int)?

5+l 3+l-a?

et comme 3 + 1 — «a > 0, d’aprés les croissances comparées, cette expression est de limite nulle en +oc.

Ainsi, au voisinage de 400,
(Int)? B 1
o o\w)
et d’aprés 1’équivalent ci-dessus, on obtient alors :
(Int)? 1
—— =o|— ).
1+t+t* te

+oo
Les fonctions étant positives, et I'intégrale de Riemann / — ¢tant convergente, puisque a > 1, on
1

(Int)?
1+t+1t*

On a alors, d’aprés I'inégalité triangulaire et la majoration de la question c,

LETES CR PR TN R

</+méﬂx+h)m@) ,

. h - g,(2)

400 2

g@/ (o)
2 1 1+t+t~

—+oo
en déduit que | I'intégrale / dt est convergente.
1

dt

Cette derniére intégrale est convergente, et ne dépend pas de h. Donc la limite de ce majorant lorsque
h tend vers 0 est égale & 0 (& x fixé). Ainsi, le taux d’accroissement en x de f admet une limite lorsque
x tend vers 0, d’ou la dérivabilité de f en z, et

T — f(x +oo
f(z) = lim —f( Jrh})L @) :/1 gi(x) dt.

Ceci est vrai pour tout x de RY.

Correction de ’exercice 6 —

1. Soit S une primitive de s, et g la fonction définie sur R par g(¢t) = S(t +T) — S(¢). Alors g est dérivable
(puisque S l'est), et pour tout ¢t € R :

gt)=5@t+T)-8S{t)=s(t+T)—s(t)=0.

Ainsi, R étant un intervalle, g est constante. De plus,



Ainsi, la fonction g est nulle, donc pour tout t € R, S(t +T') = S(t), dont ‘ S est T-périodique.

La fonction S étant continue sur [0, 7], intervalle fermé borné, elle est bornée sur cet intervalle, donc aussi
sur R, puisque les valeurs prises sur R, sont aussi celles prises sur [0, 7], par périodicité.

La fonction sf est continue sur [1,4oc[. I'intégrale admet une seule impropriété en +oo.
Les fonctions S et f sont de classe C' sur [1, +oc[, et vérifient \ ligl S(t)f(t) = 0, puisque S est bornée et
—+00

+oo
f de limite nulle. Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties, / s(t)f(t) dt est de méme nature
+o0 1
que / S(t)f'(t) dt. Or, f" étant négative (puisque f décroit), et S étant bornée, il existe M > 0 tel que
1
Vt € [1, 400, [S(E)f () < MIf ()| = —Mf'(t).
+oo
La fonction f étant une primitive de f’, et admettant une limite en +oo, I'intégrale / f'(t) dt converge,
1

—+oo
donc aussi / —M f'(t) dt. D’aprés le théoréme de comparaison d’intégrales de fonctions positives, on en
1

—+o0 —+o0
déduit que / S(t)f'(t) dt converge absolument, donc converge. Ainsi, / s(t) f(t) dt converge.
1 1

Correction de ’exercice 8 — Pour tout réels x et y, on pose

1.

1
B(z,v) :/ t* 1 =)yt dt.
0

(a) Pour tout (z,y) € R?, la fonction ¢ + t*~1(1 — ¢)¥~! est continue sur |0, 1[. Donc il peut y avoir deux
impropretés en 0 et en 1.
e Etude en 0. On a, au voisinage de 0 :

tz—l(l_t)y—l ~ tz_l.
t—0+

Les fonctions étant positives, 'intégrale définissant B(z,y) et fol t*=1 dt sont de méme nature en la
borne 0. Or cette derniére intégrale est convergente si et seulement si 1 —x < 1, donc si > 0, en tant
qu’intégrale de Riemann de paramétre 1 — z en 0. Ainsi, I'intégrale définissant B(z,y) converge en la
borne 0 si et seulement si > 0.
e Etude en 1. De méme :
"M 1=t~ (1 —t)v T

t—1—

1
et 'intégrale / (1 — )Y~ dt converge (pour sa seule borne impropre 1) si et seulement si y > 0 (il
0

s’agit encore une fois d’une intégrale de Riemann, en 1 cette fois). Donc l'intégrale définissant B(z, y)
converge en la borne 1 si et seulement si y > 0.

Ainsi, | le domaine de définition de B est (R% ).

(b) Soit (z,y) € R%)?. Effectuons le changement de variables u = 1 — ¢ dans B(z,y), donc t = 1 —u = p(u),
donc dt = — du. La fonction ¢ est bijective de ]0, 1] dans 0, 1], de classe C! et strictement décroissante.
Ainsi, d’aprés le théoréme de changement de variables, les intégrales

/0 "1 —t)Y 7 dtet — /0 (I—w) " (1=14u)""(— du)

sont de méme nature, donc convergentes, et :

B(z,y) :/O (1 - dt = 7/0 (1—w)" (1 =1+ u)¥ (= du) :/O w1 = w)™ ! du.

Ainsi, on obtient bien : ‘B(m,y) = B(y,x) ‘
(c¢) Soit (z,y) € (R%)?*. Ona:

1
B(:c+1,y):/ t*(1 — )yt dt.
0
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Effectuons une intégration par parties sur cette intégrale, en posant les fonctions u et v définies par :

Ve €0, 1], u(t) =t" et U(t):_a—Tt)y_

Alors u et v sont de classe C* sur ]0, 1], et
vt €)o, 1], w'(t)=at"t et V()= (1-1t)Y.
De plus, puisque > 0 et y > 0, on a :

lim wu(t)v(t) =0 et lim w(t)v(t) = 0.

t—0+ t—1—
Ainsi, ces limites existant dans R, le théoréme d’intégration par parties permet d’affirmer que les inté-
1 1
grales / u'v et / wv’ sont de méme nature, donc convergentes, et que
0 0

1ty

11 — )V dt = lim w(t)v(t) — lim u(t)v(t) — 1—zxfl~( -z T
/Ot(l t) dt =1 (t)(t) — 1 (t)v(t) /0 t ; dt—yB( Jy+1).

t—1— t—0+

Donc ‘ yB(x +1,y) =zB(z,y + 1) ‘

Or,on a:

B(z,y+1) = /1 t" N1 —t)Y dt = /1tz—1(1—t)y—1(1—t) dt = /1tz—1(1—t)y—1 dt—/1 t*(1—t)v=1 dt,

0 0 0 0

ces intégrales étant convergentes. Ainsi :
B(z,y +1) = B(x,y) — B(z + L y).

On obtient donc la relation suivante :

yB(z +1,y) =2B(z,y) —zB(z +1,y)  donc: B(z+1,y):$+y3(z,y)-
(d) On commence par n = 0. On obtient :
1 1
11—yt 1
B(l,y :/tol—ty_ldt:/ R U SR I Gk )
(L= [ 0= - -—1=y

Alors, par itération de la formule trouvée dans la question précédente, pour tout n € N,

n n—1 1 n!
' B(l,y) = ————

k=1

B(n+1,y) =

et, en voyant le terme y comme le terme correspondant & k = 0 dans le produit, il vient finalement :

|

Ikt

k=0

Ce produit ne se simplifie pas davantage.
2. Soit n € N*.

(a) La dérivée seconde de f : ¢t +— et est f” : ¢+ et Donc f” est positive sur R, donc f est convexe.
Ainsi, la courbe de f est au-dessous de ses tangentes, notamment de sa tangente en 0. Ainsi :

VteR, et > f(O)t+ f(0)=—t+1]

Alnsi, pour tout ¢ € [0,n], (1 — %) < e w. Or puisque ¢ € [0,n], ces quantités sont positives, donc en

élevant a la puissance n, par croissance de x — x™ sur Ry, on obtient

¢ n
(1 - 5) < e_t.
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x Sit € [y/n,n], Uinégalité est évidente, car (1 - %) <0.

(b) e Premiére méthode : En distinguant suivant que ¢ € [0,/n[ et ¢ € [\/n,n]

x Sit € [0,/n[, les deux quantités a comparer sont strictement positives, donc, par croissance du In
sur R7, il suffit de montrer Iinégalité obtenue en appliquant le logarithme, & savoir :

2
1n(1—t—)—t<nln(1—£).
n n

On pose g la fonction définie sur [0, /n] par :

o =w(1-2) o-m(1- L),

Cette fonction est dérivable sur [0,+/n], et

2
—2¢
vt € [0,v/n], ¢'(t) = : s

1+

1
1—

t
n

Aprés mise sur le méme dénominateur, et aprés simplifications, on obtient :

_L_i_ﬁ_ﬁ

—t(t2 -2t +n)

vt e [0,Vnl, ¢'(t) = gt "5 =

-9 0-4

Or, pour tout ¢ € [0, /n],

t? = 24n=(t—-12+m-1)=0,

(=) n—1)

puisque n > 1. Ainsi, puisque par ailleurs ¢ < /n (donc le dénominateur est positif), on obtient,

pour tout ¢ € [0, /n[, ¢’(t) < 0.
Ainsi, la fonction g est décroissante sur [0, /n[, donc

Vi e [Oa \/ﬁ[v g(t) < g(O) =0.

t2 t
On obtient bien : V¢t € [0,v/n[, In(1— —) —t<nln (1 — —). On trouve l'inégalité recherchée
n

n
en appliquant I’exponentielle, qui est croissante.

Ainsi, pour tout ¢ € [0,n], on a :

()

<(i-1)
n

e Deuxiéme méthode : par la convexité de z — (1 — z)".
Tout d’abord, pour tout z € [0,1], on a (1 —2)™ > 1 — nzx. Encore une fois, il s’agit d’une inégalité de

convexité. En posant h : 2 — (1 —z)™, on obtient, si n > 2, pour tout z € [0,1], A/ (x) = —n(1 —x)

n—1

et (z) =n(n—1)(1—2)""2>0.Sin=1,h" =0 > 0. Ainsi, dans tous les cas, h est convexe, donc
au-dessus de sa tangente en 0. Ainsi :

vz €[0,1], (1-x)" = f(0)z+ f(0)

—nx + 1.

(cela peut étre vu aussi comme une utilisation de 'inégalité de Taylo-Lagrange)
Par ailleurs, un argument similaire & ci-dessus permet de montrer que pour tout t > 0, et tout n € N*,

t n
(1+—) < el
n

(en fait, argument donné en 2(a) est aussi valable pour toutes les valeurs négatives de t)
On en déduit que pour tout ¢ € [0, n], puisque £ € [0,1] :

SO G

et donc enfin

G

) e

1-4) (14
n

13



()

Soit > 0; On en déduit que pour tout ¢ € [0,n],

2 n
t t
<1—n(—) )e_t< (1——) <e
n n

donc, puisque t*~1 > 0,

donc :
1 n
e—ttm—l o ge—ttw-l-l < (1 o _) tw—l < e—ttw—l.

En intégrant cette inégalité entre 0 et m, on obtient, par positivité de l'intégrale (les intégrales étant
convergentes en 0 d’aprés les propriétés de convergence des intégrales I')

/ e Tl dt — —/ e T dt < / (1 — —) "l dt < / et dt.
0 nJo 0 n 0

n n

Or, lim e " dt =T(z) et lim e 1"t dt = T'(z 4 2).

n—-+o0o 0 n—-+o0o 0

Ainsi, d’apreés les régles usuelles sur les limites, le majorant et le minorant convergent tous deux vers
I'(x). Ainsi, d’aprés le théoréme d’encadrement, le terme intermédiaire admet une limite, et

n t n
lim (1 - —) t*~1 dt = ().
0

n—-+oo n

Effectuons le changement de variables u = %, donc t = nu = ¢(u). La fonction ¢ est une bijection de
[0,1] dans [0, n], strictement croissante, et de classe C!. Ainsi, les intégrales étant convergentes, on a :

n t n 1 1
/ (1 - —) t* 1t dt = / (1 —w)"(nu)* 'n du = nx/ (1—uw)"u* ' du=[n"B(n+1,z)|
0 n 0 0

! " t\"
On déduit alors de la question 1(d) que :| lim n®- nni = lim <1 — —) L dt =T(2)|
0

n—-+oo n—-+o0o n

D’aprés ce qui précéde,

r
lim nYB(n+1,y) =T(y) #0, donc: nYB(n+1,y) ~ T'(y), donc: Bn+1,y) ~ L) .

n—-+oo +o00 +o00 MY

Comme ¢ € [0,1], la fonction x — t* est décroissante. Donc, & y fixé, par propriété de croissance de
Iintégrale, la fonction B est décroissante en sa premiére variable. Ainsi, pour tout x > 1,

B(|z] +1,y) < B(x,y) < B(|z],y)

ou |z| désigne la partie enti¢re de z. Or, o |z] et x o |z] + 1, donc y étant fixe,
o0 o0
Yoo ¥~ y
Ainsi,
I'(y)

~Y ~Y
r—+o00 Y z—+0

B(lz],y)

Or, 'encadrement précédent améne, pour tout z > 1,

Bllal+1y) _ Blay) _ Bllaly)
L(y)/av = L(y)/zv =~ T(y)/ay

D’apreés ce qui précéde, les termes encadrant admettent 1 pour limite, donc aussi le terme central. Donc

I'ly) |

~J
r—+oco0 Y

B(lz] +1,9).

B(z,y)
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(¢) Par itération de la question 1(c), on obtient dans un premier temps que

n—1
n 1 I (x4 k)
r+n-— =
B(:L'+n,y) = mB(z‘i’n* 1,y) — . = n_klo—B(:r’y)
(x+y+k)
k=0
Ainsi, d’aprés la question 2,
k
Iz +y) n*tynl kl;lo(x k) nYB(x+n,y) x+n nYB(x + n,y)
n ) Tn! kL [eS) o0 '
I'(x) n—o+oo n&nl H(z+y+k)+ B(z,y) T+y+n+ B(z,y)
k=0
r r r
Or, B(z + n,y) ol %7 donc, en remplagant dans I’équivalent précédent : (F:E(;L)y) et B(S,/)y)

Comme ces expressions ne dépendent plus de n (sur lequel porte I’équivalent), cet équivalent est en fait
une égalité (égalité des limites) On en déduit donc :

= soit: B(z,y) =

15



