LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le 18/03/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

DM n° 13 : Estimation — algébre bilinéaire

Correction du probléme 1 - (d’aprés EDHEC 2003)

Partie I —

1. La fonction f est de classe C**° sur ]0, 1], et Vo €]0,1[, f'(x) =

—(=(r+1)) _ (r+1)

1—a)r+2 1—z)r+2

(r+1)(r+2)---(r+k)
(1 — z)rth+l :

(

Une itération immédiate améne alors : Vk € N*, vz €]0,1[, f®¥(z) =

. r+k)! 1
Ainsi, pour tout k > 1, et tout z €]0,1[, | f*(z) = ( I ) . 0=y |
2. On a: ( ) )
n-+r n-+r):
( n > o r!:ﬁn(n71)~~~(nfr+1),

| n-+r n”
et comme r est fixé, pour tout k € [0,r — 1], n — k ~ n, donc ~ —
o0 n n—+oo 7!

3. On a, pour tout n € N,

nr—lxn _ e(r—l) Inn+nln T

Comme z €]0,1[, Inz < 0, et, par les croissances comparées, (r — 1)Inn = o(|nInz|). Ainsi

(r—=1)Inz+nlnz ~ nlnz — —oo.
+oo n—-+o0o

Donc lim n" 11'” = lim &Y= 0
)
n——00 Yy——00

4. Pour tout ¢t € [0,z], x —t > 0, et puisque x < 1, 1 — ¢ > 0. Ainsi, ¢, (¢t) < 0.
De plus, étant donné ¢ € [0, x]
(x—t)—a(l—-t) tx-1)
(1-1) o1t

gpz(t)—:r: <0,

donc ¢, (t) < . D’ou I'encadrement : ‘ YVt e [0,z], 0 < w(t) < . ‘

5. (a) La fonction k étant de classe n + 1, la formule de Taylor avec reste intégral donne :

Z f(k) / e e ar,
0 n!

donc, d’aprés ’expression des dérivées de f

f(w):i(T-i-k)!xk_’_/f (x—t)" (n+1+7r)! 1 "

1k! | | _ t\n+2+4r
pors rlk! 0 n! d (1—1)
) "\ n+r\ [T (z—1t)"
11 vient donc : ;( )x +(n+r+1)< n )/0 1=z O
o (kT 4 n+r\ [*[(x—t\" 1
(b) On en déduit que:f(z)];)< © )x (n+7’+1)< n >/0 <1—t> .(1—t)7'+2 dt

En utilisant ’encadrement de ¢, trouvé en 4, la positivité de W sur [0, 2] et la positivité de I'intégrale,

on obtient I’encadrement suivant :

(n—i—r—i—l)(nZT) /Omon.ﬁ < zn:(k+r)xk<(n+r+1)(nzr) /Ozx”.ﬁdt

k=0

n k+r k n+r ¢ dt
< _ < n - @
et donc | 0 < f(x) Z( k: ):E \(n-i-r-i-l)( n )JJ /0 (1 t)+2




(¢) Notons I lintégrale obtenue dans la question précédente. Cette intégrale est indépendante de n. Ainsi,

d’apres les questions 2 et 3, lorsque n est au voisinage de +oo :

r I
(n+r+ 1)(n+r)x"1~n- Doang= Zprtign — 0.
n

7l 7! n—+00

"\ [k
Donc, d’aprés le théoréme d’encadrement : 11111 flx) — Z ( + T> 2k =0,

“+o0
. Z k+r\ 4 1
soit : ( L )ZC = W

k=0

Partie II —

1. function ds7(n:integer;p:real) :real;
var i,j:integer;
begin
randomize;
i:=0;
j:=0;
while j<n do
begin
ir=i+1; {compteur de tirage}
if random < p then j:=j+1; {compteur de succés}
end;
ds7:=1i;

end;
2. (a) X; est ne nombre d’épreuves de Bernoulli indépendantes qu’il faut répéter pour obtenir le premier succes.
Ainsi | X1 — G(p).

(b) On en déduit, d’aprés le cours, que | E(X;) = % et | V(Xq) = 1;;2p i

3. (a) Len-iéme succés peut étre obtenu n’importe quand & partir du n-iéme tirage. Comme X,, peut aussi prendre

la valeur 0 si on n’a pas n succes, on obtient ‘ Xn(Q) = {0} U [n,+oo] ‘

(b) Soit k € N. Le nombre de succés obtenu lors des n + k — 1 premiéres épreuves suit une loi binomiale de
paramétre (n + k — 1, p),donc la probabilité qu’on obtienne n — 1 succés au cours des n + k — 1 premiéres
épreuves est :

P(A) = ds (nZﬁl 1)p"l(l -p)*|

ou A est ’événement consistant & obtenir exactement n — 1 succés lors des n — k 4+ 1 premiéres épreuves.

(c) Soit Sy Pévénement consistant & obtenir un succés au ¢-iéme tirage.
Ainsi, [X,, = n + k] est réalisé si et seulement si on a obtenu exactement n — 1 succés lors des n+ &k — 1
premiers tirages, et qu’on obtient le n-iéme succés lors du n + k-iéme tirage, donc si et seulement si A et
B+ donc réalisés. Ainsi,
[Xn=n+kl=AN Stk

Comme A ne dépend que des n+ k — 1 premiers tiragesn et que les tirages sont mutuellement indépendants,

n+k—1
n—1

P(X, =n+k) = P(A)P(S,4r) = ( )p”‘l(l —p)*p

n+k—1

et donc : P(Xnn+k)< i
n—

>p”(1 -p)*|




(d) On a alors :

+oo 400

n—1+k & 1 P
P(X, = k)y=p" 1— L
kgo ( n+k)=p kEO< ne 1 >( p)=p

+oo
et on a bien : ZP(Xn =n+k)=1
k=0

Or, puisque X, est une variable aléatoire prenant ses valeurs dans {0} U [n, +oo[,

+00 too
1=P(X,=0)+» P(Xp=0=P(X,=0+» P(X,=n+k)=P(X,=0)+1.
£=n k=0

Ainsi, | P(X, =0) =0.|
4. (a) Soit n e N*, et k€ N. On a:

(n+k)<n+k1> :(n+k)(n+k—1)! . (n+k)! n<n+k)

n—1 (n—1)k! nlk! n

k-1 k
Ainsi, | Vn € N*, VkeN, (n+k)(n+ ):n(”+ )

n—1 n

(b) L’espérance de X, existe si et seulement si la série de terme général (n+k)P(X,, = n+k), k € N, converge.
Or,

n+k—1

Vk €N, (nt+k)P(X, =n+k) = (n+k)< h 1

n n+k\ , n
>p (1—p)* n( " >p (1—p)* = ;P(erl = n+1+k).

Or, la série de terme général P(X,,+1 =n+14k), k € N, est convergente (et donc absolument convergente,

puisqu’elle est & termes positifs), en tant que somme d’une loi d’une variable aléatoire. Ainsi, F(X,,) existe,

et
n <X n
B(X,) == P(Xp1=n+1+k) =|==E(X,).
P p
5. Soit Y1 = X1, et pour tout k € [2,n], Yy = Xt — Xp—1.
(a) La mutuelle indépendance résulte du fait que lors d’une expérience donnée, les variables Y7, ...,Y,, dépen-

dent de tirages distincts, et que les tirages sont indépendants. Plus précisément, le temps d’attente du
n-iéme succés a partir du n — 1-iéme ne dépend pas des succés précédents, les temps d’attentes précédents
n’influant pas sur la séquence de succés et d’échec qui suivent le n — 1-iéme succés.

Y1 est le temps d’attente du premier succes, donc Y7 — G(p).

Par ailleurs, si n > 2, Y,, est le nombre de tirages nécessaires a partir du n — 1-iéme succés pour obtenir le

succes suivant. La encore, cela correspond a la description d’une loi géométrique, donc Vn > 2, Y,, < G(p)

On obtient donc : ¥n € N*, |Y,, — G(p).

(b) De maniére évidente, on a, pour tout n € N*, X,, =Y; +---+ Y, (c’est une somme télescopique), donc :

E(Xn):ZE(Yn):Z_: - =E(X,)
i=1 i—1 P p
Puisque les Y; sont mutuellement indépendantes, on a aussi :
RN N~ l-p _|n(-p)
V(X)) =Y V(Ya)=) | = VX
i=1 i=1

6. (a) Pour tout n > 2, et tout k € N :

n—1 (m+k-1\ ((-1h+k-1)! (m+k-2)
n+k1( )_(n+k1)(n1)!k!_ (n—2)k! "’

ot donc - n—1 n+k—-1\ (n+k-2
NTn+k—1 n—1 B n—2 '

n—1




(b) D’aprés le théoréme de transfert, la variable admet une espérance si et seulement si la série de

n—1
n+k—1
non par k, les valeurs prises par X,, étant décrites ainsi). Or, pour tout k € N,

n

terme général P(X,, = n+ k) converge absolument (attention & bien remplacer X,, par n + k, et

n+k—2

n—1 n—1 n+k-—1
n—2

— P(X,= =" "(1-p)* = pP(Xp_1 = n—1+k).
ey ntk) = p"(1=p)" = pP(Xn—1 =n-1+k)

)p"(l—p)"”’ =

n—1

Or, la série de terme général P(X,_1 = n — 1+ k) est absolument convergente, d’aprés les propriétés des

lois de variables aléatoires discrétes, donc admet une espérance, et

n

—+oo
n—1 n—1
E =p> P(Xyo1=n—1 it: | E =p|
(an) P (Xn—1=n + k) soit (an) D

k=0
n n n n—1
7. Soitn > 2. O lors: —— ~ = . .
(2) Soit n 1l & alors n+kks+on+k—1 n—1 n+k-—1
n n n—1
Ainsi : P(X, = k) ~ . P(X, = k).
st n+k ( ne )k%JrooTL*l n+k—1 ( n+ k)

Les deux séries étant a termes positifs, on en déduit que les séries de termes généraux respectifs P(X, =
n

+k

n n—1 . ) .
sont de méme nature. Or, la seconde est convergente, car égale, a un facteur con-

nfl.n+k—1

n+k) et

n—1
stant prés, a la série étudiée dans la question précédente, donnant ’existence et la valeur de F ( e T >
=

n
k:P(X" = n+ k) est convergente, et, comme elle est & termes positifs,

Ainsi, la série de terme général

n
elle est absolument convergente. Ainsi, d’apreés le théoréme de transfert, < posséde une espérance

(b) On a: -
n—1 nX,-n-—nX,+X,  X,—-n

n
X, X,—1 X, (X, — 1) T X (X, —1)

X,—n
X, (Xn—1)

quasi-constante, X,, prenant des valeurs strictement supérieures a n avec une probabilité non nulle. Ainsi,

X, —n n n—1
F|——F— is: E|— E =p.
(Xn(Xn_1)> >0, P (Xn) ~ (Xn_1> P

Or, X,, prend des valeurs supérieures ou égales a n, donc est une variable positive, mais non

Partie IIT —

1. (a) T, et Z, sont deux variables aléatoires qui s’écrivent comme fonction continue de variables aléatoires
Y1,...,Y, (au sens de la partie II), formant un échantillon i.i.d. de la loi géométrique. De plus, X,, prenant
des valeurs supérieures ou égales a n, T, et Z,, sont a valeurs dans [0, 1], qui est U'intervalle dans lequel est

défini le paramétre p.

Ainsi, ‘ T, et Z, sont des estimateurs de p. ‘

De plus, puisque FE(T},) = p d’aprés la question II-5(b), | T), est un estimateur sans biais de p.

(b) Soit n > 2. On a déja montré l'existence de ces espérances, par la convergence des séries issues du théoréme

de transfert. On peut alors écrire :

+oo +oo
n n—1
E(Z,) — E(T,) = P(X, = -y ——P(X, =
(Z0) = B(Tp) = 3 = P(Xn =t k) = 3 —— = P(Xp =n+F)
k=0 k=0
= n n—1 = k
= - P(X, = k) = P(X, = k),
k_0<n—|—k: n+k:—1) ( n+k) kzzo(n—i—k:)(n—f—k:—l) ( n+k)
R k n+k—1
t donc final t:|E(Z,) — E(T,) = "(1—p)*.
et donc finalemen (Zn) (T,) kz_()(n—l—k)(n—i—k—l)( n_1 )p( )




()

k < n+k

n+k)n+k—-1) n(n—l)'on

Pourtout ke Nyn+k>2nn+k—12n—1letk<n+k,donc0<

en déduit que :

+o0 too
n+k n
< FE(Z,) - E(T,) < ——P(X, = k)= —— KP(X, = k).
< B() ~ BT < 3 St n P =nt 8 = L S+ HPG = 0 )

En reconnaissant la série qui définit Pespérance de X,,, et en se rappelant que E(T),) = p, on en déduit

que :
E(Xn)
0< E(Zn)—p n—1)
Comme E(X,) = %, on obtient, pour tout n > 2,
0< E(Z,) < 1
S n) P 7Ty
(n—1)p

et d’aprés le théoréme d’encadrement, lim,,—, 1 E(Z,) = p. Donc‘ Z., est asymptotiquement sans biais ‘ en

tant qu’estimateur de p.

2. Soit n > 3.

(a)

1 P(X = k
La variable X, — 1) (X, =) admet une espérance ssi la série de terme général T k(— 1)(21 k;)— 7

k € N, converge absolument. Or, pour tout k € N :

P(X =n+k) _ (n+k—1)! ok
nt+k-—1n+k—2) m+k—1)n+k-2)(n— 1k
1 (n+k=3)! , & p?
— = — L P(X, o=n—2+k).
D=2 - P T ooy Kz =248
1
Par propriété des lois de v.a.r.d., la série de terme général —p2P(Xn_2 =n-—2+k) est
(n—1)(n-2)
1
convergente (et méme absolument convergente, par positivité des termes), donc admet

(Xn = 1)(Xn —2)

une espérance, et

E( 1 )_ . iOP(X =n—2+k)
(X” - 1)(Xn*2) B (TL* 1)(7172) —~ n—2 = ,

et enfin :

E((Xnnl(Xnm) B <n11>)§n2> |

D’aprés la formule de Konig-Huygens,
n—1 n—1 n—1
= —F
V<Xn_1) E<<Xn_1> <Xn_1)>
1
=(n—-1)%E —p?
=y ((Xn1><Xn1>) g

9 1
s=D) E((Xnn(an)

n—1 p?
d’ou : < .
ot V<Xn—1) n—2

T, étant d’espérance p, on a, d’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebichev, pour tout € > 0 :

V(T») < p°

0< P(|T, — < < .
(T, 9l >2) < —5" < Zrr—g;

2

Comme lim P

—7——— = 0, on déduit du théoréme d’encadrement que
n—+oo €2(n — 2)

Ve >0, lim P(|T,—p|>¢)=0,
n—-+oo

donc ‘ (T},) est un estimateur convergent de p. ‘




n—1 n

3. (a) L’inégalité ~ 1 < X @ déja été prouvée lors de la question 1I-6(b).
n n
De plus, X,, > X,, —1 >0, donc —— < :
e plus, onc X SX 1
n—1 n n

On a bien ’encadrement :

<+ < :
X,—1 X, “X,—-1

(b) Les trois termes de ’encadrement précédent étant positifs, on a :

F5) <(&) «(z=)
r ((;n_11)2> <F (();)) <E <(Xn 1)) - ((§H_11>2> |

-1
1) tend vers 0.

Ainsi,

Or, une variance étant toujours positive, la question 2(b) permet d’affirmer que V' (
n

Puisque F ( )?:11) = p, on déduit alors de la formule de Konig-Huygens que :

n—1Y\2 n? n—1Y\2
lim E =p?et i E = p?
nﬂn}rloo <<Xn—1>> pe niTOO((n—l)Q <<Xn—1> )) p

2
D’aprés le théoréme d’encadrement, lim E (Z2)=p lim E <(i) ) =p°.

n—-+o0o n—-+oo Xn

D’apreés la question 1(d), lim FE(Z,) = p, donc, d’apreés la formule de Kénig-Huygens,| lim V(Z,) =0

n—-4o0o n—-4o0o
(¢) D’apres un corollaire de 'inégalité de Markov, pour tout >0,
E((Zn—p)?®) _rz2,0) _ V(Zn) +bz,(p)
0< P(|Z, —p| >¢) < (« 5 ) = 2( = ( 5 1 :
€ € €
V(Zn) +b2,(p)

D’aprés les questions 1(d) et 3(b), lim

= 0, donc, d’aprés le théoréme d’encadrement :
n—-+oo I3

2

Ve > 0, nkg-loo P(|Z, —p|>¢e)=0.

Ainsi, | Z,, est un estimateur convergent de p. ‘

Correction du probléme 2 — (d’aprés Lyon 2003)

Partie I — Inverse généralisé d’un endomorphisme symétrique

1. Puisque f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, la bijectivité de f équivaut a son injectivité.

Alnsi, f étant non inversible, f n’est pas injective, donc Ker(f) # 0. On en déduit donc que‘ 0 est valeur propre de f ‘

Comme f est digonalisable en tant qu’endomorphisme symétrique d’un espace euclidien, si f n’admettait pas
d’autre valeur propre que 0, f serait une homothétie de rapport 0, donc I’endomorphisme nul, ce qui n’est pas

le cas. Ainsi, ‘ f admet au moins une valeur propre non nulle. ‘

2. Soit A et u deux valeurs propres de f, telles que A # p. Soit x € Ey et y € E,,. Alors
(f(@)y) =Azy) et (2, f(y) = nlz,y).
Comme f est symétrique, on a (f(z),y) = (x, f(y)). On en déduit que :
(A=) (z,y) =0.

Comme X # p, il en résulte que (z,y) = 0.

Cela étant vrai pour tout x € E) et tout y € E,,, on en déduit que



3. Soit z € Im(f) et y € Ker(f). Alors il existe z € E tel que x = f(z). On a donc, par symétrie de f :

(@) = ([(2),y) = (2, [(y)) = (2,0) = 0.

Ainsi, cela étant vrai pour tout x de Im(f) et tout y de Ker(f), on en déduit que Im fL Ker f. En particulier,
Im f C (Ker f)*.

De plus, comme E est de dimension finie, (Ker f )L est un supplémentaire de Ker f dans F, donc

dim(Ker f)* = n — dimKer f.

De plus, d’aprés le théoréme du rang,

dimIm f =n — dim Ker f.

Ainsi, on a l'inclusion Im(f) C (Ker f)*, avec 1’égalité des dimensions, donc Im f = (Ker f)*.

Ainsi,

Im f est le supplémentaire orthogonal de Ker f. ‘

4. Soit x un vecteur de E.

()

Puisque f est diagonalisable (en tant qu’endomorphisme symétrique d’un espace euclidien), la somme
(directe) de ses espaces propres est égale & F tout entier :

E=E;0)®Ef(M)®---® Er(Ag).
Ainsi, par définition des sommes directes, pour tout « de E, il existe un unique (k + 1)-uplet (xo,...,xx)

de Ef(0) x E¢(A1) X -+ x Ef(Ag) telque|x:x0+x1+~~~+zk|.

Posons Ag = 0. Soit j € [0, k]. Pour tout i € [0, k] tel que i # j, Ef(A;)LEs(\;), donc, puisque z; € Ef(\;),
pj(z;) = 0. Par conséquent,

puisque 2; € Fy(3;). Done [py(a) = ;]

Ainsi, pour tout x € E, on a une décomposition :

=0 +a1+ +ar=po(z) +pi(z) + -+ pr(2), donc:  po+p1+ -+ pi)(z) =z

Par conséquent,

P0+p1+"'+pk:idE‘~

Soit (4,7) € [0, k]? tel que i # j, et soit © € E, et x = zo + - - - + x} la décomposition de x décrite dans la
question 4(a). Alors, d’aprés la question 4(b) :

pi opj(x) = pi(x;) =0,

puisque i # j, d’aprés un argument donné ci-dessus. Ainsi, pour tout (i,j) € [0,k]* tel que i # j,

Soit z € E, et x = xp + - - - + 1 sa décomposition décrite en 4(a). Alors, f étant linéaire :
f(@) = fxo) + f(@1) + -+ 4 f(ax).
Or, zg € E¢(0) = Ker(f), donc f(zo = 0, pour tout i € [1,k], x; € Ef(\;), donc f(x;) = A;x;. Ainsi :
f(@) =Xz + -+ Mz = Mpi(x) + -+ + pr(2),

d’aprés la question 4(b). Cette égalité étant vraie pour tout = de F, on en déduit que

‘f:)\1p1+"'+>\kpk‘.

Soit ¢ = po le projecteur orthogonal sur Ker f. Comme Im(f) et Ker(f) sont supplémentaires orthogonaux,
p et g sont des projecteurs associés. Ainsi,

p=id—q=po+---+pr—po=|pi+ - +pr =p|




6. (a) On a, d’aprés la question 5(b) et la définition de f* :

k k
foft= (ZMM) o (Z )\ipz> = Z )\i%piopg‘,
i=1 i=1""

Gg)elLkz Y

puisque les p; sont tous linéaires. De plus les compositions p; o p; sont nulles sauf si ¢ = j, et dans ce cas,

puisque p; est un projecteur, p; o p; = p;. Ainsi
k 1 k
i _— § \—p; = § -
(0]
fof £ z)\ipz £ bi =D,

d’aprés la question 5(c). D’ou 'égalité

(b) Soit (z,y) € E%. L'égalité f(z) = p(y) est vérifiée si et seulement si f(z) — fo f(y) = 0 (d’aprés la question
précédente), donc si et seulement si f(x — f#(y)) = 0, donc si et seulement si z — f#(y) € Ker f.
7. Soit y un vecteur de F.
(a) Soit x € E. Puisque f(z) décrit Im(f) lorsque z décrit E, zHele If(z) =yl = tei?nf;f [t —yl.

Soit ¢ € Im(f). Alors ||t — y|| = [t — p(y) + p(y) = yl|. Or, ¢t — p(y) € Im(f) et p(y) —y € (Im f)*. Donc,
d’aprés le théoréme de Pythogore,

It =yl* =t —pW)I* + llp(y) — ylI* = It — p(y)]I?,

l'inégalité étant stricte si t # p(y).
Ainsi, la borne inférieure est un minimum, pris en p(y), et seulement en p(y).

Par conséquent, puisque f(z) € Im(f), f(z) réalise le minimum de |t — y| si et seulement si f(z) = p(y),
d’otr, d’apreés la question 6(b) :

‘ x réalise le minimum lorsque z décrit E de || f(z) — y|| si et seulement si z — f¥(y) € Ker(f). ‘

Remarquez que cet argument n’est rien d’autre que de dire que le projeté orthogonal est le vecteur de
meilleure approximation !
(b) e Soit z = f1®). Alors 0 = x — f¥(y) € Ker(f), donc 2 réalise le minimum de || f(z) — y||.
e De plus, soit 2’ un autre vecteur vérifiant || f(z') —y|| = ing 1 £(2) —yl|. Alors 2’ — f#(y) € Ker f. Il existe
zE

donc z € Ker f tel que 2’ = f*(y) + 2. Comme f*(y) € Im f et z € Ker(f) et que Im f L Ker f, la relation
de Pythagore améne

1212 = [LFE@IZ + 1120 > L)1,

Cette derniére inégalité est stricte, car o’ # f¥(y), donc z # 0.
Ainsi, tous les autres vecteurs z’ vérifiant cette relation sont de norme strictement supérieure a f*(y).

Ainsi | f¥(y) est le vecteur 2 de plus petite norme vérifiant || f(x) — y| = in}{J IIf(z) —yll-
zZE

Partie IT — Application 4 un exemple

1. La matrice A est symétrique, donc la base B étant orthonormale, ’endomorphisme f dont la matrice dans la

base B est A est un | endomorphisme symétrique ‘

La matrice A est non nulle et non inversible (car ses colonnes 2 et 4 sont liées).

Ainsi,

f est non nulle et non inversible ‘

2. On peut faire le calcul par réduction de Gauss de la matrice A — A\I4 : A est valeur propre si et seulement une
réduite de Gauss est non inversible. On trouve :
3—A 0 -1 0
0 1—A 0 -1 L+ Ls
-1 0 3—A 0 Lo+ Ly
0 -1 0 1—A

A=A =



4.

N U Ly Ls+ (3= NIy
3-A 0 -1 0 Ly Li+ (1= \)Lo
0 1-x 0 -1
-1 0 3-\ 0
o 0 11—\ o
0 0 (3-X2-1 0
0 0 0 (1-N2-1

Ainsi, \ est valeur propre de f si et seulement si (3 — \)2 = 1, donc A = 2 ou A\ = 4, ou bien si (1 — \)? = 1,
doncsi A\=0o0u A =2.
Par conséquent ‘ Sp(f) ={0,2,4}. ‘

On pouvait trouver cela sans quasiment aucun calcul, en remarquant que :

e puisque A est non inversible 0 € Sp(f), et comme rg(A) = 3, la dimension de Ey est 1.

e en essayant de comprendre la matrice A — AI4 pour des valeurs particuliéres simples de A, on se rend compte
treés facilement que 2 € Sp(f) et que l'espace propre associé est de dimension 2.

e Par ailleurs, f étant un endomorphisme symétrique, il est diagonalisable. Il existe donc une (et une seule)
valeur propre supplémentaire, ’espace propre associé étant alors de dimension 1. Donc f admet bien 3 valeurs
propres distinctes.

e De plus, on peut retrouver la valeur de cette troisiéme valeur propre (méme si non explicitement demandé
dans cette question), en utilisant le résultat démontré dans Pexercice : deux matrices semblables sont de méme
trace. Ainsi, la trace de A est égale a la trace de la matrice de f dans une base de diagonalisation, donc
8=0+2+4+2+ ) et donc A = 4 (remarquez que pour cet argument, on a besoin de connaitre la dimension

des espaces propres).

En reprenant les notations de ’énoncé, on a donc ‘ A =0, =2et Ay =4. ‘

D’aprés la question I-5(b),
f = Aip1 + Aapa = 2p1 + 4po.

En exprimant cette relation matriciellement, relativement & la base B, il vient : ‘ A =2M; + 4Ms.

-1 0 -1 0
. o . 0 -1 0 -3
(a) La matrice My obtenue aprés pivot de Gauss sur la matrice A — 41, est 0o 0 o . Cette

0 0 0 8
E;(X2) est de dimension 1 |-

matrice est de rang 3, donc, d’aprés le théoréme du rang,

De plus, les colonnes de cette matrice vérifient C; — C3 = 0, donc wy représenté dans la base B par la
1

0
colonne 1 est dans Ef(A2), et cet espace étant de dimension 1, on en obtient une base. On pose alors :

Wa 1

vy = —— = —(by — b3)
Twol = ¥3

(b) Le vecteur v est un vecteur non nul, unitaire de Ef(A2), qui est de dimension 1. Ainsi, (v2) est une base

orthonormale de Ef()A2). La formule du projeté orthogonale améne alors :

Vo e E, ‘pg(x) = (x,va) U2 ‘

o pa(br) = 5(by — bs)
e pa(b2) =0

e pa(bs) = —3(by — b3)
e po(by) =0



5. Par conséquent,

Ainsi,

1 0 -1 0
0 0 0 O
Ainsi, on obtient : | My = %
-1 0 1 0
0 0 0 O
3 0 -1 0
1 110 1 0o -1
M1:—A2—2M2:—
2 21-1 0o 3 0
0O -1 0 1
Ainsi, la matrice associée & f* est, par définition :
1 0 1 0
1 1 110 1 0 -1
B==-M;+-My=- + =
27T AT T4 0 1 0
0 -1 0 1
3 0 1 0
. R 110 2 0 -2
la matrice associée a f! est =
811 0 3 0
0 -2 0 2
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