LycEe LA BRUYERE, VERSAILLES 2012/2013
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

Probabilité 4 — Variables aléatoires a densité (technique et entrainement)
Correction de quelques exercices

Correction de I’exercice 2 — Soit f la fonction définie par f(x) = A2 " six > 0et f(x) = u2* sixz < 0,ou Aet u
sont deux réels.

1. e La fonction f est continue sur R*, donc presque partout

e La fonction f est positive sur R, & condition que A et p soient positifs.
0 0 +oo

e Les intégrales / u2® dx = / pe®"2 dx et / A27% dx sont convergentes, en tant qu’intégrales
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Ainsi, | f est une densité de probabilité si et seulement si A >0, u>0et A4+ u=1n2. ‘

+oo
2. On effectue sur l'intégrale / te~t™m2 dt le changement de variable linéaire (donc valide) u = tIn2. Cette
0

Feo du
intégrale est donc de méme nature (et le cas échéant de méme valeur) que / %e_“ﬁ Cette intégrale
0 n n
est convergente en tant qu’intégrale I'(2), et
oo 1 1! 1
tetM2 dt = rQ2) =—-—3 =
/0 ¢ 22t = mmoE ~ ez
De méme, en effectuant le changement de variable u = —t1In2 (amenant la convergence de la méme fagon), on
trouve : 0 N
o0
/ el dt:—/ S
oo o In2  In2 (In2)
—+o0
Par conséquent, / tf(t) dt converge, donc X admet une espérance, et
— 00
0 t1n2 e tin2 H A
E(X)= te" e dt + A te™ ' dt = —
= [ s avea [ 22 " 2y
Ainsi, X est une variable centrée si et seulement si A — p = 0, donc si A = . Comme on a de plus A+ p = In 2,
In2
X est une variable centrée si et seulement si A = pu = nT

3. De méme que pour E(X), avec les mémes changements de variable, assurant 'existence de V(X ) en se ramenant
a une intégrale I'(3) :
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E(X)=0,|V(X)=E(X? = .
Comme E(X) =0, |V(X) = B(X*) = -2




4. On détermine la fonction de répartition en intégrant la densité, ou bien en primitivant par morceaux, et en
recollant les morceaux par le choix convenable des constantes d’intégration pour obtenir les limites en +oo et
—00, et la continuité. On obtient alors

lzln2 _ 9z—1 :
VR, | F(z) = 2e1 2 sizx<O
1,§elen2:1,27171 six > 0.

On remarque que les deux expressions sont valables pour k& = 0.

5. Tout d’abord, Y (Q) = Z. Soit alors k € Z. On a
PY=k)=Pk<X<k+1)=F(k+1)— F(k).

On distingue deux cas :

e Sik<0, P(Y =k)=2F_2k1 =29kl
e Sik>0,P(Y =k =1-27F1"1_ 1497kl —9-k=2
{Qk—l sik<0

Ainsi, pour tout k € Z, | P(Y = k) =

“+o00 —1
L’espérance de Y existe si les deux sommes E T et g Sy convergent absolument. La premiére somme
k=0 k=—o0

est (absolument) convergente en tant que série géométrique dérivée, et la seconde devient, aprés réindexation,

— E +OOW. On retrouve encore une fois une série géométrique dérivée de parameétre %, donc absolument

k=1
convergente. Ainsi, Y admet une espérance, et

X Er Xk Kk+1 &
E(Y)= Z 9k+2 Z okl Z 9k+2 Z ok+2 Z 9k+2"
k=0 k=1 k=0 k=0 k=0
Alinsi, on obtient une somme géomeétrique, d’ou, aprés calcul : | E(Y = f%)

Normal : X a une répartition symétrique, mais la partie entiére déséquilibre un peu vers la gauche, le déséquilibre
moyen étant donné par la moitié d’un intervalle [n,n + 1].

Correction de 1’exercice 5 —

1. Soit a € R. L’intégrale fj:j f(z) dz est convergente, car f est une fonction contoinue par morceaux, a support

+oo 1 2
/ f(z) dz:/ adz+/ 3a dz = 4a.
—00 0 1

—+oo
Ainsi, / f(z) de =1 si et seulement si a = %. Pour cette valeur de a, f est positive sur R, et continue sur

borné [0,2]. On a alors :

oo
R\ {0, 1,2}, donc presque partout. Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

Conclusion : | f est une densité de probabilité si et seulement si a = i .

2. La densité f de X étant & support borné, X admet une espérance et une variance, et :

“+o00 1 2
3 1 9 )
E(X):/ xf(x)dx:/ozdx—l—/lZxdx:§+§:Z:E(X).

Le moment d’ordre 2 de X est :
+oo 1.2 2 2
3z 1 7 22 11
E(X?) = 2pyde= | L d /—d — gLl
(x%) /_Ooxf(z)x /04 T TRt I TR TG

Ainsi, d’aprés la formule de Konig-Huygens,

11 25 8-75 |13
X)=EX?)-EX)?=—>--== =
VX = BE(XT) = BRX)" =5 ~ 15 48 48




3. Puisque X et Y sont indépendantes, une densité de X +Y est fx* fy, & condition que ce produit de convolution
soit continu presque partout.

Or, soit € R.

f*f@%=/ﬁwﬂﬂﬂw—ﬂdﬁ=é FOf(x— 1) dt

La fonction ¢ — f(t)f(x —t) est nulle sur R\ [0,2] N [z — 2, z]. On obtient la discussion suivante :
e Siz<0,ousiz—2>2 (doncx>4),[0,2]N[x—2,z] =9, donc f«f(z)=0;
e Sizel0,1], [x—2,2]N[0,2] =[0,x], et si t € [0,z], x — ¢ € [0,2] C [0, 1], donc

FO @ —t) = a?.
Ainsi,

= : th: 2 :i
fxflx) /Oa T
e siz € [1,2], alors [x — 2,2] N [0,2] = [0, z], et :
3a? site 0,z —1]
Vte [0,z], f(t)f(x—t)=qa® site[r—1,1]
3a? site[l,x).

Ainsi,
z—1 1 T 5 1
f*f(x):/ 3a2dt—|—/ a2dt+/ 3a2dt:3a2(x—1+x—1)+a2(2—ac):a2(5x—4):1—6x—1.
0 z—1 1
e Six e [2,3],alors [z —2,2]N[0,2] = [z — 2,2], et
3a? siter—2,1]
Vtelr—2,2], ft)f(x—t)=(9a® site[l,z—1]
3a? siter—1,2].
Ainsi,
1 z—1 2 3
f*f(:c):/ 3a® dtJr/ 9a® dtJr/ 3a® dt:3a2(3—z+37z)+9a2(:c72):3a2z:1—6.
T—2 1 z—1

o Six e [3,4],alors [z —2,2]N[0,2] = [z — 2,2], et
Vt e[z —2,2], f(t)f(z—1t)=9a?

donc

2 9 9
f*f(z):/z_29a2 dt:9(4fx)a2:1—1—6:c.

Cette fonction étant continue presque partout (elle est méme continue sur R, on en déduit (X et Y étant
indépendantes), qu'une densité de X + Y est :

= sizel01]
]bﬁ L. € [1,2]
—r— - siz , 2],
4

Ve €R, fxiv(z)= &—6 sixe[2,3],

9
1*1—656 SISC€[3,4[,
0 sinon.
+oo
4. D’apreés le second théoréme de transfert, la variable aléatoire Z admet une espérance si et seulement si / (e"—

2
2)? f(z) da converge absolument. Or, f étant nulle sauf sur [0, 2], cette intégrale vaut / (e*—2)%f(z) do. Comme
0



la fonction + (e® — 2)2f(x) est continue par morceaux sur [0, 2], on en déduit que l'intégrale est définie, donc
convergente. Ainsi, Z admet une espérance, et

e 3 (7
E(Z):—/ (ez—2)2dx+—/ (e® —2)? dz

1 [t 3 (7
:—/(62174em+4)dx+—/(e2mf4ez+4)dz

4 Jo 4 )1
171, 3/(1, 4, 9 9
4<2(e 1) —4(e 1)+4>+4<2(e e’) —4(e®—e)+4
139 13, 3,
= 8+2€ 1 +8e =E(Z)|

2

5. X est a valeurs dans [0,2], donc eX — 2 est & valeurs dans [—1,e? — 2], donc (e® — 2)? est & valeurs dans

[0, (e — 2)?], puisque e? — 2 > 1.
Soit « € [0, (e —2)?]. On a :

P(Z<z)=P((e* -2’ <z)=P(—vVr<e® —2< Vo) = P2 -V <e® <2+ V)
e Si2— /7 <0, donc si z > 4, alors 'événement [2 — /= < eX] est 'événement certain, donc
P(Z <x)=P(e* <24+ r)=P(X <In(2+ 7)) = Fx(In(2 + V/)).
e Si0 <z <4, alors
P(Z <x)=P(ln(2 - vz) <X <In(2+ V) = P(In(2 - Vo) < X <In(2+ Va)),
car X est une variable & densité (donc les probabilités ponctuelles sont nulles). Ainsi

P(Z < z) = Fx(In(2 + v7)) — Fx (In(2 — V).

On a donc :
0 siz <0
() = Fx(In(2+ V) — Fx(In(2 — Vz)) sixe0,4]
Fx(In(2 4 /x)) size[4,(e* —2)%
1 siz > (e? —2)%

Or, Z étant 'image par une fonction continue d’une variable aléatoire, Z est une variable aléatoire. Donc Fz

est bien une fonction de répartition. De plus :

e Fy est de classe C! sur R\ {0,1,2}, donc Fz est de classe C! en tout x tel que x # 0, x # 4, x # (e? — 2)2,
In(2 + /z) # 0,1,2, In(2 — \/z) # 0,1,2. Puisque les fonctions = — In(2 + v/z) et = — In(2 — y/z) sont
strictement monotones (donc injectives), il y a au plus 9 valeurs de  en lesquelles Fz n’est pas de classe C1.
Donc Fz est de classe C! presque partout.

e La fonction Fx est continue sur R, et les fonctions z + In(2 + /z) et  — In(2 — /) sont continues

2 —2)?] et sur [0,4[. Ainsi, d’aprés les régles de composition, Fz coincide sur les

ouverts | — oo, 0[, ]0,4][, 14, (2 — 2)?[ et ](e® — 2)2, +o0] avec des fonctions continue, et elle est donc continue

respectivement sur [0, (e

sur ces intervalles. De plus, puisque F'x est continue :
* lim Fz(x)=0et lim = Fx(In2) — Fx(In2) = 0. Ainsi, on a :
—0— z—0t

x

lim Fz(z) = Fz(0) = lim Fz(z),

z—0— z—0*t

donc Fz est continue en 0.
x lim Fz(x) = Fx(4)— lim Fx(y) = Fx(4) = lim Fz(z)
—4- Yy—r—0o0 z—4+

xT
(la derniére égalité ne demandant en fait pas de vérification, puisque Fz est continue & droite, en tant que

fonction de répartition)
Ainsi Fz est continue en 4

((lim . Fz(z) = Fx(In(2 4+ ¢e* — 2)) = Fx(2) = 1 = Fz((e* — 2)?),
z—((e2—2)2)—
et de méme, par continuité a droite de Fz, cela implique la continuité de Fz en (e? — 2)2.



Ainsi, I’z est continue.
On en déduit que Z est une variable aléatoire & densité, et, en dérivant F; presque partout, il vient :

0 siz <0ousiz>(e? —2)?
1 1
_ ) o= Ix(In2 + Vo) + o= fx (2 = Vi) stz e [0,4]

VreR, fr(@) = 3/me T o)t 22— V) ’
;fx(m@ + V) siz e [4,(e? —2)2.
NCERSVE ’

Or:

e In(2+ /z) € [0,1] si et seulement si 1 < 2+ /7 < e, donc si et seulement si 0 < z < (e — 2)? < 4,

o In(2+/7) € [1,2[ si et seulement si e < 2+ 1/ < e, donc (e — 2)? <z < (e? — 2)?

o In(2—+/z) €[0,1] si et seulement si 1 < 2— /= < e, donc si et seulement si 0 < z < 1 (la deuxiéme condition
étant automatiquement satisfaite pour tout z > 0)

o In(2 — /) € [1,2] si et seulement si e < 2 — /Z < e?, ce qui est impossible.

On obtient donc :

0 six<0ousix>4,
1 1 _ )

8\/5(23+ VT) + 8\/5(21f NG siz €0, (e—2)7

8\/5(23+ 72 T 8VEe - va)

— six e [l,(e? —2)3.

8V (2 + V)

Ve eR, fz(z)= size[le—2)%1]

Correction de ’exercice 6 — (Questions indépendantes)

1. Soit Fy la fonction de répartition de Y et F_y la fonction de répartition de —Y. Pour commencer, le premier
théoréme de transfert assure que —Y est une variable aléatoire, puisque x — —x est de classe C!, strictement
décroissante, de dérivée ne s’annulant pas. Ainsi, on peut directement déterminer une densité de —Y en dérivant
sa fonction de répartition presque partout, sans autre justification a donner :

VieR, F_y(z)=P(-Y<z)=PY >-2)=1-PY <—-2)=1-PY < —x),
car Y est une variable & densité. Ainsi,

1-0 si—xz <0
VieR Fy(x)=1-Fy(—2)=q1—(-2) si0<-2<1

1-1 si—x>1
Ainsi,
1 siz>0
VeeR, Foy(z)={1+2z si-1<2<0
0 six < —1

Donc une densité de —Y est :
1 size]-1,0]

0 sinon.

Vr € R, f,y(:L') = {

Ainsi, —Y < U([—1,0]). Lorsque nous aurons étudié les propriétés des lois uniformes, nous serons en mesure
d’affirmer cela directement.

A condition que le produit de convolution soit continu presque partout, une densité de X — Y est alors donné
par le produit de convolution fx * f_y, puisque X et Y (donc X et —Y") sont indépendants.

Calculons ce produit de convolution : pour tout z € R,

—+o0

fxefoy(@) = [ feOf v -1 d

— 00



Or, pour une valeur de z fixée, f_y(xz — t) est non nulle (égale a 1) si et seulement si z — ¢ € [—1,0], donc
t—x€[0,1], donc ¢ € [z, + 1]. Ainsi :

v I
fxxfoy(z) = /w fx (@) = ;/z 1 ;(Arctan(m + 1) — Arctanz).

Cette fonction étant continue sur R, et X et —Y étant indépendante (je préfére le rappeler, méme si je lai
mentionné plus haut déja), une densité de fx_y est :

Ve eR, |fx_y(z)= %(Arctan(z + 1) — Arctan(x)) |.

. Remarquons d’abord que In X et InY sont définies pour presque tout w de Q (la valeur X =0 et Y = 0 étant
quasi-impossible). Donc In X et InY sont des variables aléatoires. De plus, In étant strictement croissante sur
R%, de dérivée ne s’annulant pas, d’aprés le premier théoréme de transfert, In X et InY sont des variables
aléatoires & densité. Enfin, on remarque que In X et InY prennent leurs valeurs dans R_, donc une densité de
In X et de InY sera nulle sur R;. On a alors :

VeeR_, Fhox(z)=P(lnX <z2)=P(X <e") =Fx(e") =€,
puisque e” € [0,1]. Ainsi, on obtient fi, x (égal & finy), en déruvant presque partout :

X

e’ siz <0

0  sinon.

Ve €R, finx(x) = fmy(z)= {

Notons f cette fonction.
Puisque X et Y sont indépendantes, il en est de méme de In X et InY. Ainsi, une densité de In X + InY sera
donnée par f x f, a condition que ce produit soit continu presque partout.

Soit z € R. On a : o

+oo
fet@ = [ swre-va= [ dse-na

— 00 — 00
Or, x —t < 0 si et seulement si ¢ > x. Ainsi :
e six <0, alors

0 0 0
f*f(z):/ e'flxz —t) dt:/ ele” ! dt:/ e’ dz = —xe”;

e sixz >0, alors f* f(x) =0.
Ainsi, cette fonction étant continue sur R* (et méme sur R), et les variables In X et InY étant indépendantes),
il s’agit d’une densité de In X +InY = In(XY) :

—ze®* six <0

Ve eR, fin T) =
in(x) (@) {o siz > 0.

11 ne reste plus qu’a appliquer ’exponentielle : celle-ci étant strictement croissante, de classe C! et de dérivée
ne s’annulant pas, d’aprés le premier théoréme de transfert, XY est bien une variable aléatoire a densité. Elle
prend ses valeurs dans [0, 1], et, pour tout x €]0,1] :

Fxy(z) = P(XY < 2) = P(In(XY) <Inz) = Fuxy)(nx),

et donc

1 1
fxy(z) = Efln(XY)(lnx) =T ‘-z =—Inz

On obtient donc au final une densité de XY par :

0 sinon.

—1 iz €]0,1
V:L' GR’ fXY(:C) :{ nr S1 X ] ]




3. Pour tout x € R, on a :
1 size€|0,1]

0 sinon .

fx(x) = fy(z) = fz(z) = {

Notons f cette fonction. Commencons par déterminer f+ f. A condition que cette fonction soit continue presque
partout, il s’agira d’une densité de X + Y, puisque X et Y sont indépendantes.

Soit x € R.
+oo
fet@) = [ sy

Or,
1 site[0,1]N[z—1,x]
0 sinon.

VtER, f(t)f(z—t)= {

On a donc la discussion suivante :
e Siz <0,ouxz>2alors [0,1]N[x—1,2] =, et donc f* f(z) =0;
e Si0<z<1,alors [0,1]N[x —1,2] = [0, z], et donc

f*f(x):/ozldt:x;

e Sil<xz<2 alors [0,1]N[x—1,2] =[x —1,1], et donc

1
f*f(z):/illdt:2—z.

La fonction obtenue est continue, sauf éventuellement en 0, 1 ou 2 (elle est en fait aussi continue en ces valeurs,
mais c’est inutile de le savoir), donc, puisque X et Y sotn indépendantes, il s’agit d’une densité de X +Y :

0 sit<Oousit>2
VteR, fxyv(t)=<=z site|0,1]
2—z sitell,2].

Puisque X +Y et Z sont indépendantes, une densité de X +Y + Z est fx .y x fz, & condition que cette fonction
soit continue presque partout. Déterminons donc fx iy * fz.
Soit x € R. On a

“+o00
fewv e @) = [ fearOfz -0 .
Or, pour tout t € R
t site0,1N[x —1,z]
Ixev()fz(x —t)=<2—t site[l,2]N[z—1,x]
0 sinon.

Cela améne la discussion suivante :
e siz < 0ousiax >3, alors, pour tout t € R, fxiy(t)fz(x —t) =0, donc fxiy * fz(z) = 0.
e Siz e [0,1], alors [0,1[N[z — 1,z] = [0,z] et [1,2] N [z — 1,2] = &, donc

2

Ix+y * fz(x) /0 tdt= %

e Size[l,2],alors [0,1[N[z — 1,z] =[x —1,1[ et [1,2] N[z — 1,2] = [1, z], donc :

1 T 2 2
1 (z-1) (2—2x) 1 5 3

tdt 2-t)dt == — - L _2
+/1( ) ) 5 5 +2 z° + 3z >

fxy * fz(z) = /

z—1
e Sizx€[2,3],alors [0,1[N[z — 1, z] =@ et [1,2] N[z — 1,2] = [z — 1,2], donc :

(38—=)

2
fxyy * fz(x) = /_1(2—15) dt = 5



La fonction obtenue est de maniére évidente continue, sauf éventuellement en 0, 1,2 ou 3. On peut vérifier qu’en

fait elle est continue aussi en ces points. Comme X + Y et Z sont indépendantes, il en résulte qu’une densité

de X +Y + Z est :

Vr € R,

[xiviz(z) =

size(0,1]
size[l,2]
siz € (2,3

sinon.

Correction de 1’exercice 7 — Soit X, Y et Z des variables & densité mutuellement indépendantes, suivant des lois

uniformes sur 0, 1].

1. X et Y sont indépendantes. Calculons le produit de convolution de fx et fy, qui sont constantes sur 0, 1], de

valeur 1, et nulles ailleurs. Ainsi,

+oo

vz €R, fX*fy(x):/ P fy (@ —1) dt:/o Fr(@—1) dt:/:fy(u) du,

— 00
par un changement de variables affine u = z — ¢. Ainsi :

OSiwgo,fx*fy(l‘):/ 0dt=0

r—1

0810<l‘<1,f}(*fy(l‘):/1dt:l‘
0

1
OSi1<.’L'<2,fx*fy(.’L'):/ ldt=2—-=x
r—1

e Siz> 2, fx*fy(x) =0.
Cette fonction est continue presque partout, et X et Y sont indépendantes, donc fx x fy est une densité de
X +Y, soit :

0 sixzx <0

T si0<z<1
VzeR, fxiv(z)= D

2—x sil<ax<?2

0 six > 2.

Formons de méme le produit de convolution de fxiy et fz :

1 x
Vr € R, fz*fx+Y($)=/ fz(x—1) dt:/ fz(u) du.
0 x—1
Ainsi :
e Siz <0, fz*fxiy(x)=0.
x 2
° Si0<x<1,fz*fX+y(ac):/ udu:%.
0

e Sil<z<2,

1 x 2 2
1 (z-1) (2—2x) 1 9 5 3,
d 2—udu=-— - —=1- 3r——=——— 3x.
71u u—l—/l u du 5 5 5 +2 x° 4+ 3z 5 5 x° 4+ 3x

fz*fX+Y(9U) :/

x

. ? (3—2)°
0812<x<3,fz*fX+y(ac):/ 2—udu:T
r—1
e Six > 3, fZ*fX—i—Y(-T) =0.
Cette fonction est continue presque partout, et X +Y et Z sont indépendantes. Ainsi, il s’agit d’'une densité
de X+Y +Z7:

0 six <0

% si0<z <1
Ve €R, fxiviz(@)=4¢32—224+3z sil<az<?2

% si2<r<3

0 siz >3



2. La variable X prend ses valeurs sur [0, 1]. Or, In n’est pas définie en 0. Mais P(X = 0) = 0, donc In(X) est
définie sur une partie presque certaine de €2, il s’agit donc d’une variable aléatoire.
Trouvons sa fonction de répartition. Puisque X prend ses valeurs dans [0, 1], In(X) prend ses valeurs dans
] — 00,0]. Ainsi, si z > 0,
Fuox(z)=PIlnX <z)=1.

Soit x € R* | on a alors :
Fox(z)=P(nX <z)=P(X <€) =¢€",
puisque 'exponentielle est positive, et puisque e* € [0, 1].
On vérifie facilement que Fi, x est continue sur R, et de classe C! sur R*. Ainsi, In X est une variable aléatoire
a densité, et une densité en est :

x

e’ sizx <0

0 siz>0

Yz € R, flnX(l'> = {

3. On calcule le produit de convolution de fi, x et fi,y. Soit z € R, alors

+oo 0 400
finx * fnyv(z) = / finx (@) finy(z —1t) dt = / e finy (z —t) dt = / " finy (u) du.
Ainsi :
e Siz <0,
0
finx * finy(z) = / " U dy = —xe”,
e Siz >0,

finx * finy () = 0.
Cette fonction est continue presque partout, et In X et InY sont indépendantes. Ainsi, il s’agit d’'une densité
delnX +InY :
—ze® six <0

Ve €R, fiax+my(z)= .
0 six > 0.

On calcule le produit de convolution de fi, x+iny et de fin z.

—+o00
Vo € Rv fan *flnXJrlnY(-r) = / fan(t)flnXJr]nY(SC — t) dt
0 +o00o
= / etflnXJrlnY(l' - t) dt = / e " fin X+1ny(u> du.
Ainsi :
e Sixz <0,
0 1
Ve €R, finz* finx4my(x) = */ e” "uet du = izQex,

e Six >0,

Vo € Ra fan *flnX—‘,—lnY(-T) =0.
La fonction obtenue est continue presque partout, et InZ et In X + InY sont indépendantes. Ainsi, il s’agit
d’une densité deIn X +InY +1n 7 :

2.

et siz <0

O =

Vr €R, finX4nvy+lnz = :
six >0

4. Tout d’abord, X, Y et Z prennent leurs valeurs dans [0, 1], donc leur produit aussi. Ainsi, pour tout z < 0,
Fxyz(x) =0, et pour tout < 1, Fxyz(z) = 1.
Soit  €]0,1[. On a XY Z = (XY %) — eIn X+InY+InZ " Ajnsi on obtient la fonction de répartition de XY Z :

VeeR, P(XYZ<x)=PE"XY9) <o) =PInX+InY +InY <Inz) = Fuxsimys+imy (Inz)

Cette fonction est continue sur R\ {0, 1}, et également en 0 et en 1 d’aprés la continuité de Fi,, x +1ny+iny. De
plus, elle est de classe C! sur R\ {0,1}. Ainsi, XY Z est une variable aléatoire a densité et :

0 si

2

0
L finx+my+mz(nz) = i(Inz)? si 1

VoA

T
T

Yz € R, fxyz(l') = {



a

Vr+1’

Correction de ’exercice 8 — Soit a un réel, et soit Soit f la fonction définie sur | — 1,3] par f(x) = et
nulle sinon.

1. e La fonction f est continue sur R\ {—1,3}.

“+o0 3
a
e L’intégrale / f@t) dt = / dt est impropre en —1 seulement (car la fonction intégrée est conti-

. Vi

nue sur | — 1,3], et en —1, il s’agit d’une intégrale de Riemann de paramétre %, donc convergente. Ainsi,
“+o0

/ f(t) dt converge, et
— 00

/+OO f@) dt = [Qa\/mril = 4a.

— 00

Une condition nécessaire pour que f soit une densité, est donc que a = %.
e Sia= i, alors f est positive sur R.

Ainsi, | a = ; | est une condition nécessaire et suffisante pour que f soit une densité de probabilité.

2. Comme la densité de X est a support borné, X admet une espérance et une variance.
e D’apreés le second théoréme de transfert, z — = + 1 étant continue (et E(X + 1) existant puisque E(X)
existe),

pocen = [ [ et g S i),

Ainsi, | E(X +1) = 3.

e On en déduit que | E(X) = £ |

e De méme, on déterminer E((X + 1)?) avec le second théoréme de transfert :

3

E((X +1)%) = i/ (z+1)? dz =

1 16
1 4

@-vi] =%

(S0 )

e On a alors, d’apreés la formule de Konig-Huygens :

VX) = V(X +1) = B(X +1)%) - BX 17 = % - .

don | V(X) = 8.

3. La fonction = — e® étant de classe C! et de dérivée strictement positive sur R, on peut appliquer le premier
théoréme de transfert, qui affirme dans une premier temps que eX est bien une variable & densité. De plus,
¢ est bijective de R sur R%, et ¢!

permet donc de donner une densité f.x et eX :

est donc la fonction In, définie sur R . Le premier théoréme de transfert

0 siz <0
1f(nz) siz>0.

Ve € R, fox(x)= {

Or, pour tout x > 0,
si Inz €] — 1,3], donc si x €]e !, e?]

0 sinon.

1
flnz) = {%/W

On obtient donc :

1 . 1 92
1 =
Vo €R, | fox(z) = {%m si @ €le™, e

0 sinon.

4. Ici, le théoréme de transfert n’est pas applicable. On revient a la définition de la fonction de répartition. Soit
y€R. Ona:
Fx2(y) = P(X* < y).
Ainsi,
e Siy <0, [X? <y est Pévénement impossible, donc



e Siy>0,

Fxa2(y) = P(—Vy < X < Vy) = Fx(\y) = Fx (=)
Comme Fx est de classe C! sur R\ {—1,3} (car f est continue sur ce domaine), Fx: est de classe C! en tout
y de R ne vérifiant pas £,/y = —1 et £,/y = 3, ainsi que y = 0 (point de jonction des deux domaines). Ainsi,
Fx> est de classe C* sur R\ {0,1,9}. Comme Fx est continue sur R, on obtient, par composition, la continuité
de F'x2 sur R*. De plus,

lim FX2(:L'):F)((O)7F)((O):0: lim F)@(SE)ZF)Q(O),

z—0t z—0~

(la premiére égalité provenant de la continuité de Fix ). Ainsi, Fiy2 est aussi continue en 0. Elle est donc continue
sur R, de classe C! presque partout, pour X2 est une variable & densité. Une densité de X? est alors :

5s (S(V9) + F(=vW) siy>0

0 sinon.

Vy S Ra fXQ(y) = {

Or, f(—4/y) est nulle si —,/y < —1, doncsiy > 1, et f(,/y) est nul si \/y > 3, donc si y > 9 On obtient donc

la densité suivante :

1 1 1 -

4y (\/1+\/§ + \/1—\/33) siy € 0,1

Yy R, | fx2(y) = ﬁ\/li—ﬂ siye 1,9,
0 sinon.

Correction de 1’exercice 10 —

1. A condition que a soit positif, f est est positive sur R. Elle est aussi continue sur R\ {—1, 3}, car elle coincide
sur chacun des intervalles ouverts constituant ce domaine avec une fonction continue.

+oo 3

f(z) dz = 1, c’est-a-dire / alz| dz = 1, cette derniére

Il reste donc & déterminer a de sorte & avoir /
-1

— 00
intégrale étant convergente, puisque non impropre. On a alors :

+o00 0 3
1 0 2 2

—00 —

1
Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si|a = 3

2. Le polynéme n’admet pas de racine réelle si et seulement si son discriminant est strictement négatif, donc ssi

(2B)? —4AC < 0 donc ssi | AC — B? > 0|.

3. o Les variables AC et B? sont bornées, donc admettent une espérance, donc aussi AC — B2

e Comme A et C sont indépendantes, E(AC) = E(A)E(C) =3 -3 =3.

o D’aprés le théoréme de transfert, z — 22 étant continue sur R :

1 /3 1 9 1 3 1 82 41
E(B%) == 2|t dt:——/ 3 dt —/t3:—1 3 == ==
(B%) 5/,1 i 5/, *5 0 20( +379) 20 10

e On obtient donc

3 41 67
E(AC—BQ):Z—E: ~50 1

4. Soit x € R, alors
e Six >0, [—B? < z] est Pévénement certain, donc F_p2(z) = 1.
e Sixz <0,

P(-B* <) =P(B*> —x) = P([B > V=2]U[B < —V/~1])

On a donc :
1—Fp(v/—x)+ Fp(—/—x) siz<0

0 sinon

11



Comme Fp est continue sur R et de classe C! sur R\ {—1,0,3}, d’aprés les régles de composition, F_ g2 est
de classe C! sauf en 0 (point de jonction des deux domaines), et aux valeurs x telles que /—z = 0,—1,3, ou
—v/—2 =0,-1,3, doncx =0, z = —1 et z = —9. Ainsi, F_pg2 est de classe C! presque partout, et pour les
mémes raisons, elle est continue sur R*. Par ailleurs

lim F_pe(x)=1 et lim F_pge(x)=1—Fg(0)+ Fp(0)=1=F_p=(1).

z—0t z—0~
Ainsi, F_ g2 est aussi continue en 0. Comme elle est continue sur R, et de classe C! presque partout, —B? est
une variable & densité, et en dérivant, on obtient une densité :

ﬁ(fB(\/__x) + fe(—v—x)) siz <0

0 sinon

Vr € ]R, f_BZ(SC) = {

et donc,

L+t=1 size[-1,0]
Ve eR, |fope(z)=¢ L& sixz e [-9,—1]

sinon

. Tout d’abord, la fonction In étant de classe C!, strictement croissante sur ]0,1] = A(Q), de dérivée strictement
positive, In(A) est une variable a densité, d’aprés le premier théoréme de transfert, et une densité en est donnée
par :

fina(t) = {eth(et) siz <0

0 sinon.
Or, e' €]0,1] si et seulement si ¢ €] — 0o, 0]. Ainsi,

et siz <0

0 sinon.

Vt € R, f]nA(t) = {

De méme (il n’y a que les bornes qui changent) une densité de In C' est :

tosi 0,In2
VieR, flnC(t){e siz € [0,ln2]

0 sinon.

Puisque In A et InC sont indépendantes, on détermine une densité de In A + InC a laide du produit de
convolution.

Soit x € R. On déduit de la description précédente que :

ele” ' =e* siz€]—00,0]N[xr—1In2, ]

0 sinon.

vVt € R, flnA(t)flnC(z - t) = {

Les positionnements possibles de l'intervalle [z — In 2, z] par rapport a Uintervalle | — 0o, 0] sont donnés par le
schéma suivant :

—00 0
! R
cas 1 : i
r—In2 x
cas 2 : .
rz—1In2 =x

cas 3 : 5

rz—1In2 x

12



On obtient alors :

e Siz <0, alors
xr

flnA*flnc(:E)z/ e dt =1n2-¢”.

z—In2

e Siz € [0,In2], alors
0

flnA*flnc(:E)Z/ e’ dt = (In2 — z)e”.

rz—In2
e Siz >In2, alors
fina* finc(x) =0

La fonction obtenue étant continue presque partout, et par indépendance de A et C, on obtient une densité de
la somme In(A4) + In(C) :

In2-e"siz <0
Ve € Rl finatmc(z) = § (In2 — x)e” siz € [0,In2]

0 sinon.

. La fonction exponentielle est de classe C! sur R, de dérivée strictement positive. Donc, d’aprés le premier

InA+InC _

théoréme de transfert, e AC est une variable & densité, et une densité est :

1
VteR, fac(t)= EflnAan(lnl’)

Or, Inz €] — 00, 0] si et seulement si z €]0,1], et Inz € [0,In2] si et seulement si z € [1,2]. Ainsi :

In?2 six e 0,1]
Vo € R, T) =
facla) {1n21nz sizell,2].

. Comme les variables AC' et —B? sont indépendantes, on utilise le produit de convolution pour calculer une
densité de la somme AC — B? :

+oo
Ve €R, facxf_pz(z)= / fac(t)f-p2(z —1) dt

— 00

Soit « € R. Pour tout t € R, fac(t) est donné ci-dessus, et

1 .

L ositelr,z+1
VEER, fopa(z—t) =147 sit€lr,ztl]

g sitefz+1,2+9

Puisqu’on se retreint au cas ot x > 0, il ne reste que 3 configurations possibles des intervalles [z, z 4 1] et
[ + 1,2 + 9] par rapport aux intervalles [0, 1] et [1, 2], représenté par le schéma suivant :

0 1 2

1 l I R
cas 1:: | } |

: z+1 r+9
cas 2 :: ;

: T z+1 x—||—9
cas 3 :: I

13



e Cas1:0< z<1. On a alors
11 IJrll 2 1
fAc*f_B2(:L'):/ 51112 dt+/ (1112 Int) dt+/ 10(111271110 dt
x 1
$+11 9 z+1 2
:/ 1 df—/lntdt——/ lntdt+/ 2 4
. 10
1n2 1 z+1 In2
22 Nt -t - —[tnt— 1—
5 10{t t t} 10{”“f t} +1-2)35
m2 W2 1 e+ + %+ %o
= — 4+ — n — n
5 5 10 10 * 1010
1 T 11—z 1
1_0+E+ 10 In2 — 10($+1)1H($+1)
1+In2 2(1-1n2) 1
= - — 1)1 1
10 10 10 T Din(z+1).
e Cas2:1<x<2. Onaalors:
e |
fAc*f,B2(1}):/ g(lDQ—lnﬁ) dt
2 — 1 2
— $1n27—[t1nt7t}
5 5 z
2—x 2ln2 -2 zlhx—=z
= In2 —
5 5 5
2
_ 2 z(1+hn2) lxlnx
5 5 5

e Cas 3 :x > 2. On obtient :

fAC * f732 (,CC) = 0

Puisque AC et —B? sont indépendantes, et puisqu'on admet que AC — B? est une variable aléatoire (ce qui

nous dispense de la justification de continuité presque partout, qui nous obligerait a calculer h sur R_), on

obtient bien :

Vo >0, [h(x)= fac—p2(2) = facx f-p2(x) = ¢ 2 -
0

1+In2 (1-In2)  (z+1)In(z+1) .
o+ z wn -z 13 z siz €]0,1],
141n2 n .
( ; )1+_z15z six € l,2]
six>2

positif, donc :

La probabilité p que AX? +2BX + C n’admette pas de racine est la probabilité que AC — B? soit strictement

= P(AC - B*>0) = /ﬁo h(z) dz
0

Nous obtenons donc :

/1<1+1n2
p= +
0

10
1+In2 1—1In2 1
10

20 72_0[(95+
3+m2 1
____12 il
20 0 5 +10+
7 2
20

40

z(1—1In2)
10

(x4+1)In(z+1)
10

1)2In(z+1) —

—311&2_‘_21
——+-In
10 5

2
1

5

Correction de ’exercice 15 — (EDHEC 2010)

1.

que (R)
dont une densité est donnée par :

Ve eR, f_y(z)

14

2_ =

2
>dx+
1

(z+1)?

1

I

L
20

_((p_l)/(w)fY(@_l(l’)) = fy(—w) = {

2 (14mn2z zhz
<5_ 5 5 >d$
242
2 3(1+n2) +i[z2ln:p7 x_}
) 10 10 211

(a) La fonction ¢ : z — —x est de classe C!, strictement décroissante et de dérivée non nulle sur R, et telle
= R, donc, d’aprés le premier théoréme de transfert, —Y est une variable aléatoire a densité,

Q[

si —x € [0,a] donc si x €] — a, 0]
0

sinon.



Ainsi, | =Y suit une loi uniforme sur | — a, 0]

, de densité % sur cet intervalle, et nulle sinon.

(b) Les variables aléatoires X et —Y étant indépendantes, on peut calculer une densité de X — Y a l'aide du
produit de convolution.

Ona:
1

VEeR, fx(t)f-y(z—1)= {a_z

0  sinon.

site[0,a][C [z, z+a]

On étudie les positions relatives possibles de Uintervalle [z, 2 4 a] par rapport & [0, a[ (on peut remarquer
que ces deux intervalles ont la méme longueur). Cela nous donne le diagramme suivant :

Q a
? ' R
Casl: ﬁ
€T z+a_
CasQ: ﬁ
: rra :
cas 3 : : —T—
: &€ : T+ a

cas 4 : : : %_|
T+ a

e Casletd:z< —aouzx>a:
On obtient fx * f_y(x) =0.
e Cas2:z € [—a,0]:

wha r+a a-—|z|
fX*f*Y(x):/O ?dt: a2 - a2
e Cas 3:x €[0,q] :
1 a—2z a-— |z
fX*f*Y(z):/a; ?dt: a2 = az

La fonction obtenue étant continue presque partout, et les variables étant indépendantes, il s’agit bien
d’une densité de X — Y, donc :

]

—|z|

Vo € R, fx_y(l‘) = { a?

0 sinon.

six € [—a,al

On note G la fonction de répartition de X — Y.

(a) La fonction Z prend ses valeurs dans [0, a], donc
Fz(t):Osit<06th(t):1Sit>a.
Soit ¢t € [0, al], on a alors :

Fz() =P(Z<t)=P(X - Y|<t)=P(—t <X Y <t) = G(t) — G(~1).

Ainsi :
0 sit<0
VteR, |H(t)=Fz(t)={G({t)—G(-t) site]0,d]
1 sit>a.

(b) L’énoncé nous fait admettre que Z est une variable aléatoire a densité : il est inutile de vérifier la continuité
et le caractére C! presque partout de H. En dérivant presque partout, et en utilisany le fait que G’ = fx_y
presque partout, on obtient une densité de 7 :

fx—v(@)+ fx—y(—z) =42 + amlz2l §ixe [0, a]

a a

Ve eR, h(z)= {

0 sinon.
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d’oul finalement :

2(a—x) . 0
Vz € R, h(x){ a sizel0d]

0 sinon.

3. Z est une variable a densité bornée, donc elle admet une espérance et une variance.

e Ona: ( ) ) 5 5
“2x(a —x 2 rax ziia 2 a a
E(Z) = 7(1:_{___}:__:_
(2) /0 a2 Tl T 3lT @6 3
e Le moment d’ordre 2 est :
E(Zg):/a 2o zn) g, 2o _oe 22| &
0 a a*l 3 410 a*12 6

e On en déduit la variance, d’aprés la formule de Konig-Huygens :

V(Z)=E(Z*) - E(Z)? = — - — =| — |

4. Simulation informatique.

Y’a pas de quoi fouetter un chat :

function Z(a:real) :real;
begin

Z:= abs(a*random-a*random) ;
end;

Correction de I’exercice 16 — (EDHEC 2000)
1. (a) Ona

Pt>X<t+h) PX<t+h) —P(X<t) F(t+h) —F{)
plbh) = PX SR X 21 = ——F =5 = 1~ P(X <) =T IR

(b) Il manque visiblement une hypothése pour pouvoir conclure. Si on ne suppose pas que f est au point ¢ la
dérivée de F, on ne peut pas conclure (dans ce cas, la valeur de f en ¢ peut étre quelconque, et on n’a
aucun contrdle sur 1’équivalent). (Erreur de ma part : dans I’énoncé de concours, il y avait une hypothése
de continuité de f, ce qui régle le probléme)

Supposons donc que ¢t est tel que F' est dérivable en t et F'(t) = f(t), ce qui est le cas si f est continue.
Alors, par définition de la dérivée comme limite du taux d’accroissement, on a, lorsque h est au voisinage

de 0T,
F(t+h) — F(t)
h

(remarquez que c’est expression de la formule de Taylor-Young, mais je n’ai utilisé ici que la dérivabilité,
et non le caractére C!) Ainsi,

= F'(t) + o(1) soit: F(t+h) — F(t) = hF'(t) + o(h) = hf(t) + o(h).

p(t,h) = % +o(h) donc:  p(t, h) R iif}(j()t)

2. (a) Soit t > 0. Comme f est continue, f = F’. On a :

t _ t F’(u) _ t _
/0 Ax (u) duf/0 T=F(u) du = [—ln|17F(u)| Ofln(lfF(O))—ln(l—F(t)).

Comme la densité est nulle sur R_, on a F(0) = 0, donc :

/1t Ax(u) dt = —In(1 — F(t)).

Ainsi, pour tout t > 0,

¢
Vt e Ry, F(t)=1—exp </ )\X(u)> du et VteR_, F(t)=0.
0

Ainsi, la donnée de Ax permet de déterminer la fonction de répartition.
Remarquez que la continuité sur R} est suffisante.
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(b)

Soit X une variable suivant une loi exponentielle de paramétre A. Une densité est donnée par f nulle sur
R_, et définie sur R par f(t) = Ae~*. Cette densité est bien strictement positive sur R%, nulle sur R_.
Elle n’est pas continue en 0, mais est continue sur R, ce qui est suffisant pour la question précédente.

La fonction de répartition de X est F' nulle sur R_, et donnée par F(t) =1 — e sur R . Ainsi, le taux

de panne est défini par :
)\e—/\t

ST e

Ainsi, Ax est constante sur R%, son domaine de définition.

Vi € RY, Ax(t) =\

Réciproquement, soit X ayant un taux de panne constant A. Par définition, X prend des valeurs positives,
donc F(t) = 0 pour tout ¢ < 0. De plus, d’aprés la question précédente, pour tout ¢ > 0,

¢
F(t)zl—exp(—/ )\du) =1—e M
0

Il s’agit de la fonction de répartition d’une variable suivant une loi exponentielle. Donc X suit une loi
exponentielle de paramétre .

Ainsi, les variables suivant des lois exponentielles possédent un taux de panne constant, et elles sont les
seules dans ce cas.

L’appareil survit plus d’un an si et seulement si [X > 1] est réalisé. Calculons la fonction de répartition F'
de X. Elle est nulle sur R_, et :

t
vt >0, F(t)lexp</ u® du> =1—-e 7.
0

Ainsi, la probabilité que I'appareil survive plus d’un an est :

Il s’agit de calculer :

C’est trés peu!
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