LYCEE LA BRUYERE, VERSAILLES Pour le mercredi 10/10/2012
ECS 2 — Mathématiques — A. Troesch

DM n°4 : Autour de la fonction I' (DEVOIR FACULTATIF)

Ce devoir est destiné prioritairement aux éléves préparant les Parisiennes. Rien n’empéche les autres éléves de regarder
tout de méme au moins le début du probléme et de me le rendre. Les devoirs facultatifs ne sont notés que si la note

est au moins égale a 12.

Probléme —

—+o0
On rappelle que la fonction T' est définie par T'(x) = / t*~te™t dt, pour tout x pour lequel cette intégrale converge.
0

Le probléeme a pour objet la mise en évidence de certaines propriétés de la fonction I.

Partie préliminaire : quelques rappels

1. Déterminer le domaine de définition de I'.

2. Prouver que pour tout x > 0, on a la relation I'(z + 1) = 2I'(z). Que vaut I'(n), pour n € N*?

1
3. En admettant la continuité de I", prouver que I'(z) oo
z—0 T

Partie I — Une expression de I'(z)

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
(a) Pour tout réel u tel que 0 < u < 1, montrer que In(1 — u) < —u.

t n
En déduire, pour tout réel ¢ de I'intervalle [0, n], I'inégalité : (1 - —) <e t.

(b) Etudier les variations de la fonction ¢ définie sur [0, /], qui, & tout réel ¢ de [0, /n[, associe :

= (1-2) - am(1-4).

; t2 t\"
Etablir, pour tout réel ¢ de [0,+/n], I'inégalité : <1 — —> e ' < (1 — —> .
n n

2 n
t
(c) Justifier, pour tout réel ¢ de [0, 7], les inégalités : e =" — Ee_t < (1 - ﬁ) <e .

n t n
En déduire que, pour tout réel x strictement positif : I'(x) = 1irJ1;1 (1 - —) t*=1 dt.
n— 400 0 n

2. (a) Pour tout réel x strictement positif et pour tout entier naturel n non nul, montrer que les intégrales
1 1
/ y* L dy et / y* (1 — y)" dy sont convergentes.
0 0
1 1
On pose alors By(z) = / y“~! dy et pour tout n € N*, B, (z) = / Yy 1 —y)" dy.
0 0

(b) A l'aide d’une intégration par parties, montrer, pour tout n de N*, I'égalité :

n!
zx+1)...(x+n)

B,(z) =

En déduire, pour tout n de N, la formule :

IP(z) xT'(n+1)

Bn(x) = Nxz+n+1)



(¢) Montrer que, pour tout réel z strictement positif :

n®n!
T = 1 .
(x) nﬁn}rloo x(x—l—l)...(x—i—n)

En déduire que, pour tout réel z strictement positif, I'(x + n) fox n”(n — 1)!, lorsque n tend vers +oo.

r(s)

(d) Pour tout n de N*, on pose A, = @

. Montrer que A\, ~ \/g lorsque n tend vers +oc.

Partie IT — Dérivabilité de la fonction I' et conséquences

1. (a) Montrer que pour tout entier naturel & non nul, et pour tout réel x strictement positif, 'intégrale

—+oo
j[ t*H(Int)ket dt
0

est absolument convergente. On note gi(x) la valeur de cette intégrale.
(b) Montrer que pour tout ¢ €]0, +o0] :
to=t sit <1

sup t* ! =
a€la,b] -l sit > 1.

1 “+o00
En considérant les deux intégrales / (Int)*t*te™" dt et / (Int)*t*~te~" dt, montrer que lintégrale
oo 0 1
/ (Int)?( sup t*"!)e™" dt est convergente.
0 a€la,b]
(¢) Soit [a,b] un segment de R%. Soit z¢ et z deux éléments distincts de a, b[. Etablir 'inégalité :
2 +o0
T —x 1y
[T(x) —T(zg) — (& — xg)g1(xo)| < (70)/ (Int)?( sup t* 1)e " dt.
2 0 a€la,b]
En déduire que la fonction I" est dérivable en xg et que I'(zg) = g1 (o).
(d) Etablir que la fonction I' est dérivable sur R, et que I = g;.
2. En s’inspirant de la question précédente, établir que I' est deux fois dérivable sur R* , et que I = go.
n
1
3. Pour tout n de N*, on pose v, = —Ilnn + Z T

k=1
(a) Etablir, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, la double inégalité suivante :

n 1 n—1
—<lnn< -

En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, on a 0 < v, < 1.
(b) Montrer que la suite (v, )nen» est décroissante et convergente. On note ~y sa limite.

4. (a) Pour tout réel x strictement positif, et pour tout entier n strictement positif, montrer 1’égalité :

1 [(1+ 2o (-2)] =t Dt 2
k=1

ntn!

n

(b) On pose v, (z) = H [(1 + %) exp (—%)} Montrer que la suite (v, (2))nen~ est convergente. On note £(x)
k=1
sa limite. Montrer la relation :
2l(z)

x x
5. (a) Soit z un réel strictement positif fixé. Montrer que la série de terme général — — In (1 + —), n > 1, est
n n

convergente.



(b) Justifier, pour tout réel x strictement positif, 'égalité : In(¢(z)) = — Z [E —In (1 + E)} )
n n

n=1
d
6. Soit 1) la fonction définie sur R par ¢(x) = e [In(T'(z))].
x
. 1
Etablir, pour tout réel x strictement positif, 'égalité : ¢(x + 1) = ¢ (x) + —.
x

Donner un équivalent simple de () lorsque = tend vers 0F. Justifier, pour tout entier n supérieur ou égal a 2,

la formule : n—1

7. Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, on considére la fonction Uy, définie sur R par :
x x
Un(@)=n (1+5) = 2.
n n

On désigne par A(z) la somme de la série de terme général Uy, (z).
(a) Montrer que A est deux fois dérivable sur R . En particulier, exprimer pour tout réel = strictement positif,
A'(x) et A”(x) en fonction de I'(x), IV(z) et T (x).
(b) Soit & un réel strictement positif fixé. Montrer que, pour tout entier k supérieur ou égal a 1, la série de

terme général U,Sk) (x) est absolument convergente.

Dans toute la suite du probléeme, on admet les deux résultats suivants : pour tout réel x strictement positif :

+o00 too
A) =) Unx) et Al(x)=> Ul(a).

8. Calculer ¢(1) en fonction de 7. En déduire la valeur de lim (Inn —(n)).

—+0o0
9. On veut établir dans cette question que pour tout réel y strictement positif, on a ¥’(y) > i

Soit z un réel strictement positif fixé. On considere la fonction G définie sur R} qui, & tout réel ¢ strictement
1

positif, associe G(t) = m
x

—+oo
(a) Montrer que sur R* , G est positive, strictement décroissante, et que l'intégrale / G(t) dt est convergente.
1

+oo too
(b) En déduire la double inégalité : 0 < G(t) dt < Z G(k).
1 k=1

1
z+1

. 1
(c) Etablir I'inégalité : ¢'(z) > + —. Conclure.
T

Partie IIT — Caractérisation de I'(z) par la convexité de In(I'(z))

Le but de cette partie est d’établir queI' est l'unique fonction f définie sur R’ , et vérifiant les trois propriétés suivantes :
(i) F(1)=1;

(ii) pour tout x € R, f(x +1) =xf(x);

(iii) la fonction x — In(f(x)) est définie et convexe sur R .

/////

tablies dans le préliminaire pour la fonction I', nous montrerons dans un
premier temps que I' vérifie aussi la troisieme propriété. Nous montrerons ensuite réciproquement que si une fonction
f vérifie ces trois propriétés, alors f =1T.

1. Préliminaire : formule de Cauchy-Schwarz pour les intégrales

(a) Soit 2 un réel strictement positif fixé. Soit f et g deux fonctions continues sur R* . Justifier que pour tout

A € R, si toutes les intégrales intervenant dans cette relation sont convergente, on a

A2 (/ h FAE e dt) + 22 (/ h Ft)gt)e=le™ dt) + / N g (et dt > 0.
0 0 ’



(b) En considérant le discriminant du polynéme en la variable A de la question précédente, justifier que, sous

réserve de convergence :
2

</O+Oo fgt)t*te™t dt> < </O+Oo A te™t dt> </O+Oo gt te™t dt> .

(¢) En déduire que, pour tout x > 0,
—+o0 —+o0
< (/ (Int)?t* e~ dt) (/ t"te ! dt) :
0 0

( /0 +Oo(lnt)tz—le—t dt)

2. Déduire de la question précédente que la fonction composée In ol est convexe.

2

Pour le reste de cette partie, on se donne une fonction [ vérifiant les trois propriétés énoncées au début de cette partie,

le but étant de montrer que f =T
3. Montrer que pour tout n € N*, on a f(n) = (n — 1)
4. Soit x €]0,1[, et k > 2
(a) Montrer que :

In(f(z-+£) < (1=2) (/) Fan(f(k+1) et W(f(k) < o Wk D)+ = W(f e+ k)
(b) En déduire que : (Zln >+:clnk < n(f(z+k)) (Zln )Jrzln k),
puis que (k—=1lk—-1) < flo) < (k — 1)k~

z(x+1)--(x+k-1) zx+1)---(z+k-1)
(c) En utilisant un résultat de la partie I, montrer que f(z) = I'(z).
5. Soit x € R%. Montrer que f(z) = I'(x).

Partie IV — Calcul d’une valeur approchée de In(I'(z))

n*n!

z+1)...(z+n)
(a) Justifier que (In(u,(x))) converge vers In(I'(x)).

(b

1. Soit > 1. On note, pour tout n € N*, u,(z) =

=

WV

1 1
Montrer que pour tout n € N*, In nt .
n n+1

)
(¢) En déduire que (u,(x)) est croissante.
)

(d) Mountrer que pour tout n € N*,

(i1 (2)) — In(un(z) = zn (1 + %) “ (1 + 1) .

n

En déduire qu'il existe ¢; dans ]0, L[ et ¢ dans ]0, i tels que
- 2

X €T €T

In(tn41(2)) — In(un(z)) = n_ 202(1 + c1)2 T+l + 2(n+ 1)2(1 + )2

(e) En déduire que pour tout n € N*,

x+z2
o2n? ’

0 < In(uns1(2)) — In(un(2)) <

puis que pour tout n > 2,

r+x oo q¢
0 < (D) — In(un(2)) < / =

et enfin que :
x + a2
2(n—1)

2. Ecrire une fonction en PASCAL, prenant en paramétre une valeur de x (supposée supérieure ou égale a 1), et

0 < In(I'(z)) — In(u,(x)) <

un réel strictement positif err, et renvoyant la valeur de In(T'(x)) & la marge d’erreur err prés.

3. Expliquer comment modifier cette fonction pour qu’elle fournisse une valeur approchée de In(I'(z)) & err preés,
pour tout z € RY.



