
Lycée Louis-Le-Grand, Paris 2013/2014

MPSI 4 – Mathématiques

A. Troesch

Analyse 6 – Continuité

Exercice 1 – Étudier la continuité des fonctions f suivantes :

a) f(x) =











x+ 1 si x ∈]−∞,−1[,

−x− 1 si x ∈ [−1, 0[,

x+ 1 si x ∈ [0,+∞[;

b) f(x) =











a sinx+ cosx si x ∈
]

−∞, π2
[

,

π − x si x ∈
[

π
2 , π

[

,
x2

2 + b si x ∈ [π,+∞[.

Exercice 2 – Étudier la continuité des fonctions f : R → R suivantes :

a) f(x) = ⌊x⌋ sin(πx); b) f(x) = ⌊x⌋ sinx c) f(x) = ⌊x⌋+
√

x− ⌊x⌋.

Exercice 3 – Étudier la continuité des fonctions f : R → R suivantes :

1. f(x) = 1 si x ∈ Q et f(x) = 0 si x ∈ R−Q ;

2. f(x) = x si x ∈ Q et f(x) = 0 si x ∈ R−Q ;

3. f(x) = x si x ∈ Q et f(x) = 1− x si x ∈ R−Q ;

4. f(x) = 1
q
, où x = p

q
avec p et q premiers entre eux, si x ∈ Q, et f(x) = 0 si x ∈ R−Q.

Exercice 4 –

1. Donner un exemple d’application f : R → R discontinue en tout point de R, et telle que |f | soit continue sur R.

2. Donner un exemple d’application f : [0, 1] → [0, 1] bijective, et discontinue en tout point de [0, 1].

Exercice 5 – On considère la fonction f définie par : f(x) = x

√

1
x
−
⌊

1
x

⌋

.

1. (a) Domaine de définition de f .

(b) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. Soit g ce prolongement.

(c) Étudier la limite éventuelle de h : x 7→ f(x)
x

.

2. Étudier la continuité de f sur ] 25 , 1[.

3. Étudier la continuité de f sur ]0, 1[.

4. Étudier la continuité de g sur R+.

Exercice 6 – Déterminer toutes les applications f dans chacun des cas suivants :

1. f : R → R continue, et ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x) + f(y).

2. f : R → R continue, et ∀(x, y) ∈ R2, f
(

x+y

2

)

= f(x)+f(y)
2 .

3. f : R → R continue, et ∀(x, y) ∈ R2, f(x+ y) = f(x)f(y).

4. f : R∗

+ → R continue, et ∀(x, y) ∈ (R∗

+)
2, f(xy) = f(x) + f(y).

Exercice 7 – Soit f : R → R une application continue et surjective telle que pour tout y ∈ R, f−1({y}) est un

sous-ensemble borné de R. Montrer que f admet des limites infinies en +∞ et −∞, de signe opposé.

Exercice 8 – Soit f : [0, 1] → R continue et ϕ définie par :

ϕ(x) = sup
t∈[0,x]

f(t).
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Montrer que ϕ est continue.

Exercice 9 – Soit f : R∗

+ → R croissante telle que g : x 7→ f(x)
x

est décroissante.

1. Montrer que f est continue sur R+
∗
.

2. Montrer que si f n’est pas identiquement nulle, alors f ne s’annule pas.

3. Donner un exemple de telle fonction.

Exercice 10 – Soit f : R+ → R+ continue en 0 et telle que pour tous x1 et x2, f(x1 + x2) 6 f(x1) + f(x2). Montrer que

f est bornée sur tout intervalle [0, X ], X ∈ R∗

+.

Exercice 11 –

Soit f : [0, 1] → R telle que f(0) > 0 et f(1) 6 0. On suppose qu’il existe g : [0, 1] → R continue telle que f + g soit

croissante.

1. Montrer que f admet des limites à droite et à gauche en tout point, et donner une inégalité entre la limite à gauche

la limite à droite et la valeur de f en un point donné.

2. Justifier l’existence de x0 = inf{x | f(x) 6 0}

3. Quel est le signe de la limite à droite de f en x0 ? De la limite à gauche ?

4. En déduire qu’il existe x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = 0.

Exercice 12 –

1. Soit f : [0, 1] → [0, 1] une fonction continue telle que f ◦ f = f . Soit Ef = {x ∈ [0, 1], f(x) = x}. Montrer que Ef

est un intervalle.

2. Trouver toutes les applications f : [0, 1] → [0, 1] continues telles que f ◦ f = f

Exercice 13 – Soit f : R → R une fonction continue telle que lim
x→+∞

f(x) = lim
x→−∞

f(x) = +∞. Montrer que f admet

une borne inférieure, et que celle-ci est atteinte.

Exercice 14 – Soit I un intervalle, et f : I → R une fonction continue telle que f(I) ⊂ Q. Montrer que f est constante.

Exercice 15 – Soit f : [a, b] → [a, b] une fonction continue sur [a, b]. Montrer qu’il existe c ∈ [a, b] tel que f(c) = c

(autrement dit, f admet un point fixe).

Exercice 16 – Soit f, g : [a, b] → R, continues sur [a, b], telles que f(a) = g(b) et f(b) = g(a). Montrer qu’il existe

c ∈ [a, b] tel que f(c) = g(c).

Exercice 17 – Soit f : R → R une fonction continue telle qu’il existe a ∈ R tel que f ◦ f(a) = a. Montrer qu’il existe

c ∈ R tel que f(c) = c.

Exercice 18 – Soit f : R → R une application bornée et g : R → R une application continue. Montrer que f ◦ g et g ◦ f

sont bornées.

Exercice 19 – Soit (p, q) ∈ (R∗

+)
2, et f : [0, 1] −→ R une application continue telle que f(0) 6= f(1). Montrer qu’il existe

x0 ∈]0, 1[ tel que pf(0) + qf(1) = (p+ q)f(x0).

Exercice 20 – Soit f : [0, 1] → R une fonction continue telle que f(0) = f(1).

1. Montrer qu’il existe c ∈ [0, 12 ] tel que f(c) = f(c+ 1
2 ).

2. Soit n ∈ N, n > 2. Montrer qu’il existe c ∈ [0, 1− 1
n
] tel que f(c) = f(c+ 1

n
).
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Exercice 21 – Soit f une fonction continue sur [0, π2 ]. Montrer que l’équation lnx + f(Arctanx) = 0 admet au moins

une solution sur R∗

+.

Exercice 22 – Soit f : R+ −→ R+ une application continue telle que ∀x > 0, f(x) < x.

1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que pour tout 0 < a < b, il existe M < 1 tel que f(x) 6 Mx sur [a, b].

Exercice 23 – Soit f : [0, 1] → [0, 1] continue, telle que f(0) = 0 et f(1) = 1. On suppose qu’il existe n > 2 tel que

fn(x) = x, où fn est la composée n fois de f . Montrer que f(x) = x pour tout x de [0, 1].

Exercice 24 – Montrer qu’il n’existe pas de bijection continue de R∗ sur R.

Exercice 25 – Soit a ∈ R.

1. Déterminer les variations sur R de f : x 7→ x3 + x2 − 5x+ a.

2. Déterminer, suivant la valeur de a, le nombre de racines réelles distinctes du polynôme X3 +X2 − 5X + a.

Exercice 26 – (Une fonction définie implicitement)

1. Montrer que l’équation x lnx = 1 admet une unique solution sur ]1,+∞[, notée x0

2. Étudier les variations de f : x 7→ ex

ln x
sur ]1,+∞[, et montrer que f admet en x0 un minimum, dont on notera la

valeur y0 (ne pas chercher à expliciter y0).

3. Montrer que pour tout x > y0, il existe un unique réel de ]1, x0], noté g(x), tel que eg(x) = x ln g(x), et qu’il existe

un unique réel de [x0,+∞[, noté h(x), tel que eh(x) = x lnh(x).

4. En se servant des variations de f , justifier que g est décroissante sur [y0,+∞[, et que f est croissante sur [y0,+∞[.

Déterminer la limite de g et h en +∞.

Exercice 27 – (D’après Oral X)

Soit f : R −→ R. On dit que f est continue au sens de Cesàro en a si pour toute suite (xn)n∈N, on a :

x1 + · · ·+ xn

n
−→ a =⇒

f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
−→ f(a).

1. Montrer que si f est continue au sens de Cesàro sur R, alors pour tout (x, y) ∈ R2, f

(

x+ y

2

)

f(x) + f(y)

2
.

2. En déduire que les fonctions continues au sens de Cesàro sur R sont exactement les fonctions de la forme x 7→ ax,

a ∈ R.

Exercice 28 – (Oral ENS) Une réciproque au TVI

Soit f : R −→ R telle que pour tout segment [a, b] de R, f([a, b]) est un segment, et telle que f−1({x}) est fermé pour

tout x ∈ R. Montrer que f est continue.

Exercice 29 – (oral X) Déterminer les applications f : R∗

+ −→ R∗

+ qui tendent vers 0 en +∞ et qui vérifient f(xf(y)) =

yf(x) pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)
2.

Exercice 30 – (Oral ENS)

Déterminer les fonctions continues f : R −→ R telles que pour tout x ∈ R, f ◦ f(x) = ex.
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