Lycge Lours-Le-Granb, Paris 2013/2014
MPSI 4 — Informatique pour tous
A. TroEgscH, ].-P. BECIRsSPAHIC

Corrigé du TP n° 3

Exercice 1.
b? — 4ac

La premiere idée qui vient a I’esprit consiste a utiliser les formules >
a

, ce qui conduit a écrire :

from math dimport sqrt

def solve(a, b, c):
delta = b**2-4xaxc
if delta > 0:
x = (-b-sqrt(delta))/2/a
y = (-b+sqrt(delta))/2/a
print('deux racines simples {} et {}'.format(x, y))
elif delta == 0:
x = -b/2/a
print('une racine simple',x)
else:
print('pas de solution')

Essayons avec les valeurs suggérées :

>>> solve(0.01, 0.2, 1)
deux racines simples -10.000000131708903 et -9.999999868291098

>>> solve(0.011025, 0.21, 1)
pas de solution

Le probleme est que dans les deux cas, le discriminant (théorique) est nul; cependant, dans le premier cas le calcul
numérique donne delta = 6.938893903907228e-18 et dans le second, delta = -6.938893903907228e-18.

Pour palier & ce probléme, on peut observer que lorsque A < b?, les deux racines de 1’équation sont quasiment confondues.
On pourrait donc remplacer la condition A = 0 par : |A| < eb?, la valeur de ¢ étant choisie petite. Ceci conduirait a la
modification suivante :

def solve(a, b, c, epsilon=1le-15):
delta = b**2-4xaxc
if delta > epsilonxbx%2:
x = (-b-sqrt(delta))/2/a
y (-b+sqrt(delta))/2/a
print('deux racines simples {} et {}'.format(x, y))
elif delta < -epsilonxb*x2:
print('pas de solution')
else:
x = -b/2/a
print('une racine simple',x)

Essayons avec cette nouvelle fonction :

>>> solve(0.01, 0.2, 1)
une racine simple -10.0

>>> solve(0.011025, 0.21, 1)
une racine simple -9.523809523809524

Exercice 2.

La méthode décrite ici pour calculer une valeur approchée de 1 consiste a approcher le périmetre du cercle unité (égal a
27) par le périmétre d’un polygone régulier a 2" cdtés inscrit dans le cercle unité.

Si u, désigne la longueur d’un coté, la figure ci-contre permet de constater que

sin(%) = % Ainsi, 2" 1y, = 2" sin(%) et lim2" 1y, = . 7
2 2 \2
On calcule 4—u,3:4cosz(%):4(l—2sin2(2n—2)) :4(1—u"—2+1) :(2—u5+1)2 donc Iu”

27
2—ul = Jd-uletu,, =\ 2-+J4-ul. 2" l
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L'algorithme naif consiste a écrire simplement :

from math import sqrt

def archimedel(n):
u = 2.
print(u)
for k in range(1l, n):
u = sqrt(2-sqrt(4-ux*2))
print(2xxkxu)

Au départ, tout semble bien se passer, mais les choses se gatent lorsque n augmente :

>>> archimedel(40)
2.0
2.8284271247461903
3.0614674589207187
3.121445152258053
3.1415138011441455
3.1415729403678827
3.1415926334632482
3.141592654807589
3.1415929109396727
3.141594125195191
3.142451272494134
3.1622776601683795
3.1622776601683795
3.4641016151377544
4.0
0.0
0.0

.0

O -

L’explication est facile & trouver : la suite u converge vers 0, donc calculer le produit 2"~! x u,, revient a multiplier un
infiniment grand par un infiniment petit, avec rapidement une perte drastique de précision (et un produit qui devient nul
des lors que u,, est numériquement évalué a 0).

Utiliser le développement limité a l'ordre 2 de la fonction x — V1 —x conduit a remplacer la relation de récurrence
3

- . u, u
précédente par la relation u,,| ~ 7” + é

I'idée consiste donc a utiliser la relation initiale en deca d’un certain rang 1 et cette approximation au dela, dans l’espoir
que la perte de précision du calcul numérique de u,, soit atténuée.
Ceci conduit a I'algorithme suivant :

. Cependant, cette relation n’est acceptable que pour de grandes valeurs de n;

def archimede2(n, n0=10):

u = 2.

print(u)

for k in range(l, no):
u = sqrt(2-sqrt(4-ux*2))
print(2x*xkxu)

for k in range(n®, n):
u = u/2+u*xx3/64
print(2xxkxu)

Connaissant la valeur de 1, on observe expérimentalement que la valeur ny = 10 semble donner les meilleurs résultats et
conduit a l'approximation m ~ 3.1415926535763585.

Néanmoins, cette solution n’est guere satisfaisante : la suite ainsi définie ne converge plus vers 7 mais vers une valeur trés
proche, et on ne maitrise pas le nombre de chiffres significatifs que I'on est susceptible d’obtenir.

Pour obtenir un nombre bien plus conséquent de décimales, il va falloir abandonner les nombres flottants, la perte de
précision inhérente a tout calcul effectué avec eux étant rédhibitoire, et travailler avec les nombres entiers. C’est pourquoi
on cherche a calculer 7, = [10%°%4,, |, de sorte que 1072°°%,, soit une approximation décimale a 200 chiffres significatifs de
u,. Cependant, pour obtenir 1, il faut étre en mesure de calculer sans perte de précision | Vn] et [n] pour de grandes
valeurs de n, ce qui exclut la version naive int(sqrt(n)), qui utilise le type float et donc conduit a des erreurs.
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Calcul de la racine carrée d’un entier

La méthode de Newton-Raphson, dite aussi méthode des tangentes, consiste a remplacer 1’équation (non linéaire) f(x) =0
par I’équation linéaire approchée f(c)+(x—c)f’(c) = 0. On est ainsi conduit a étudier la suite (x,,),en définie par la relation

Xy 2

de récurrence x,,,1 = x,, — m Dans le cas de la fonction f : x > x
n

1
—a on obtient x,,,1 = g(x,) avec g(x) = E(x + g)

\\\\\\\‘_

La convexité de la fonction f (le fait que son graphe soit situé au dessus de chacune de ses tangentes) prouve que si
xo > Va, la suite (x,),en décroit et converge vers Va.
Lorsque a est entier, on définit une suite d’entiers naturels en posant rp =a et Vne N, r,,1 = [g(r,,)]-

1(a 1(a o
Nous avons 7,1 — 1, = b(— -1, )J donc tant qu’on aura r,, > Va nous aurons —(— - r,,) <0etainsir, 4 —r, <-1.

TVI r?l

Ceci assure I'existence d’un rang N vérifiant ry < Va < ry_;.
L'inégalité ry < Va prouve que ry < [ Va]; I'inégalité ry_; > Va prouve que g(rn_1) > Va et donc que ry = [g(rv-_1)) = | Val.
Ainsi, nous avons ry = | Va], et cette quantité peut étre calculée a 'aide de la fonction :

def disqrt(a):
r = a
while rx*x2 > a:
r = (rx%x2+a)//(2xr)
return r

I1 est possible d’améliorer un peu les performances de cette fonction en essayant de partir d'une valeur initiale plus proche
de Va. En notant k le nombre de chiffres de 'écriture décimale de a nous avons a < 10X donc va < 10/¥/?1, ce qui permet de
choisir ry = 10M%/21,

Par ailleurs, on peut observer que le carré de r est calculé deux fois. Or le temps de calcul croit avec le nombre de chiffres
de r; puisqu’on prévoit d’appliquer cette fonction a de trés grandes valeurs on a intérét a n’effectuer ce calcul qu’'une fois,
ce qui conduit a la version suivante :

def disqrt(a):

k = len(str(a))

r = 10xx((k+1)//2)

r2 = rxr

while r2 > a:
r = (r2 + a)//(2xr)
r2 = rxr

return r

Pour obtenir [Va] il suffit d’observer que [x] = , soit :

[x]+1 lorsquex¢Z
Lx] sinon
def diisqrt(a):
r = disqrt(a)
if rxr == a:
return r
else:

return r+1
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Retour vers la méthode d’Archiméde

Il ne semble pas qu'on soit en mesure de prouver que la formule de I’énoncé donne effectivement la valeur de %, aussi
allons nous procéder par encadrement en considérant les deux fonctions :

f(x)= {\/2.10400 - [\/4.10800 - 10400x2H

g(x) = {\/2.10400 - {\/4.10800 - 10400x2H

et en définissant les suites (v,,),en+ €t (Wy)nene par: vy = wy = 2.10*% et v, = fwn), wi = g(wy).

La suite x,, = 1020y, vérifie la relation de récurrence x,,,; = \/2.10400 - \/4.10800 ~10400x2 donc f(x,) < Xpe1 < g(%xp)-

Les fonctions f et g sont croissantes donc cet encadrement permet de prouver par récurrence que pour tout n > 1,
v, < X, < w,, ce qui donne une approximation entiére par défaut et par exces de 10°%u,,.
Ceci nous amene aux définitions suivantes :

def defaut(n):
v = 2%10%%200
for i 1in range(n-1):
Vv = isqrt(2*%10*x*400-iisqrt(4*x10**x800-10**x400xv**2))
return 2*xx(n-1)*v

def exces(n):
w = 2x10%*%200
for i 1in range(n-1):
w = iisqrt(2*x10*xx400-isqrt(4*x10*x*x800-10*x*x400*xw*x*2) )
return 2*xx(n-1)*w

Essayons avec n = 50 puis avec n =100 :

>>> defaut(50)
3141592653589793238462643383275426277615576988541243796688213323231635854543186193213475888
2707279484829929012551304375247574863174370975627533149348083784615527706360842403634220592
3256568429120847872

>>> defaut(100)
3141592653589793238462643383279502884197169399375105820974941376432258221362476915353039106
4737613210417890385202540331013092657728129209220975027537865649140224605224670155072422966
9243118858893524992

On calcule en outre w(50)—v(50) = 1125899906842624 < 10'° et w,gg—v;00 = 1267650600228229401496703205376 < 10°!
ce qui assure 185 décimales exactes pour le calcul de usg et 170 décimales pour uy (.
Compte tenu de la valeur connue de 1t on observe que 157 donne 30 décimales exactes et 13y 60 décimales exactes de .

Remarque. Il est possible d’améliorer les performances de ces fonctions en itérant non pas la suite (u,),cn+ mais la suite
(u2),.ene, ce qui permet de n’effectuer qu’un calcul de racine carrée a chaque étape plutot que deux. Ceci donne la version :
def defaut2(n):
VV = 4%x10%x*x400
for i 1in range(n-1):
VV = 2%x10**x400-7isqrt(4*10*x*800-10%*400%VvV)
return 2xx(n-1)*isqrt(vv)

Exercice 3.

Commencons par illustrer la méthode en calculant {‘V 64015J :

6.40.15|253
- 4 Qx 2 =4
2.40 43B3)x 5 =225
- 225 5083)x3=15009
1515
- 15009
6

Une fois toutes les tranches traitées, on a obtenu [‘V 6401 5J =253.
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Débutons la rédaction de l'algorithme correspondant par une fonction qui découpe en tranches un entier en retournant la
liste des tranches :

def tranches(n):

X = n
st = []
while(x>0):
Ist = [x % 100] + 1st
x //= 100

return 1st
Poursuivons avec une fonction qui recherche le plus grand entier i vérifiant (207 +i) xi < x:

def cherche(r, x):

i=29

while (20*r+i)xi > x:
i-=1

return i

Ecrivons enfin la fonction principale :

def sqrt(n):
1st = tranches(n)
X =r =0
while len(lst) > 0:
X = 100xx+1st.pop(0)
i cherche(r, x)

X == (20xr+7)*i
r = r*x10+i
return r

Cette derniere fonction réalise Iitération de deux suites 7 et x. Dans le cas ou n = 64015, elles prennent successivement les
valeurs : (r,x1) =(2,2), (2, x2) =(25,15), (r3,x3) = (253, 6).

La terminaison de I'algorithme est assurée par le fait que la méthode pop (@) supprime le premier élément de la liste a qui
elle est appliquée.

Notons t,t,,...,t, les différentes tranches de n, et prouvons les invariants : r; = l [t t2---tk]J et r,? +xp = [t1tp - 1], les

crochets désignant ici la concaténation des tranches.

C’est clair pour k = 0 car vy = xg et [] = 0.

Supposons le résultat acquis au rang k, et prouvons-le au rang k + 1 : nous avons ry,; = 107 + 1, i étant le plus grand entier
vérifiant (207, +17) X i < 100x; + t5,1. Ainsi,

rf., = 10077 + (2075 +1) x i < 10077 + 100x) + typq = 100[t1ty -t + by = [t1ty -+t ]
Le caractere maximal de i prouve que 74,1 = l [t1tp- tk+1]J- Enfin,

Xpp1 = 100xg + tgg — (207, +17) x i = 100xg + tgyg — g, + 1007 = 100[tyty -ty ]+ tyy — 18, = [tity - ten ] = 174,

ce qui achéve la démonstration.

On en déduit que cette fonction retourne la valeur de r, = [1 [[tity - tp]J =Vnl.

Pour obtenir les 1000 premieres décimales de V2, il suffit d’appliquer cette fonction a I'entier 2 x 10200

>>> sqrt(2*10%%2000)
1414213562373095048801688724209698078569671875376948073176679737990732478462107038. ..
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