LycieE Louis-LE-GRAND, Paris
MPSI 4 — Informatique commune
N. CARRE, A. TROESCH
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Correction de ’exercice 1 — Classique. Attention aux cas particuliers.
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import math

def trinome(a,b,c):
if a ==
if b == 0:
if ¢ !'= 0:
return set()
else:
raise ValueError("Equation dégénérée")
else:
return {-c / b}
else:
delta = b ** 2 - 4 x a *x C
if delta >= 0:
return {(-b-math.sqrt(delta)) / (2*a), (-b+math.sqrt(delta)) / (2xa)}
else:
return set()

e Pour (a,b,c) = (1,2,1), on obtient en toute logique : {-1.0}

° POUY(G,b”ﬂ = (0.01,0.2,1), on obtient : {-10.000000131708903, -9.999999868291098}.
L’ordinateur détecte deux racines distinctes, mais il s’agit en ait de la méme.

e Pour (a,b,c) = (0.011025,0.21, 1), on trouve : set ().

Ainsi, l'ordinateur ne détecte pas la racine double. Le probléme vient du fait que I'ordinateur a obtenu une

valeur de A presque nulle, mais légérement négative.
On modifie le programme en conséquence de sorte & laisser une petite marge d’erreur possible :

def trinome_ameliore(a,b,c):
if a ==
if b == 0:
if ¢ !'= 0:
return set()
else:
raise ValueError("Equation dégénérée")
else:
return {-c / b}
else:
delta = b **x 2 - 4 x a * C
if delta > 1e-10:
return {(-b-math.sqrt(delta)) / (2 * a), (-b+math.sqrt(delta)) / (2% a)}
elif abs(delta) <= 1e-10:
return {(-b / (2 * a))}
else:
return set()

Correction de ’exercice 2 - Méthode d’Archiméde pour le calcul de .

Pour tout n > 1, on note u, la longueur d’un coété d’un 2™-gone régulier inscrit dans le cercle unité. Par convention,

uy = 2.
1. Ou se cache 7

a) Un secteur du cercle circonscrit & un 2"-gone régulier, délimité par un coté, définit un angle de 2. Ainsi,
2
un demi-coté définit un secteur d’angle 5. Les notations étant celles de la figure 1, la longueur d’un coté

est donc :

1%:Q-AH:Q-OAsm<%):2$nGa.



FIGURE 1 - Longueur d’un c6té d’un 2"-goéne inscrit dans un cercle de rayon 1

(b) On a alors :

i
2 ly, ~ 2o — =g
+o0 2n

Cet équivalent nous assure que lim 2" lu, = 7.
n—-+oo

La quantité 2"~ 'u,, représente le demi-périmétre du 2"-gone régulier inscrit dans le cercle unité. Géométri-
quement, lorsque n tend vers l'infini, le 2"-goéne est de plus en plus proche d’un cercle. Son périmétre tend
vers le périmeétre du cercle, égal & 2.

Attention cependant & ces arguments géométriques qui peuvent s’avérer glissants. Imaginez par exemple
qu’on approche le cercle unité par le plus grand polygone (non régulier) inclus dans le cercle, et défini par
recollement de carrés d’'un quadrillage régulier de pas 2% Lorsque n tend vers 400, le tracé de ce polygone
s’approche de celui du cercle. Pourtant son périmétre est égal & 8 pour tout n (pourquoi ?)

2. Calcul naif

(a) Soit n > 2. Toujours en s’aidant de la figure 1, d’aprés le théoréme de Pythagore :
u?, = AC? = AH? + HC*.
Or, toujours d’apres Pythagore :

HC?=(1-0H)? =1-20H + OH® =2-20H + AH".

2
uli =2-20H =2-2\/0A42 - (2) =2-I-u.

On obtient bien la relation attendue :

Ainsi,

N——

Un+1 = 2—\/4—U%.

Pour n = 1, la relation reste vraie, puisque u; = 1 et us = /2 (coté d'un carré inscrit dans un cercle de
rayon 1).

On peut bien sir obtenir également cette relation en utilisant les formules de trigonométrie, a partir de la
premiére question (et plus spécifiquement les formules de duplication de I’angle).

(b) On calcule la suite (uy) par une récurrence d’ordre 1 :



()

import math

def archimedel(n):
u=2
print(Pu_0,=_,27)
for i in range(n):
u = math.sqrt(2 - math.sqrt(4-u**2))
print Cu_{},=.{}’ .format(i+l,u * (2 **x (i+1))))

n = eval(input(’n?,’))
archimedel(n)

Lorsqu’on demande n = 40, on se rend compte que la méthode semble converger jusqu’au rang 14 (on
rappelle que 7 = 3.1415926535...), puis il y a divergence. On obtient en particulier :

Uge = 3.162277... us7 = 3.464101... Uog = 4 puis: Uy =0,

pour tout n > 28. Evidemment, ce résultat numérique entre en contradiction avec I’analyse théorique. Le
probléme provient du fait que lorsque n tend vers 400, u, tend vers 0, donc le produit 2"~ lu,, s’effectue
entre un infiniment grand et un infiniment petit, ce qui crée une grande perte de précision. Le phénoméne
est amplifié par le fait que u, lui-méme sera calculé avec une précision diminuant par le fait que pour n
grand, u, est obtenu par différence de deux valeurs quasi-égales (2 et /4 — u2), provoquant ’annulation
d’un grand nombre de chiffres significatifs.

On peut remarquer qu’on peut plus facilement itérer la suite u2, nous épargnant un calcul de racine, espérant
ainsi augmenter la précision :

def archimede2(n) :
v =4
print(Pu_0,=.2)
for i in range(n):
v = 2 - math.sqrt(4-v)
print Cu_{} =,{}’ .format(i+1l,math.sqrt(v) * (2 **x (i+1))))

Mais cela ne régle en rien le probléeme.

3. Augmentation de la précision
Nous proposons maintenant une méthode basée sur l'utilisation de grands entiers afin d’augmenter la précision
de calcul. On évalue en fait 102°0 x wu,,.

(a)

Soit pour tout n > 2, v, et w,, les suites définies par v; = w; =4 - 10*%° et pour tout n > 1 :

Upi1 = 210100 _ [\/4- 1050 1040%”] ot wngpq = 210900 _ {\/4- 10500 10400wnJ

En utilisant le fait que pour tout z € R,
lz] <z < [z],

une récurrence immédiate ameéne 'encadrement attendu :
* 400, 2
Vn e N*, v, <107 u;, < wy.

On pourrait alors penser implémenter le calcul de (v,,) de la fagon suivante :

import math
def calcul_vi(n):
v = 2%(10%%200)
for i in range(n-1):
v=2% (10%*%400) -math.ceil (math.sqrt (4% (10**800) - (10**400) *v) )

Lorsqu’on demande le calcul de vy (par exemple) par cette méthode, on recontre lerreur suivante :

OverflowError: long int too large to convert to float

Cette erreur signifie que les entiers manipulés ne peuvent pas étre convertis en réels (car trop longs), donc
en particulier, les différentes opérations définies sur les réels (mais pas les entiers), comme par exemple le
calcul de la racine carrée, ne peuvent pas étre utilisées, puisqu’elles nécessite la conversion préalable des
entiers en réels. Il faut donc implémenter un calcul de la racine carrée d’un entier x, retournant soit la partie
entiére par défaut |/ ], soit la partie entiére par excés [v/z], ceci sans quitter le type entier.
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FIGURE 2 — Position de z;

4. Calcul de la racine carrée des grands entiers

(a)

Soit @ > 1, et f : x — 2% — a. Soit mg > \/a, et x; I'abscisse du point d’intersection de la tangente &
la courbe de f en z et 'axe des abscisses. La convexité de la courbe de f (du fait de la positivité de sa
dérivée seconde) montre que la courbe est au-dessus de la tangente en zo. En particulier, le point de la
tangente d’abscisse 1/a est d’ordonnée négative. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, 'unique
point d’intersection de la tangente a la courbe de f en x( et I’axe des abscisses a une abscisse x; vérifiant
Va <z < xp.

Les arguments de convexité n’étant pas au programme de Math Sup, on peut s’assurer par une étude de
fonction de la position de la courbe par rapport a la tangente (étude de g : © — 2% —a— (2z¢(z—x0) +22—a)).

La tangente est d’équation y = 2x¢(z — x¢) + 23 — a. On obtient donc :

2
Top—a

€Tl = :g(fﬂo),

2$0

z?—a
2z

D’aprés ce qui précéde, si r, > /a et par définition de la partie entiére :

oug:x

Tn+1 g g(Tn) < Tp.

Ainsi, si pour tout n € N, r, > +/a, (r,,) est une suite strictement décroissante d’entiers, et ne peut donc
pas étre minorée, d’ott une contradiction. Ainsi, il existe n tel que r, < +/a.

Soit N le plus petit entier tel que ry < v/a. Ona alorsry_; >a (N >0,sia>1,lescasa=0eta=1
sont triviaux, et N = 0 convient) donc v/a < g(ry—1) < ry—1. Comme par ailleurs ¢, , < 7n + 1, on en
déduit que ry = [/a].

On propose alors ’algorithme suivant :

def racine(n):
X=n
while x*x>n:
x = (x*xxtn)//(2%x)
return(x)

Pour n = 2-10%%9, on obtient :



141421356237309504880168872420969807856967187537694807317667973799073247846210703
885038753432764157273501384623091229702492483605585073721264412149709993583141322
266592750559275579995050115278206057147

En replacant la virgule, cela nous donne les 200 premiéres décimales de /2!

(e) On peut améliorer un peu cet algorithme en partant d’une valeur initiale plus proche de y/a. On peut
remarquer que si k est le nombre de chiffres de a, alors a < 10*, donc v/a < 10%1. On peut donc initialiser
le calcul avec cette valeur.

Par ailleurs, dans la fonction précédente, on effectue 2 fois le calcul de z?. Comme on travaille avec des
grands entiers, ce calcul peut étre cotliteux. On a donc intérét a effectuer le calcul une seule fois en stockant
le résultat dans une variable pour le réutilier ensuite. On obtient alors la version suivante :

def racine2(n):
k = len(str(x))
x = 10**(math.ceil(k / 2))
cC =X *X
while c>n:
x = (ct+n)//(2%x)
C =X * X
return(x)

(f) L’entier [/z] est égal & |\/x] + 1, sauf si = est entier. Ainsi, on peut définir la valeur entiére par exces de
la racine de la fagon suivante :

def racinesup(n):
r = racine2(n)
if r * r == n:
return(r)
else:
return(r+1)

Le test ne pose pas de probléme d’exactitude ici, puisqu’on travaille avec des entiers.
5. (a) Le 2™-gone dont le cercle unité est le cercle inscrit est obtenu du 2™ incrit dans le cercle par une homothétie
1
de rapport 8—2, c’est-a-dire —— Les deux périmétres différent donc du méme facteur, et encadrent le
1— %
4

périmétre du cercle, a savoir 2. On en déduit I’encadrement demandé :
n—1 Un —9on Un
2 —_ 2
Yi-4 Vi

(b) Pour la minoration, on utilise v,,, qui minore 10*°°42. Pour la majoration, on utilise w,,, qui majore 104°042.
On obtient sans probléme cet encadrement, dont on sait calculer chacun des termes par les méthodes
précédentes, ou par utilisation de la division euclidienne :

2" [ /wn| ] 2" [ wy]
VA 10700 g T N/4 10700 —

"y, <t <2

2" | Vo] <1027 < | +1.

L’implémentation du calcul se fait alors ainsi (la fonction encadrementpi() répond a la question) :

def calcul_v2(n):
v=4x (10%*400)
for i in range(n-1):
v=2% (10%**400) -racinesup(4* (10%*800) - (10%*400) *v)
return v

def calcul_w2(n):
w=4% (10**400)
for i in range(n-1):
w=2* (10**400) -racine (4* (10**800) - (10**400) *w)
return w




def archimede3(n):
return racine(calcul_v2(n))* 2**x(n-1)

def convertitsup(x,n):
return (racinesup(x) * 2**(n-1) * 10%*x200 * 2)// racine(4 * 10%*400-x) + 1

def archimedesup(n):
return convertitsup(calcul_w2(n),n)

def encadrementpi(n):
return archimede3(n) ,archimedesup(n)

(c) Pour obtenir le rang qui nous donne le meilleur encadrement, on pourrait itérer le calcul, a 1'aide des
fonctions précédentes, en utilisant les fonctions précédentes, mais cette itération nous ferait reprendre le
calcul du début a chaque étape :

def meilleureapprox() :
n=1
archimede3(n)
majorant = archimedesup(n)
erreur = majorant - minorant
meilleur = minorant
rg = 1
while minorant != O:
if majorant - minorant < erreur:
erreur = majorant - minorant
meilleur = minorant

minorant

rg = n

n +=1

minorant = archimede3(n)
majorant = archimedesup(n)

return minorant, erreur, rg

L’implémentation de cette méthode ne s’avére pas satisfaisant, le temps de réponse étant trop long (je n’ai
personnellement pas attendu la fin du calcul). On refait donc le calcul de v, et w, au sein de itération.
Cela nous donne la fonction suivante :

def meilleureapprox2():
v=4* (10%*400)
w=4* (10%%400)

n=1
minorant = 2 * 10 **x 200
majorant = 4 * 10 **x 200

erreur = majorant - minorant
meilleur = minorant
rg =1
while v != 0:
if majorant - minorant < erreur:
erreur = majorant - minorant
meilleur = minorant
rg = n
n +=1
v=2% (10**400) -racinesup(4* (10**800) - (10*x*400) *v)
w=2% (10*%400) -racine (4% (10%*800) - (10%*400) *w)
minorant = racine(v) * 2 **(n-1)
majorant = convertitsup(w,n)
return meilleur, erreur, rg

On trouve la meilleure approximation au rang 223

(d) On peut extraire les décimales correctes obtenues, en comparant, pour le rang optimal ci-dessus, les décimales
du minorant et les décimales du majorant, jusqu’a la premiére différence :

‘ def decimales_correctes():



minorant, erreur, rg = meilleureapprox2()
majorant = minorant + erreur

ch_min = str(minorant)

ch_maj = str(majorant)

print(minorant, majorant)

i=0
while ch_min[i] == ch_maj[i]:
i+=1

return ch_min[:i], rg

approxpi, rg = decimales_correctes()

lg = len(str(approxpi))

print(’La meilleure approximation de pi est obtenue au rang {}’.format(rg))
print(’on obtient, {} chiffres corrects de pi:\n{}’.format(lg,approxpi))

On obtient la réponse suivante :

La meilleure approximation de pi est obtenue au rang 223

on obtient 133 chiffres corrects de pi:
31415926535897932384626433832795028841971693993751058209749445923078164062862089
98628034825342117067982148086513282306647093844609550

On peut bien siir augmenter la précision en travaillant avec des entiers plus longs. Cela dit, cette méthode
nécessite des calculs assez lourds, augmentant encore avec la taille des entiers utilisés. Il existe des méthodes
de calcul de m beaucoup plus efficaces.

Correction de 1’exercice 3 —
1. Je vous laisse le soin de faire le calcul manuel de la racine de 64015.

2. Toutes les boucles sont finies (nombre d’itérations maximal connu & I’avance), donc l’algorithme se termine.

Pour ’étude de sa correction, on prodéde par récurrence par tranches. Soit k le nombre de tranches dans la
décomposition de n. On appelle n; le nombre représenté par les n premiéres tranches, d; la racine provisoire
trouvée et r; le reste exprimé. On note t; la i-iéme tranche. On montre que pour tout ¢ € [0, k], on a df <ng <
(di +1)%, et n; = d? +r;.
Pour ¢ = 0, la propriété est triviale, car ng = dy = rg = 0.
Supposons la propriété vraie pour i € [0, k—1]. Pour commencer, en multipliant I’encadrement de n; par 100, on
obtient (10d;)? < 100n; d'un coté, et puisqu’on est en entiers, n;+1 < (d; +1)2, donc 100n;+100 < (10d;+10)%.
On en déduit que :

(10di)2 < 10077@ < Ni+1 < 1007’%‘ + 100 < (10dl + 10)2.

Ainsi, Punique entier d; 11 tel que d?,; < nip1 < (di41 + 1)? s’écrit bien sous la forme 10d; + j, ou j € [0,9].
Cet entier ¢ vérifie alors :
(IOdZ +j)2 <niy1 < (10dz +7+ 1)2,

soit, en développant :
100(d? — n;) + (20d; + 7) x j < tiy1 < 100(d? —n;) 4+ (20d; + 7 + 1) x (5 + 1),
ou encore :
(20d; +j) x j <ri+tip1 < (20d; + (5 +1)) x (5 + 1)

L’entier j vérifiant cet encadrement est unique, et c’est bien celui déterminé dans l’algorithme, puisque r; +¢;41
correspond au nombre obtenu aprés abaissement de la i + 1-iéme tranche derriére le i-iéme reste. Ainsi, par
définition le nombre obtenu en ajoutant j aux chiffres de d; est d;4+1, donc d;11 = 10d; + j, qui fournit bien
I’encadrement requis de n;y; :

d7y < nigr < (digr +1)°

Par ailleurs, le reste r;+1 est défini par I’algorithme par
Ti+1 = (1007’1+t1)7(20d1+])] = (100T1+t1)+100d127(10d1+j)2 = 100(Ti+d?)+tifd?+1 = 100ni+ti—df+1 = ni+1—d12_,’_1.

On obtient bien la relation n; 11 = df_ﬂ +7;
Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, pour ¢ = k, on obtient bien la validité de ’algorithme.
L’implémentation est faite ci-dessous :



def extractionracine(n):

d=0
liste_tranches=[]
while n != 0:

(n,r)=divmod(n,100)
liste_tranches.append(r)
liste_tranches.reverse()
but=0
for tranche in liste_tranches:
but = 100 * but + tranche
d 10 *x d
i=9
while (2 * d + i) * i > but:
i-=1
but = but - (2 * d + i) * i
d=d+ i
return(d)

3. On obtient par exemple les 1000 premiéres décimales de v/2 en appliquant cet algorithme & 2 x 101°°°, On
peut faire un petit travail sur les chaines de caractéres pour représenter le résultat sous forme d’une chaine de
caractéres permettant ainsi de replacer la virgule au bon endroit :

resultat = str(extractionracine(2 * (10 ** 1000)))
racinede2 = resultat[0] + .’ + resultat[1:]
print(racinede?2)

Et pour le plaisir, voila la réponse :

1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324784621070388
503875343276415727350138462309122970249248360558507372126441214970999358314132226659
2750559275579995050115278206057147010955699716059702745345968620147285174186408891986
095523292304843087143214508397626036279952514079896872533965463318088296406206152583
523950547457502877599617298355752203375318570113543746034084988471603868999706990048
1503054402779031645424782306849293691862158057846311159666871301301561856898723723




