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MPSI 4 — Mathématiques
A. TROESCH

Probléme n°9 : Suites

Probléme 1 -
Convergence en un point fixe attractif d’une suite définie par une récurrence
(Adapté de CAPES 1998)

Soit o et B deux éléments de R tels que a < B, et soit I =]a, 8] Uintervalle ouvert d’extrémités o et B. Soit f: T — R

une fonction continue sur I. On note Q@ = {x € I | f(z) = x} 'ensemble des points fizes de f.
On suppose dans tout le probléme que ) est non vide.

On appellera suite récurrente, ou, s’il faut éviter une ambiguité, suite récurrente associée a f, une suite (T, )nen de

points de I vérifiant la relation de récurrence :
Vn €N, In41 = f(xn)

L’objet du probléeme est l’étude de quelques propriétés de ces suites.

Partie I — Existence et convergence des suites récurrentes

1. On définit par récurrence des sous-ensembles de I par Iy =1, et : ¥p € N*, I,11 = f~1(1,).
(a) Montrer que pour tout p € N*, I,,11 C I,.

On définit A= (O I,.
pEN*

(b) Montrer que A est un sous-ensemble non vide de I, et que A est stable par f.

(c) Soit (xn)nen une suite récurrente associée a f.
i. Soit p € N*. En considérant I'existence de z,4p, montrer que pour tout n € N, x,, € I,,.
ii. En déduire que pour tout n € N, z,, € A.

iii. En déduire que le choix d’une valeur initiale xy définit une suite récurrente associée a f si et seulement
sixg € A.

2. (a) Déterminer €2 et A pour chacun des exemples suivants :
i I=]0,2[etVzel, fi(z)=+x;
ii. 1=]0,2[etVzel, folx)=2a?;
ili. I=]0,2[etVzel, f3(x)=2zx—1.
(b) Que vaut A lorsque I est stable par f?
3. On suppose f croissante, et soit kg un point de A tel que o < f(xg).

(a) Montrer que la suite récurrente de valeur initiale o converge vers un point de I si et seulement s’il existe
un point fixe y € Q tel que z¢ < y.

(b) Justifier que dans ce cas, la limite ¢ de (2, )nen est le plus petit point fixe qui soit supérieur ou égal a xy.
(c) Préciser le comportement de la suite (z,,)nen dans le cas o elle ne converge pas vers un point de I.

(d) Donner sans démonstration des résultats similaires lorsque zg > f(zo).



Partie IT — Points fixes attractifs, répulsifs

On suppose dans cette partie que f est dérivable de dérivée continue sur I. On admettra la définition suivante : une

fonction h est continue en un point a de son domaine Dy, si et seulement si :
Ve >0, 30 >0, Vz € B(a,0) N Dy, |h(xz)—h(a)] <e.

(En gros : pour toute marge d’erreur £, quitte & ne pas trop s’éloigner de a, disons de moins de &, h(x) ne s’éloigne
pas de h(a) de plus de €)

1. Inégalité des accroissements finis
Soit a et b deux éléments de I, et J lintervalle fermé d’extrémités a et b. On suppose qu’il existe deux réels

positifs m et M qu’on se fixe, tels que :
Ve eld, m<|f(z) <M.

A Taide d’une intégration, montrer que : m|b — a| < |f(b) — f(a)] < M|b— a.

2. Points fixes attractifs
Soit r un point five de f tel que |f'(r)| < 1. Un tel point fize sera dit attractif.

(a) Montrer qu’il existe un réel k € [0,1] et un réel § > 0, qu'on se fixe pour la suite, tels que la boule
B(r,6) =]r — 6,r + 0] soit incluse dans I, et que :

Vo € B(r,e), |f(x)—r| <kl —r|.

(b) Supposons qu’il existe N € N tel que uy € B(r,d). Majorer |u,, — r| en fonction de uy, r, k, N et n.
(¢) En déduire qu’une suite récurrente (x,)nen converge vers 7 si et seulement si il existe un indice N € N tel
que xny € B(r,0).
3. Points fixes répulsifs
Soit v un point fize de f tel que |f'(r)| > 1. Un tel point fize sera dit répulsif.
(a) Montrer qu’il existe un réel 6 > 0, qu’on se fixe pour la suite, tel que B(r,d) =|r — d,r + J[ soit inclus dans
I, et que :
Vo € B(r,e), |f(z)—r|>|x—r|
(b) Montrer qu’une suite récurrente (z,)necn converge vers r si et seulement si elle est stationnaire de valeur r,
c’est-a-dire s’il existe un indice N € N tel que pour tout n > N, x,, = r.
4. Un exemple

On consideére la fonction fy définie sur I =]0,2[ par : Vo €]0,2[, fi(z) = —=(4 — z?).

Sl

a) Déterminer A.

(a)

(b) Montrer que f4 a un seul point fixe, et qu’il est répulsif.

(c) Déterminer les points fixes de f4 0 fy.
)

(d) Préciser, suivant la valeur initiale, le comportement des suites récurrentes (x,,)nen associées a fy.
On étudiera notamment la convergence de (2, )nen, ainsi que celle de (z2p)nen €t (X2n+1)nen, en précisant

la valeur des limites en cas de convergence.

Partie IIT — Estimation de la vitesse de convergence en un point attractif

Etant donné deuz suites (un)nen et (Vn)nen, telles que (vn)nen ne s’annule pas, on rappelle que u, = O(v,) si la suite

(“—") est bornée.
neN

Un

On admettra le résultat suivant (formule de Taylor-Young & lordre 2) :



Soit v € 1. Alors, si f est dérivable 2 fois et de dérivée seconde continue sur I, alors pour toute suite

(un)nen de limite r, il existe une suite (e, )nen de limite nulle telle que :

Flum) = F0) + (= ) () 3 = 12 £0) + (= 1)

On se propose d’étudier la vitesse de convergence d’une suite récurrente (x,)nen non stationnaire, convergeant vers un

point fize attractif r. On suppose dans la suite de cette partie que f est deux fois dérivable sur I, de dérivée continue.
1. Soit k& comme dans la question II-2. Montrer que |z, — r| = O(k™).
2. Dans cette question, et uniquement dans cette question, f est définie sur R par f(x) = g + 2.
(a) Montrer que f est deux fois dérivable, de dérivée seconde continue, et admet un et un seul point fixe 7.
Montrer que |f/(r)| < 1.
(b) Soit (x)nen une suite récurrente associée a f. Exprimer x,, en fonction de n et zg.

(c¢) En déduire l'existence d’une constante A que ’on déterminera telle que x, — r o A ()"
oo

Nous cherchons dans la question suivante & généraliser ce résultat a des fonctions f plus générales.
3. On suppose que f'(r) # 0.

(a) Montrer, grace a la formule de Taylor rappelée dans 1’énoncé, qu’on a :
VieN, xj1—r=f(r)(z; —r)(1 + Ryj), ot R; = O(k).
n—1
(b) En déduire que : Vn > 1, x, —r = (f'(r))" (o — 1) H(l + R;).
j=0

(c) i. Montrer que pour tout j € N, In(|1 + R;|) est défini.

ii. Justifier que In(|1 + R;|) ~ R;.

—+oo
iii. En déduire qu’il existe un réel M tel que : Vj € N, |In(|1 + R;|)| < Mk.

n
iv. En déduire que la suite (Z [In(]1 + RJ|)|> est définie, majorée, puis qu’elle converge.
=0 neN

n
v. En déduire que la suite ( ITa+ Rj)> converge vers une limite non nulle.
=0

neN
n

converge dans R, alors <Z ak> aussi.
neN

n
On admettra pour ce faire que si <Z |ak|>
k=0 k=0

neN
vi. En déduire qu’il existe une constante A telle que x,, — o A(f(r)".
o0

4. On suppose que f'(r) =0 et que f"(r) #0.

(a) Montrer qu'il existe une suite (S;);en de limite nulle telle que :

1"
) r
VieN, zj—r= fT()(iEj —7)*(1 +5j).
(b) En déduire que pour tout n > 2,
on
2 (1)
In =T = f//(r) 2 (xo_r)jl;[O|1+Sj| (1+Sn—1)'

n—2 o
(c¢) En s’inspirant de la question III-2(c), montrer que la suite < [T+, 1) converge et que sa limite
3=0 n=2

=
est non nulle.
m

>2, 71, = i 14827, Soi :
(d) On note, pour tout n > 2, m, m_lg_looj:lll_l |14 5] Soite >0

i. Montrer qu’il existe N tel que pour tout n > N, et tout j > n — 1,

1

2 1+ 5P| < e




ii. En déduire que pour tout n > N, |2"Inm,| < 2¢. Que dire de la suite (2" Inm, )p>2 7
222"

ili. Montrer qu'’il existe une constante A €]0, 1], dépendant de g, telle que z,, —r ~ .
+oo f(r)

Partie IV — Un exemple : les suites de Héron

Soit a > 0. Pour tout entier p > 2, on définit une fonction f, sur I =]0,+oo[ par fp(z) = ((p — Dz + pa_l )
x

"=

1. Vérifier que la fonction f, satisfait aux hypothéses de la partie I1I, question 4.
2. Etudier les variations de f,,.
3. Montref que quelle que soit la valeur initiale g >107 la suite récurrente associée a f, existe, qu’elle vérifie
Tp = ar. pour tout n > 1, et qu’elle converge vers a»
Etant donné une suite récurrente (Zn)nen mon stationnaire associée & fp, on note Xo(xo) la constante donnée par
II-3(d)iii telle que xp — 1 ~ f”—(T)(Ap(xo))?".

4. Dans cette question, on suppose que p = 2.
U
(a) Montrer que pour tout n € N, on peut écrire x,, sous la forme —, ott (u )nen €t (vn)nen sont définies par

Un
ug = Tg, vo = 1 et les relations :

VneN, upy = ui + avi et Up41 = 2UpUp.

(b) Exprimer pour tout n € N, up41 + v/a - vp41 en fonction de u,, + /a - vy,.

(c) Exprimer u, + v/a - vy, 4, —+/a - v, puis z, en fonction de zg, v/a et n.
. 2|zo — V/a|

d) En déd A =

(d) En déduire que Az(xq) P

5. On ne suppose plus que p = 2. Un nombre réel r > 0 étant donné, on associe, G tout entier naturel ¢ > 1, la
1 2q q
fonction gq définie sur ]0,+o00[ par gq(x) = (5 <:cq + r_q)) .
T
(a) i. Montrer que, quelle que soit la valeur yo > 0, la suite récurrente (y,)nen associée a g, existe.

ii. Donner 'expression de y, en fonction de yq, r, p et n.

Indication : Exprimer et reconnaitre une relation de récurrence pour (y2),en.

-1
iii. Justifier que > rfyd=1=f = yit ppyd=2 4. ppt2y 4opat I qrit.

=0 0o
iv. En déduire que si (yn)nen D'est pas stationnaire, il existe deux constantes non nulles 4 et C', que I'on

explicitera en fonction de r, q et yo, telles que y, — 7 ol C’(Mq)Qn.

2

1+

(b) i. Soit k la fonction définie sur [0, 1] par k(z) =

son signe.

+1In(1 — 2?). Déterminer les variations de k, puis

1
ii. En déduire les variations de la fonction h définie sur [0, 1] par h(z) = In(1 — 2) — = In(1 — 2?).
x

— 1\ u
Soit (up)p>2 la suite définie par u, = (p_) , et soit, pour tout p > 2, v, = ptl

D Up
ili. Montrer, & I'aide de la question précédente, que (vp)p>2 est croissante de limite 1.

iv. En déduire que pour tout p > 2, u, < %
(¢) On pose r = a¥. Montrer que pour tout = > a?, fp(x) < gp—1(2).
Indication : on pourra élever f,(x) a la puissance p — 1, a I’aide de la formule du bindme, en ne gardant que
les termes extrémaux. N’oubliez pas la question précédente.
(d) On suppose que g > av. Soit (Zn)nen et (Yn)nen les suites récurrentes de méme valeur initiale xg, associées
respectivement a f, et g,—1.
i. Montrer que pour tout n € N, av < Tn < Yn-
ii. En déduire une majoration explicite de \,(zo).
(e) On suppose maintenant que 0 < zp < ar. Montrer que Ap(71) = A\p(w0)?. En déduire une majoration

explicite de Ap(zo).



