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Définition 1.1 (Définition de la cardinalité selon Frege)

Deux ensembles E et F ont méme cardinal s'il existe une bijection
de E a F. On note Card(E) = Card(F).
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Définition 1.2 (Ensemble fini)

Soit E un ensemble. On dit que E est fini si et seulement s'il existe
un entier n et une surjection f : [1,n] — E,
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Soit E un ensemble. On dit que E est fini si et seulement s'il existe
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équivalente, s'il existe une injection g : E — [1, n].
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Définition 1.1 (Définition de la cardinalité selon Frege)

Deux ensembles E et F ont méme cardinal s'il existe une bijection
de E a F. On note Card(E) = Card(F).

Définition 1.2 (Ensemble fini)

Soit E un ensemble. On dit que E est fini si et seulement s'il existe
un entier n et une surjection f : [1,n] — E, ou de fagon
équivalente, s'il existe une injection g : E — [1, n].

Proposition 1.3 (Sous-ensemble d'un ensemble fini)

Soit F un sous-ensemble de E. Si E est fini, alors F aussi.
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Tout sous-ensemble F de [1, n] peut &tre mis en bijection avec un
ensemble [1, m].
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Tout sous-ensemble F de [1, n] peut &tre mis en bijection avec un
ensemble [1, m].

Soit n et m deux entiers. Si [1, n] ~ [1, m], alors n = m.
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Tout sous-ensemble F de [1, n] peut &tre mis en bijection avec un
ensemble [1, m].

Soit n et m deux entiers. Si [1, n] ~ [1, m], alors n = m.

Définition 1.6 (Ensemble de cardinal n)

On dit qu'un ensemble E est fini, de cardinal n, s'il est de méme
cardinal que [1, n]. On note Card(E) = n, ou |E| = n.
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Tout sous-ensemble F de [1, n] peut &tre mis en bijection avec un
ensemble [1, m].

Soit n et m deux entiers. Si [1, n] ~ [1, m], alors n = m.

Définition 1.6 (Ensemble de cardinal n)

On dit qu'un ensemble E est fini, de cardinal n, s'il est de méme
cardinal que [1, n]. On note Card(E) = n, ou |E| = n.
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Exemples 1.7

1. |E| =0 si et seulement si E = &,
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Tout sous-ensemble F de [1, n] peut &tre mis en bijection avec un
ensemble [1, m].

Soit n et m deux entiers. Si [1, n] ~ [1, m], alors n = m.

Définition 1.6 (Ensemble de cardinal n)

On dit qu'un ensemble E est fini, de cardinal n, s'il est de méme
cardinal que [1, n]. On note Card(E) = n, ou |E| = n.
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Exemples 1.7

1. |E| =0 si et seulement si E = &,
2. M1, n]| = n.
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Proposition 1.8 (Cardinal d'une union disjointe)
Soit A, B, Ai,..., A, des ensembles finis.
1. SSANB =@, alors |AU B| = |A| + |B].
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Proposition 1.8 (Cardinal d'une union disjointe)
Soit A, B, Ai,..., A, des ensembles finis.
1. SSTANB =@, alors |AUB| = |A| + |B].

2. Plus généralement, si pour tout (i, ;) € [1, n]? tel que i # j,
AiNAj =g, alors

AU U A = ALl + -+ + |Aal




I—I. Cardinaux des ensembles finis

I—I-2. Reégles de calcul sur les cardinaux

I-2. Regles de calcul sur les cardinaux

Proposition 1.8 (Cardinal d'une union disjointe)
Soit A, B, A1,..., A, des ensembles finis.
1. SSTANB =@, alors |AUB| = |A| + |B].

2. Plus généralement, si pour tout (i, ;) € [1, n]? tel que i # j,
AiNAj =, alors

AU U A = ALl + -+ + A4l

Proposition 1.9 (Cardinal d'un complémentaire)
Si AC B, alors |CgA| = |B| — |A].
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I-2. Regles de calcul sur les cardinaux

Proposition 1.8 (Cardinal d'une union disjointe)
Soit A, B, A1,..., A, des ensembles finis.
1. SSTANB =@, alors |AUB| = |A| + |B].

2. Plus généralement, si pour tout (i, ;) € [1, n]? tel que i # j,
AiNAj =, alors

AU U A = ALl + -+ + A4l

Proposition 1.9 (Cardinal d'un complémentaire)
Si AC B, alors [CgA| = [B| — |A.

Corollaire 1.10 (Cardinal d'un sous-ensemble)

Si AC B, alors |A| < |B|, avec égalité ssi A = B.
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Proposition 1.11 (Cardinal d'une union quelconque)

Soit A et B des ensembles finis. On a :
|JAUB| =|A|l+|B|—|ANB].
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Proposition 1.11 (Cardinal d'une union quelconque)

Soit A et B des ensembles finis. On a :
|AUB| = |A|l+ |B| — |AN B.

Théoreme 1.12 (Formule du crible de Poincaré, HP)

Soit Ay, ..., A, des ensembles finis. Alors :

n
AU UA =D (=D Y A NN A
k=1

1<ip<-<ik<n
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Proposition 1.11 (Cardinal d'une union quelconque)

Soit A et B des ensembles finis. On a :
|AUB| = |A|l+ |B| — |AN B.

Théoreme 1.12 (Formule du crible de Poincaré, HP)
Soit Ay, ..., A, des ensembles finis. Alors :
|AjU---UA,| = Z (—1)MI-1

IC[1,n]
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Proposition 1.13 (Cardinal d'un produit cartésien)
1. Soit A et B deux ensembles finis. Alors |A x B| = |A| x |B].
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I—I-2. Reégles de calcul sur les cardinaux

Proposition 1.13 (Cardinal d'un produit cartésien)
1. Soit A et B deux ensembles finis. Alors |A x B| = |A| x |B].

2. Plus généralement, soit Aj,...,A, des ensembles finis. Alors

A1 x - x Ag| = ] 1Al
i=1
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f : E — F une
application. Alors :
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f : E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E)  Card(F)
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f : E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E)  Card(F).
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f : E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E) = Card(F).
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f ;: E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E) = Card(F).

Corollaire 1.15 (Caractérisation des bijections)

Soit A et B deux ensembles finis de méme cardinal, et f : A — B.
Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f ;: E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E) = Card(F).

Corollaire 1.15 (Caractérisation des bijections)

Soit A et B deux ensembles finis de méme cardinal, et f : A — B.
Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f ;: E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E) = Card(F).

Corollaire 1.15 (Caractérisation des bijections)

Soit A et B deux ensembles finis de méme cardinal, et f : A — B.
Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective

(i) f est injective
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Proposition 1.14 (Injectivité, surjectivité, bijectivité et cardinal)

Soit E et F deux ensembles finis, et soit f ;: E — F une
application. Alors :

1. Si f est injective, Card(E) < Card(F)
2. Si f est surjective, Card(E) > Card(F)
3. Si f est bijective, Card(E) = Card(F).

Corollaire 1.15 (Caractérisation des bijections)

Soit A et B deux ensembles finis de méme cardinal, et f : A — B.
Alors les 3 propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est bijective
(ii) f est injective

(iii) f est surjective
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Proposition 2.1 (Cardinal de I'ensemble des applications)

Soit E et F finis. Alors |FE| = |F|IEl.
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II-1. Applications quelconques; p-listes

Proposition 2.1 (Cardinal de I'ensemble des applications)

Soit E et F finis. Alors |FE| = |F|IEl.

Définition 2.2 (p-listes)

Une p-liste d'éléments de F est un élément (xi,...,x,) de FP.
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Proposition 2.1 (Cardinal de I'ensemble des applications)

Soit E et F finis. Alors |FE| = |F|IEl.

Définition 2.2 (p-listes)

Une p-liste d'éléments de F est un élément (xi,...,Xp) de FP.

Proposition 2.3 (p-listes; tirages successifs avec remise)

» Le nombre de p-listes d'éléments de F est |F|P.
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Définition 2.2 (p-listes)

Une p-liste d'éléments de F est un élément (xi,...,Xp) de FP.

Proposition 2.3 (p-listes; tirages successifs avec remise)

» Le nombre de p-listes d'éléments de F est |F|P.

» Le nombre de tirages successifs de p boules avec remise parmi
n boules différenciées est nP.
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II-1. Applications quelconques; p-listes

Proposition 2.1 (Cardinal de I'ensemble des applications)

Soit E et F finis. Alors |FE| = |F|IEl.

Définition 2.2 (p-listes)

Une p-liste d'éléments de F est un élément (xi,...,Xp) de FP.

Proposition 2.3 (p-listes; tirages successifs avec remise)

» Le nombre de p-listes d'éléments de F est |F|P.

» Le nombre de tirages successifs de p boules avec remise parmi
n boules différenciées est nP.

w

Proposition 2.4 (Cardinal de I'ensemble des parties)

[P(E)| = 21
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Lemme 2.5 (Lemme du berger)

Soit f : E — F une application surjective On suppose qu'il existe
k € N* Yy)| = k. Alors |E| = k - |F]|.
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Lemme 2.5 (Lemme du berger)

Soit f : E — F une application surjective. On suppose qu'il existe
k € N* tel que pour tout y € F, |f~1(y)| = k. Alors |E| = k - |F|.

Remarque 2.6

> Interprétation pastorale.
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k € N* tel que pour tout y € F, |f~1(y)| = k. Alors |E| = k - |F|.

Remarque 2.6

> Interprétation pastorale.

> Le lemme du berger permet de formaliser la notion de choix
successifs. Il est souvent utilisé de facon implicite.
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I—II-2. Lemme du berger

[1-2. Lemme du berger

Lemme 2.5 (Lemme du berger)

Soit f : E — F une application surjective. On suppose qu'il existe
k € N* tel que pour tout y € F, |f~1(y)| = k. Alors |E| = k - |F|.

Remarque 2.6

> Interprétation pastorale.
» Le lemme du berger permet de formaliser la notion de choix
successifs. Il est souvent utilisé de facon implicite.

» Ala longue, on ne formalisera plus complétement ce type
d’arguments, et on se contentera de |'approche intuitive.
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[1-3. Injections; p-listes d'éléments distincts

Théoreme 2.7 (Dénombrement des injections)

Soit |[A|=pet|Bl=n, p<n.
Nombre d'injections de A vers B : Al = (j—'p),




I—II. Combinatoire des ensembles d’applications

I—II-3. Injections ; p-listes d'éléments distincts

[1-3. Injections; p-listes d'éléments distincts

Théoreme 2.7 (Dénombrement des injections)

Soit |[A|=pet|B|=n, p<n.
Nombre d'injections de A vers B : AP = (j—'p),

Proposition 2.8 (p-arrangements; tirages sans remise)

C’est aussi :
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Proposition 2.8 (p-arrangements; tirages sans remise)
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> le nombre de p-arrangements de n éléments (p-listes
d'éléments distincts parmi les n)
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[1-3. Injections; p-listes d'éléments distincts

Théoreme 2.7 (Dénombrement des injections)

Soit |[A|=pet|B|=n, p<n.

Nombre d'injections de A vers B : AP = (j—'p),

Proposition 2.8 (p-arrangements; tirages sans remise)

C’est aussi :

> le nombre de p-arrangements de n éléments (p-listes
d'éléments distincts parmi les n)

» le nombre de tirages successifs sans remise de p boules parmi
n boules différenciées.
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I—II-3. Injections ; p-listes d'éléments distincts

[1-3. Injections; p-listes d'éléments distincts

Théoreme 2.7 (Dénombrement des injections)

Soit |[A|=pet|B|=n, p<n.
Nombre d’injections de A vers B : Af = =

[C=n]s

Proposition 2.8 (p-arrangements; tirages sans remise)

C’est aussi :

> le nombre de p-arrangements de n éléments (p-listes
d'éléments distincts parmi les n)

» le nombre de tirages successifs sans remise de p boules parmi
n boules différenciées.

Corollaire 2.9 (Nombre de permutations d'un ensemble)
|GE| = |E|!. En particulier, |&,| = nl.
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[1-4 Surjections
Dénombrement des surjections : probleme beaucoup plus délicat.
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I—II. Combinatoire des ensembles d’applications
I—II-4. Surjections

I1I-4 Surjections
Dénombrement des surjections : probleme beaucoup plus délicat.

Exemple 2.10

Le nombre de surjections de [1, n]] dans [1,n— 1] est (n—1)! (;)
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I1l. Combinatoire des sous-ensembles

Définition 3.1 (Coefficient binomial)

(k) = [Pe(n)l.
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I1l. Combinatoire des sous-ensembles

Définition 3.1 (Coefficient binomial)

(%) = [Px(n)].

Proposition 3.2 (Interprétation combinatoire élargie)

Plus généralement, (}) = P(E) pour tout E tel que |[E| = n.




I—III. Combinatoire des sous-ensembles

I1l. Combinatoire des sous-ensembles

Définition 3.1 (Coefficient binomial)
(k) = [Pe(n)l.

Proposition 3.2 (Interprétation combinatoire élargie)

Plus généralement, (7) = P(E) pour tout E tel que |[E| = n.

Proposition 3.3 (Expression factorielle du coefficient binomial)

Pour k € [0,n], (}) = W—Ik)|
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D’autres interprétations combinatoires : (Z) est :
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D’autres interprétations combinatoires : (Z) est :

> le nombre de mots de longueur n, constitué de p lettres a et
n — p lettres b.
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n — p lettres b.

> |le nombre de chemins de longueur n consitués de p pas vers le
haut et n — p pas vers la droite.
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D’'autres interprétations combinatoires : (g) est :
> le nombre de mots de longueur n, constitué de p lettres a et
n — p lettres b.

> |le nombre de chemins de longueur n consitués de p pas vers le
haut et n — p pas vers la droite.

v,

Proposition 3.4 (propriétés du coefficient binomial)

n n - - L
> (k) — <n a k) (symétrie du coefficient binomial)
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n — p lettres b.

> |le nombre de chemins de longueur n consitués de p pas vers le
haut et n — p pas vers la droite.

v,

Proposition 3.4 (propriétés du coefficient binomial)

n n - - L
> (k) = (n a k) (symétrie du coefficient binomial)

Démonstrations reportées aux paragraphes suivants.
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D’'autres interprétations combinatoires : (g) est :

> le nombre de mots de longueur n, constitué de p lettres a et
n — p lettres b.

> |le nombre de chemins de longueur n consitués de p pas vers le
haut et n — p pas vers la droite.

v,
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D’'autres interprétations combinatoires : (g) est :

> le nombre de mots de longueur n, constitué de p lettres a et
n — p lettres b.

> |le nombre de chemins de longueur n consitués de p pas vers le
haut et n — p pas vers la droite.

v,

Proposition 3.4 (propriétés du coefficient binomial)

n n - - L
> (k) = (n a k) (symétrie du coefficient binomial)

=l
g k(:) = n(Z 1) (parfois appelée formule comité-président)

> Si(n,p) # (=1, 1), (;) + (pi 1> = (;E) (Pascal)

Démonstrations reportées aux paragraphes suivants.
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Théoreme 3.5 (Formule du bindme de Newton)

Soit a et b deux nombres complexes, et n € N. Alors

oy =35 (D)o

k=0

Démonstration combinatoire
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les éléments d'un F connu.
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IV. Bijection, Déesse de la Combinatoire

Méthode 4.1 (Principe fondamental du dénombrement)

» Pour compter les éléments de E, les mettre en bijection avec
les éléments d'un F connu.

» Nécessité d'avoir des modeles de référence.

w

Exemples 4.2

1. p-listes (ki, ..., kp) d'entiers > 0 tels que ky + -+ + k, = n.
. p-listes (ki, ..., kp) d'entiers > 0 tels que ky + - -- + k, = n.

2
3. p-listes strictement croissantes d'éléments de [1, n].
4

. p-listes croissantes d'éléments de [1, n].
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IV. Bijection, Déesse de la Combinatoire

Méthode 4.1 (Principe fondamental du dénombrement)

» Pour compter les éléments de E, les mettre en bijection avec
les éléments d'un F connu.

» Nécessité d'avoir des modeles de référence.

Exemples 4.2
1. p-listes (ki, ..., kp) d'entiers > 0 tels que ky + -+ + k, = n.
p-listes (ki, ..., kp) d'entiers > 0 tels que ky + - -- + k, = n.

p-listes strictement croissantes d'éléments de [1, n].

| \

p-listes croissantes d'éléments de [1, n].

SI = ORI

La formule de symétrie des coefficients binomiaux.
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V. Preuves combinatoires d'identités

Méthode 5.1 (Démonstration combinatoire d'une formule)

1. Trouver un modele adapté a la formule.

2. Dénombrer cet ensemble de deux facons différentes.
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V. Preuves combinatoires d'identités

Méthode 5.1 (Démonstration combinatoire d'une formule)

1. Trouver un modele adapté a la formule.
2. Dénombrer cet ensemble de deux facons différentes.

3. Eventuellement, prétraiter.
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1. Formule comité président et formule de Pascal.
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k=0
n
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1. Formule comité président et formule de Pascal.

" /n
2.5 = 2"
k=0
n
N M N+ M
. F le de Vand d :E = :
3. Formule de Vandermonde (k)(n—k) ( N )

k=0

P
k 1
4. Formule de sommation : Z <n * > = (n + p—i— >
e n n—+
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Proposition 5.2 (Quelques formules)

1. Formule comité président et formule de Pascal.

" /n
2.5 = 2"
k=0
n
N M N+ M
. F le de Vand d :E = :
3. Formule de Vandermonde (k)(n—k) ( N )

k=0

P
k 1
4. Formule de sommation : Z (n+ ) = (n+p-i- )
— n n—+

o G S P
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Méthode 5.3

Un (—1) associé a un coefficient binomial correspond souvent a
une comparaison du nombre d'objets suivant la parité d'un certain
ensemble. Penser a XA{x} pour changer la parité (principe de
I'interrupteur)
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Méthode 5.3

Un (—1) associé a un coefficient binomial correspond souvent a
une comparaison du nombre d'objets suivant la parité d'un certain
ensemble. Penser a XA{x} pour changer la parité (principe de
I'interrupteur)

Exemple 5.4

| A\

n
Démonstration combinatoire de Z(—l)k (Z) = Upx
k=0
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Méthode 5.3

Un (—1) associé a un coefficient binomial correspond souvent a
une comparaison du nombre d'objets suivant la parité d'un certain
ensemble. Penser a XA{x} pour changer la parité (principe de
I'interrupteur)

Exemple 5.4

| A\

n
Démonstration combinatoire de Z(—l)k (Z) = Upx
k=0

Retour sur la formule du crible de Poincaré
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On note N le cardinal de N.
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VI. Introduction a la décnombrabilité

Notation 6.1 (cardinal de N, HP)

On note N le cardinal de N.

Définition 6.2 (Ensemble dénombrable)

» E est dénombrable s'il peut étre mis en bijection avec N.

» E est au plus dénombrable s'il est fini ou dénombrable.
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auteurs.




I—VI. Introduction a la dénombrabilité

Remarque 6.3
Un ensemble fini n'est pas dénombrable. Enfin... ca dépend des

auteurs.

Lemme 6.4 (Caractérisation des ens au + dénombrables, HP)
Soit £ # @. Les psse :




I—VI. Introduction a la dénombrabilité

Remarque 6.3
Un ensemble fini n'est pas dénombrable. Enfin... ca dépend des

auteurs.

Lemme 6.4 (Caractérisation des ens au + dénombrables, HP)
Soit £ # @. Les psse :
(i) E est au plus dénombrable




I—VI. Introduction a la dénombrabilité

Remarque 6.3
Un ensemble fini n'est pas dénombrable. Enfin... ca dépend des

auteurs.

Lemme 6.4 (Caractérisation des ens au + dénombrables, HP)
Soit £ # @. Les psse :

(i) E est au plus dénombrable

(ii) il existe une injection f : E — N




I—VI. Introduction a la dénombrabilité

Remarque 6.3

Un ensemble fini n'est pas dénombrable. Enfin... ca dépend des
auteurs.

Lemme 6.4 (Caractérisation des ens au + dénombrables, HP)
Soit £ # @. Les psse :

(i) E est au plus dénombrable

(i) il existe une injection f : E — N
(iii) il existe une surjection f : N — E.
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Remarque 6.3

Un ensemble fini n'est pas dénombrable. Enfin... ca dépend des
auteurs.

Lemme 6.4 (Caractérisation des ens au + dénombrables, HP)
Soit £ # @. Les psse :

(i) E est au plus dénombrable

(i) il existe une injection f : E — N
(iii) il existe une surjection f : N — E.

(iv) il existe un sous-ensemble F de N et une bijection  : F — E

v




e
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Proposition 6.5 (Construction d'ens dénombrables, HP)

1. Un sous-ensemble infini d’'un ensemble dénombrable est
dénombrable.
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Proposition 6.5 (Construction d'ens dénombrables, HP)

1. Un sous-ensemble infini d’'un ensemble dénombrable est
dénombrable.

2. Une union d’'un nombre fini ou dénombrable d'ensembles au
plus dénombrable est au plus dénombrable, et dénombrable si
au moins un des ensembles |'est.

3. Si E et F sont au plus dénombrables, E x F aussi.

4. Si E est dénombrable et F est au plus dénombrable non vide,
alors E x F est dénombrable.

5. Plus généralement, un produit d'un nombre fini d'ensembles
au plus dénombrables est au plus dénombrable; il est
dénombrable si au moins un I'est et si les autres sont non
vides.
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Corollaire 6.6

1. L’ensemble Z est dénombrable.

2. L’ensemble N? et plus généralement NP est dénombrable.
3. L'ensemble @ des rationnels est dénombrable.
4

. L'ensemble Z[x] des fonctions polynomiales a coefficients
entiers est dénombrable.

v

Théoreme 6.7
L'ensemble des réels R est non dénombrable.
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Pour tout ensemble X, on a Card(X) < Card(P(X)).
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Définition 6.8

» On dit que Card(E) < Card(F) si et seulement s'il existe une
injection de E dans F.

» On dit que Card(E) < Card(F) si et seulement si
Card(E) < Card(F) et Card(E) # Card(F).

Théoreme 6.9 (Cantor, 1891, HP)

Pour tout ensemble X, on a Card(X) < Card(P(X)).

Théoreme 6.10 (cardinal de R, HP)

Les ensembles R et P(N) ont méme cardinal.
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Terminologie 6.11 (puissance du continu, HP)

Le cardinal de R est appelé puissance du continu, et noté C.

Y a-t-il des ensembles de cardinal intermédiaire entre N et R?
Cette question est indécidable. On admet généralement :

Axiome 6.12 (hypothese du continu, HP)

Il n'existe pas d’ensemble X tel que Ry < Card(X) <C, i.e.
C=%;
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