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DM no 2 : Ensembles

Suggestion de travail supplémentaire (à ne pas me rendre) : Si vous en avez le temps, vous pouvez regarder
le problème 1 de la sélection disponible sur mon site web.

Corrigé du problème 1 – Lemme de classe monotone

Partie I – Autour des σ-algèbres

1. ‚ On a évidemment PpΩq Ă PpΩq, et de plus, PpΩq contient Ω, est stable par complémentation et par union

dénombrable, de façon évidente. Ainsi, PpΩq est une σ-algèbre sur Ω .

‚ Une σ-algèbre sur Ω contient nécessairement Ω, et par complémentation, aussi ∅. Rciproquement, le sous-
ensemble t∅,Ωu de PpΩq vérifie trivialement les 3 propriétés requises pour être une σ-algèbre.

Ainsi, t∅,Ωu est la plus petite σ-algèbre sur Ω.

2. (a) Soit A une σ-algèbre.

(i) Ω P A, donc ∅ “ Ω P A .

(ii) Soient A et B dans A. On définit alors A0 “ A, et pour tout n ě 1, An “ B. Les Ai sont tous dans A,

donc
ď

nPN

An aussi par stabilité par union dénombrable. Or, cette dernière union n’est autre que AYB.

Ainsi, A Y B P A.

Remarquez que l’hypothèse porte sur une union dénombrable, et non une union de deux termes seule-
ment. Il faut donc se ramener de façon précise à cette hypothèse. Cette question avait pour but de
justifier correctement que la stabilité par union dénombable entraîne la stabilité par union finie.

(iii) Soient A,B P A. On utilise le résultat précédent, et la stabilité par complémntation, montrant que
A Y B est dans A, et en complémentant une nouvelle fois, d’après les lois de De Morgan, A X B P A.

(iv) C’est la même chose, en partant de la stabilité par union dénombrable : si les An sont tous dans A,

alors aussi les An, puis aussi
ď

nPN

An, et en complémentant une nouvelle fois, et en utilisant les lois de

De morgan,
č

nPN

An P A .

3. ‚ Soit pAiqiPI une famille de σ-algèbres. Les Ai étant des sous-ensembles de PpΩq, il en est de même de leur
intersection.

‚ Comme pour tout i P I, Ω P Ai, on a aussi Ω P
č

iPI

Ai.

‚ Soit A P
č

iPI

Ai. Alors pour tout i P I, A P Ai, et Ai étant une σ-algèbre, A P Ai. Ainsi, A P
č

iPI

Ai.

‚ Enfin, si pAnqnPN est une suite d’éléments de
Ş

iPI Ai, alors pour tout i P I, les An sous tous éléments de la

σ-algèbre Ai, donc aussi leur union
ď

nPN

An. On en déduit que
ď

nPN

An P
č

iPI

Ai.

Ainsi,
Ş

iPI Ai est une σ-algèbre.

4. ‚ D’après la question précédente,
Ş

APAC
A est une σ-algèbre.

‚ De plus, par définition, pour tout A P AC , C Ă A, donc C Ă
Ş

APAC
.

‚ Montrons que
Ş

APAC
est minimal pour cette propriété, autrement dit que pour toute σ-algèbre D telle que

C Ă D, on a
č

APAC

Ă D. Cela résulte simplement du fait que dans ce cas, D est un des éléments de AC , donc

un des termes de l’intersection.

Ainsi, il existe une plus petite σ-algèbre σpCq contenant C. Cette σ-algèbre est donnée explicitement par la

formule :
σpCq “

č

APAC

A.
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5. ‚ Soit C “ tAu. Une σ-algèbre contenant A contient nécessairement aussi A, ainsi que Ω et ∅. Ainsi,
t∅, A,A,Ωu Ă σpCq. Réciproquement, il n’est pas dur de voir que cet ensemble est bien une σ-algèbre.
Ainsi, par minimalité de σpCq, on obtient :

σpCq “ t∅, A,A,Ωu .

Remarquez que cet ensemble peut être réduit à 2 éléments si A “ ∅ ou A “ Ω.
‚ Soit C “ tAi, i P Iu, où pAiqiPI est une partition de Ω, I étant un ensemble fini. Par stabilité par union

(dénombrable ou finie d’après ce qui a été vu plus haut), on peut affirmer que pour tout J Ă I,

ď

jPJ

Aj P σpCq.

Définissons donc D “ t
ď

jPJ

Aj , J P PpIqu. On a D Ă σpCq. De plus :

˚ Ω “
ď

iPI

Ai, et I P PpIq, donc Ω P D.

˚ Si A P D, il existe J Ă I tel que
A “

ď

jPJ

Aj .

On a alors :
A “

ď

jPJ

Aj ,

le complémentaire de J étant pris dans I (ceci résultat du fait que les Ai forment une partition de Ω).
Donc A P D.

˚ Enfin, étant donnée une famille pBnqnPN d’éléments de D, il existe une famille pJnqnPN de sous-ensembles
de I tels que

@n P N, Bn “
ď

jPJn

Aj .

On a alors :
ď

nPN

“
ď

nPN

ď

jPJn

Aj “
ď

jP
Ť

nPN
Jn

Aj P D.

Ainsi, D est une σ-algèbre, et par minimalité de σpCq, σpCq “ D.

Ce raisonnement reste valable si l’ensemble I des indices est dénombrable, mais pas s’il est infini non
dénombrable (car si J n’est pas dénombrable, il n’y a pas de raison que l’union correspondante soit dans
σpCq). Il faut dans ce cas se restreindre aux sous-ensembles J au plus dénombrables, ce qui impose aussi
de garder les sous-ensembles J au moins codénombrables (de complémentaire au plus dénombrable), pour
avoir la stabilité par complémentation. Vous pouvez montrer en exercice qu’on obtient bien une σ-algèbre
en définissant D de la sorte.

6. Soit B1 la tribu engendrée par les ra,`8r.
‚ Par stabilité par complémentation, pour tout a P R, sa,`8rP B. Par ailleurs,

ra,`8r“
č

nPN˚

sa ´
1

n
,`8r.

Ainsi, par stabilité d’une σ-algèbre par intersection dénombrable, ra,`8rP B. Ainsi, par minimalité de B1,
on obtient B1 Ă B

‚ De même, comme ra,`8rP B1, on a aussi s ´ 8, arP B1, donc

s ´ 8, as “
č

nPN˚

s ´ 8, a `
1

n
rP B

1.

Par minimalité de B, on a donc B Ă B1.

‚ Les deux inclusions amènent B “ B1 , donc B est aussi engendrée par les ra,`8r.

Partie II – Autour des classes monotones
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1. Soit A une σ-algèbre. Les points (i) et (iii) de la définition d’une classe monotone sont immédiats pour A.
Vérifions le point (ii). Soient A et B deux éléments de A. Alors A P A, et par stabilité par intersection :

BzA “ B X A P A.

Ainsi, A est bien une classe monotone .

2. Soit M une classe monotone.

(a) On prend A “ B “ Ω dans (ii), on obtient ∅ “ ΩzΩ P M .

(b) On prend B “ Ω dans (ii), on obtient : A P M ùñ A P M .

(c) On utilise les lois de De Morgan, la stabilité par complémentation, et le point (iii) : si pAnqnPN est une suite

décroissante d’éléments de M, alors pAnqnPN est une suite croissante d’éléments de M, donc
ď

nPN

An est dans

M, puis par complémentation et loi de De Morgan,
č

nPN

An P M.

3. Même principe que pour les intersections de tribus, je ne développe pas.

4. Encore le même principe que pour les tribus : on défini MC l’ensemble des classes monotones contenant C. On
pose alors

M0 “
č

MPMC

M.

Le question précédente permet d’affirmer que c’est bien une classe monotone ; de façon immédiate C Ă M0 car
l’inclusion est vérifiée pour tous les termes de l’intersection ; enfin, toute autre classe monotone contenant C est
un des termes de l’intersection, donc est plus grosse que cette intersection.

Ainsi, M0 est la plus petite classe monotone contenant C . On la note mpCq

5. D’après ce qui précède, σpCq est une classe monotone, et contient C par définition. Ainsi, par minimalité de

mpCq, mpCq Ă σpCq.

Partie III – Lemme de classe monotone

1. Soit M une classe monotone stable par intersections finies (donc si A et B sont dans M, A X B aussi)

(a) C’est une récurrence sur n P N
˚. Soit, pour n P N

˚, Ppnq la propriété suivante : pour toute famille pAiqiPv1,nw

d’éléments de M,
n

č

i“1

Ai et
n

ď

i“1

Ai sont dans M.

La propriété Pp1q est triviale. Nous aurons à utiliser Pp2q, qui découle de l’hypothèse en ce qui concerne
l’intersection, et qui se ramène au cas de l’intersection par stabilité par complémentation, et par utilisation
des lois de De Morgan, en ce qui concerne l’union.

Soit donc n ě 2, et supposons Ppnq vraie. Soit pAiqiPv1,n`1w une famille de n ` 1 éléments de M. D’après
l’hypothèse de récurrence Ppnq, on a :

n
č

i“1

Ai P M et
n

ď

i“1

Ai P M.

En utilisant Pp2q avec chacun de ces 2 ensembles obtenus, et l’ensemble An`1, il vient donc :

n`1
č

i“1

Ai “

˜

n
č

i“1

Ai

¸

X An`1 P M et
n`1
ď

i“1

Ai “

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

Y An`1 P M.

Cela prouve Ppn ` 1q. D’après le principe de récurrence on en déduit que :

M est stable par union et intersection d’un nombre fini de termes.

(b) Le seul point à voir est le point (iii) (stabilité par union dénombrable). Soit pAnqnPN une famille d’éléments
de M. On observe que :

ď

nPN

An “
ď

nPN

Bn,
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où Bn “
n

ď

i“0

Ai. Or, pBnq est clairement une suite croissante pour l’inclusion, et d’après la question précé-

dente, pour tout n P N, Bn P M. D’après le point (iii) de la définition d’une classe monotone, il vient donc
ď

nPN

Bn P M, soit
ď

nPN

An P M.

Ainsi, M est bien stable par union dénombrable. Il en résulte que M est une σ-algèbre .

2. Jusqu’à la fin de cette partie, on suppose que C est un π-système, c’est à dire un sous-ensemble de PpΩq stable
par intersections finies.

(a) ‚ Puisque A P mpCq, on a Ω P DA

‚ Soient B et C dans DA, vérifiant C Ă B. On a A X B P mpCq et A X C P mpCq. Or,

pBzCq X A “ B X C X A “ pB X A X Cq Y pB X A X Aq

“ B X A X pC Y Aq

“ pB X Aq X pC X Aq “ pB X AqzpC X Aq.

‚ Soit pBnqnPN˚ une suite croissante d’éléments de DA. L’égalité de distributivité :

ď

nPN

pBn X Aq “

˜

ď

nPN

Bn

¸

X A,

et le fait que si pBnq est croissante pour l’inclusion, alors pBn XAq aussi, permet de montrer, en utilisant
(iii) pour la famille pBn X Aq d’éléments de M, que DA vérifie aussi (iii)

Ainsi, DA est une classe monotone.

(b) Soit C P C. Par hypothèse, pour tout D P C, DXC P C Ă mpCq. Ainsi, D P DC . On en déduit que C Ă DC .

Comme par ailleurs, DC est une classe monotone, par minimalité de mpCq, il vient mpCq Ă DC . Par ailleurs,
par définition, DC est constituée d’éléments de mpCq, donc DC Ă mpCq.

Les deux incusions amènent donc l’égalité DC “ mpCq.

(c) On en déduit notamment que A P DC , donc que A X C P mpCq, donc que C P DA. Ceci étant valable pour
tout C P C, on obtient C Ă DA.

On termine comme dans la question précédente pour obtenir alors DA “ mpCq.

3. L’égalité de la question précédente, valable pour tout A P mpCq, montre que mpCq est stable par intersection
finie : étant donnés A et B dans mpCq, B P DA, donc AXB P mpCq. On utilise la question 1 pour conclure que
mpCq est une σ-algèbre contenant C. Donc, par minimalité de σpCq, σpCq Ă mpCq.

L’inclusion réciproque étant déjà aquise (question II-5), on a mpCq “ σpCq .

Partie IV – Caractérisation des mesures bornées

1. Soit pA,Bq P A2, tel que A Ă B. On a alors B “ A \ pBzAq, donc, en posant A0 “ A, A1 “ BzA, et pour tout
n ě 2, An “ ∅, on a :

µpBq “ µpAq ` µpBzAq `
ÿ

ně2

µp∅q.

Tous les termes de cette somme étant positifs, il vient µpBq ď µpAq .

Il faut bien être conscient qu’en écrivant cela, on peut être amené à manipuler des infinis.

2. Supposons µ bornée, et M une borne associée. Alors par définition, µpΩq P r0,M s, donc µpΩq ă `8.

Réciproquement, si µpΩq ă `8, posons M “ µpΩq. Comme µ est positive, on a bien pour tout A P A, µpAq ě 0,
et par ailleurs, A Ă Ω implique µpAq ď µpΩq “ M . Ainsi, µpAq P r0,M s, et µ est bornée.

Ainsi, µ est bornée si et seulement si µpΩq ‰ `8 .

3. La mesure µ étant bornée, en considérant la suite pAnqnPN telle que pour tout n P N, An “ ∅, on constate que
la seule valeur possible de µp∅q est µp∅q “ 0 (dans tout autre cas, la somme serait infinie)

Ainsi, en reprenant l’argument de la question 1, la somme
ÿ

ně2

µp∅q étant nulle, il vient :

µpAq ` µpBzAq “ µpBq soit: µpBzAq “ µpBq ´ µpAq .

4



4. On considère M “ tA P A | µpAq “ νpAqu.
‚ L’hypothèse µpΩq “ νpΩq amène Ω P M

‚ Si A et B sont dans M et vérifient A Ă B, on a

µpBzAq “ µpBq ´ µpAq “ νpBq ´ νpAq “ νpBzAq.

‚ Soit pAnqnPN une suite croissante d’éléments de M. On a alors pour tout n P N, µpAnq “ νpAnq. De plus,
la croissance de la suite implique

ď

nPN

An “
ğ

nPN

AnzAn´1,

en posant par convention A´1 “ ∅ (les AnzAn´1 sont les anneaux concentriques qu’on obtient lorsqu’on
représente les ensembles An en respectant la contrainte d’inclusion). On peut montrer cette égalité par
double inclusion :
˚ Si x P

Ť

nPNAn, on prend k minimal (existe par propriété fondamentale de N) tel que x P Ak. Alors
x P AkzAk´1, donc x est dans l’union de droite.

˚ Si x est dans l’union de droite, il est dans un des AkzAk´1, dons dans Ak, donc dans l’union de gauche.
˚ Par ailleurs, l’union de droite est disjointe, car si k ă ℓ, on ne peut pas avoir simultanément x P AℓzAℓ´1

et x P AkzAk´1. En effet, l’inégalité k ă ℓ implique k ď ℓ ´ 1, donc la seconde appartenance implique
x P Aℓ´1 (par croissance de la suite) ce qui contredit la première appartenance.

On utilise maintenant ce qu’on a démontré dans le point précédent : les AnzAn´1 sont dans M, donc, par
σ additivité :

µ

˜

ď

nPN

An

¸

“ µ

˜

ğ

nPN

AnzAn´1

¸

“
`8
ÿ

n“0

µpAnzAn´1q “
`8
ÿ

n“0

νpAnzAn´1q,

puis, en refaisant la démarche inverse sur ν :

µ

˜

ď

nPN

An

¸

“ ν

˜

ď

nPN

An

¸

.

On a bien obtenu
ď

nPN

An P M.

Ainsi, M est une classe monotone, contenant

On considère µ et ν deux mesures bornées sur A, vérifiant de plus µpΩq “ νpΩq et un π-système C tel que µ et
ν coïncident sur C, c’est-à-dire :

@C P C, µpCq “ νpCq.

Montrer que µ et ν coïncident sur σpCq.

On pourra commencer par montrer que tA P A | µpAq “ νpAqu est une classe monotone contenant C. Elle
contient en particulier mpCq. Comme µ et ν coïncident sur M, elles coïncident aussi sur mpCq.

Par ailleurs, C étant un π-système, la partie III permet d’affirmer que mpCq “ σpCq.

Ainsi, µ et ν coïncident sur σpCq .

5. ‚ Si µ “ ν, on a évidemment Fµ “ Fν .
‚ Si Fµ “ Fν , alors µ et ν coïncident sur tous les intervalles s ´ 8, as, a P R. Comme ces intervalles engendrent
B, pour montrer que µ et ν coïncident sur B, il suffit, en vertu de la question précédente, de justifier que
µpΩq “ νpΩq, et que l’ensemble C des intervalles s ´ 8, as, a P R, est un π-système. Ce dernier point est une
évidence puisque si s ´ 8, as et s ´ 8, bs sont deux intervalles de C, on a

s ´ 8, asXs ´ 8, bs “s ´ 8,minpa, bqs,

qui est encore un intervalle de C.
De plus,

µpΩq “ µ

˜

ğ

nPZ

sn ´ 1, ns

¸

“
ÿ

nPZ

µ psn ´ 1, nsq

“
ÿ

nPZ

pµ ps ´ 8, nsq ´ µps ´ 8, n ´ 1sq

“
ÿ

nPZ

pν ps ´ 8, nsq ´ νps ´ 8, n ´ 1sq

“ νpΩq
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Ainsi, µ et ν coïncident sur B.

On a montré que µ “ ν si et seulement si Fµ “ Fν .

Étant donnée une variable aléatoire X à valeurs réelles, si µX est la mesure définie sur un borélien B P B par
µXpBq “ P pX P Bq (on peut montrer qu’il s’agit bien d’une mesure, appelée loi de X), la fonction FµX

n’est autre
que la fonction de répartition de X. On a ainsi montré que la fonction de répartition de X détermine entièrement la
loi µX de X.
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