LycEE Louis-LE-GRAND, Paris Pour le 24/11/2023
MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 8 : Complexes

Suggestion de travail supplémentaire (a ne pas me rendre) : Encore le probléme 2 du DS 3 de ’année derniére.

Corrigé du probléme 1 - Théoréme de Liouville

Partie I — Quelques calculs préliminaires

1. On a, pour tout n € N :

n—1 n—1 n—1
L+ 1g) = X kO +19)(Guk) = A D5 anif (Guk) + 10 D ankg(Cai) = Ma(f) + nln(g),
k=0 k=0 k=0

par linéarité de la somme. Ainsi, si les limites existent (condition d’existence des quantités (intégrales) I) :

ngr}rlwln()\f + ng) = AnETwln(f) +p lim I,(g),

n——+0o0

soit

|10 + ng) = M(f) + pl(9) |

Remarquez que Uexistence de I(f) et de I(g) fournit celle de I(Af + pg) d’apreés les propriétés sur les limites.

On s’en servira plus tard.
La linéarité de I obtenue dans cette question n’a rien de surprenant puisqu’il s’agit en fait d’une intégrale.

2. Supposons qu'il existe M tel que |f| < M sur U. Soit n € N. D’aprés I'inégalité triangulaire dans C :

n—1
11a ()] < Y] lom | M.
k=0
Or, pour tout k € [0, n], en mettant 'angle moitié, en facteur,

.. ™
.k = (n,k21sin (—) ,
n

donc

A 2

sin (—)’ < —,
n

v, k| = 2

d’aprés la majoration classique du sinus. On a donc :

2
L(Hl < =M =2x |
k=0 n

En passant a la limite
I(f) < 2nM |

3. Soit n > 2. La somme définissant I,,(1) est une somme télescopique :

n—1

In(l) = 2 Wn,k+1 — Wnk = Wnn — Wnpo = 1-1=0.
k=0

En passant a la limite, il vient | I(1) =0}



4. Soit n = 2. On a, aprés mise en facteur de 'angle moitié par symétrisation des arguments :

1 = Cn,k(ei% _eii%
():z - Z i ().

Ainsi,

1 T
I, (—) = 2insin (—) .
z n
T
— 1 lorsque x — 0, ici avec x = —, on obtient, en passant a la limite :
n

1
I<—> =2im|
z

5. Soit pe Z, p # —1. On a alors, aprés avoir mis ’angle moitié en facteur :

In (2%) = ZCP-H(iE eiZ)=Qisin(g)nZ_:1€£1+ _QISIH( )Z_: I(P+1)7r
k=0 k=0

k=0

sin(x)

Puisque

Or, p étant fixé, pour tout n assez grand (par exemple n > p+ 1), on a p + 1 non congru a 2n, et donc d’aprés
le cours (ou en utilisant la formule de sommation de suites géométriques, la raison étant une racine n-iéme
différente de 1), on obtient :

b e

i(p T
die ) =0
k=0

Ainsi, pour tout n > p+ 1, I,,(2P) = 0, donc en passant a la limite, | [(2P) = 0|

6. La question 1 se généralise facilement a une combinaison linéaire finie, par une récurrence triviale. Ainsi, en

notant P = 3¢_ ap X*,
P(z) : k-1
I = > anl :

k=0
D’aprés les questions 4 et 5, ces termes sont tous nuls, sauf lorsque k = 0, et on obtient

I (Piz)> — aol (%) = 2agiT.

P(0) = ag = ——1I (P(z)> _

21w z

Ainsi,

Par la méme méthode, et quitte a poser des coefficients nuls pour les ag, k > d, (la somme reste en réalité finie,

donc on peut encore utiliser la propriété de linéarité)

7 P(z) _+00 k(N1 _ 7 1 _ 9 .
NI —Zak (z )=an ~) = ani.

k=0

Or, par dérivations successives, le terme constant de P(V) est obtenu par dérivation du monéme ayz" (les

autres s’annulent, ou donne des termes de degré non nul). Ainsi, le terme constant de PW) est Nlay. On a

PM(0) = Nlay = %I (P(Z)> .

donc

SN+1

Partie IT — Intégrale circulaire d’une fonction holomorphe

1. Par définition, Y. a,z" converge pour tout z € B(0, R). Soit r €]1, R[ (possible puisque R vérifie R > 1). On a
donc la convergence de Y a,r™. En notant S,, sa n-iéme somme partielle, (S,,) est donc une suite convergente,
disons de limite S. Ainsi, (S, — S,—1) converge vers S — S, donc 0. Or, pour tout n € N, S,, — S,,_1 = a,r".

La suite (a,r™) est donc convergente, donc bornée localement au voisinage de +00; puisque tout voisinage de

+co contient tout N sauf éventuellement un nombre fini d’entiers, on en déduit que ‘ (anr™) est bornée ‘ (ce sera

plus tard directement une propriété du cours).



2. D’aprés la question précédente, il existe M > 0 tel que pour tout n € N, |a,|r"™ < M soit |a,| < Mr~™. On a
alors, par inégalité triangulaire sur la sum de N + 1 & un certain p, puis passage a la limite quand p tend vers

+0 (avec conservation des inégalités), pour tout z € U :

+oo +oo
|Rn(2)] < 2 lag| < 2 Mr=N,
k=N+1 k=N+1

ceci étant bien défini par convergence de l'intégrale de droite (série géométrique), qui au passage assure la
convergence absolue donc la convergence de celle du milieu (par TCSTP). En calculant cette somme géométrique
(on peut de souvenir de la formule qu’on a évoquée en cours, ou s’arréter d’abord & p puis faire tendre p vers
+0), on en déduit :

MT*(NJrl)

By ()] < 51—

3. On déduit de la question I-2 que

Puisque r > 1, on en déduit que lorsque N tend vers +o0, I,,(Ry) tend vers 0. Soit alors € > 0. Il existe N > 0

2r My~ (N+1)
tel que T < £ (et méme tous & partir d’un certain rang). Soit un tel N. Or, pour tout z € B(0, R),
—r
N
f(z) = >} axz* + Ry (2),
k=0
donc

()] = | D] arln(¥) + L (Rn(2))].
k=0

Au cours du calcul de la question I-5, on a justifié que pour n assez grand, I, (z*) est nul, plus précisément
lorsque n > k + 1. Donc ici, pour n > N, et tout k < N, I,,(z*) = 0, donc

|In(f)| = |In(RN)| <E.

Cela prouve bien que I,,(f) — 0, donc que | I(f) =0 |.

Partie IIT — Théoréme de Liouville et théoréme de d’Alembert-Gauss

On garde les notations de la partie précédente. Soit N € N.

I < fl\(/j—)l

ou g est la fonction analytique définie par

1. On a:

N-1
) = 2 akl(zkafl) + GNI(Zil) +1(9),
k=0

+00
Vze B(0,R), g(z)= ) ajin417,
§=0

série dont la convergence équivaut a celle de la série définissant f. En utilisant les questions I-4, I-5 et II-3, il

I(Zf]\(]’i)l) = 2irmay, soit: ay = ﬁ](i\(]i)l) .

2. Soit f analytique sur C bornée par M, r >0 et g : z — f(rz). Ainsi, pour tout z € C

vient donc




La fonction ¢ est donc analytique sur C également, ses coefficients étant donnés par axr*. On applique la

question précédente a la fonction g, ce qui donne, pour tout N € N :

1 f(rz)
N _
o = 51 (L)

Or, la fonction z +— f ("2) est bornée par M sur le cercle unité, donc d’aprés -2,
lan | < L(27TM) =M
~ 27.[. .
On en déduit que
anN| < — |-
lan| N

3. Soit f analytique et bornée sur C. L’inégalité de la question précédente étant vraie pour tout r > 0, on peut

passer a la limite lorsque r tend vers +00, ce qui nous donne, lorsque N > 1 :

0<|an| <0, donc: any =0,

Ainsi, le seul coefficient pouvant étre éventuellement non nul est ag, donc ‘ f est constante‘ (de valeur ag).

4. Soit P un polyndéme & ceofficients complexes ne s’annulant pas. P est alors analytique sur C. Par la propriété
d

admise, la fonction ﬁ est définie et analytique sur C. De plus, pour tout z € C, en notant P = Z ap Xk,

k=0
avec aq # 0,

|P(2)] = laal|z|* = Jag-1]|2[" = - = Jaol.

Le comportement en +00 d’un polyndéme & coefficients réels étant déterminé par le comportement de son
monoéme domnant, on en déduit que |P(z)| — +o lorsque z — 0. Ainsi, il existe R > 0 tel que pour tout z
tel que |z| > R, |P(z)| > 1, donc % < 1. De plus, la fonction P étant continue de la variable z (produit,
combinaison linéaire de fonctions continues), il en est de méme de %. On admet que ceci implique de % est
bornée sur B(0, R). Par conséquent, la fonction holomorphe % est bornée sur C, donc constante.

On en déduit que P est constant.

On a bien prouvé que tout polyndéme non constant de C[X] admet une racine, c’est-a-dire le théoréme de
d’Alembert-Gauss |

Partie IV — Un cas particulier d’une formule de Cauchy

1. Soit N = p On utilise la linéarité de I et les résultats de la partie I :

N N
(75 @) - G- [
=0 =0

seul le terme d’indice ¢ = p étant non nul.

2. La somme infinie apparaissant dans cette question est bien définie en tant que série géométrique de raison

de module strictement majoré par 1. Par ailleurs, on a, pour tout z € U (puisque |z| = 1, et par inégalité
triangulaire)
+00 ¢ +00 N+1
2 2
o 3 @] 3 - H)
=N4+1 7 (=N+1 0

On utilise la question I-2 pour en déduire qu’alors

w8 @)

{=N+1

|ZO|N+1

<2r— |
1 — [20]




3. On utilise une sommation de série géométrique a 'envers (i.e. un développement en série de 1%) :

u

p p—1 T L
L(——) =I5 )=L(+")] (@) .
zZ— 29 1—= P

Ceci est justifié par le fait que par hypothése sur z, la série géométrique considérée est bien convergente. Soit

alors e > 0 et N > p tel que

|ZO|N+1 c

2 < -,
2

1 — |zo|
existant du fait de la convergence vers 0 lorsque N — +00. On a alors

2P N 2 ¢ 400 % Y
() - (S (@) ) - m (o 3 ()<
Z— % =0 7 t=N+1 7
Par ailleurs, I, (zp*1 Zévzo (%O)e) — 2imzl quand n — +o0 d’aprés IV-1. Donc il existe ng tel que pour tout
N ot
L=t Y (2) ) —2indf
(z Z ~ inzf

£=0
Ainsi, d’aprés l'inégalité triangulaire, pour tout n = ny,

(-2 2imat < |1, (-2 i p_li (20)4
n —2imz n —IL, |z —
Z— 20 0 zZ— 20 z

N 200!
I (27D (—) —2imzf
n (z p, 21Tz
£=0 ’
Par définition de la limite, il vient :

5P
I( )=21ﬂ'zg.
zZ— 20

N ™

TLZTL(),

< —.

<

d
. On écrit alors P(z) = Z a2 et on utilise la linéarité :
k=0
d k d
P
I P = Zakl & =217r2akz§=217rp(zo).
zZ— 20 E—0 zZ— 20 k=0

On en déduit bien

P(z) = %I(P(Z) ) .

. Soit neN, et NeN, et zeU. On a, pour tout k > N :

2k lagz"|
ag < )
z—z0| 1—]z0
et donc
+0o0 Zk 1 +00 1 +o0
Z ak <7 Z |akzk|=17 Z |k,
k=N+1 <%0 = [zl k=N+1 = |zl k=N+1

calcul justifié par la convergence de cette derniére série (déja prouvée en II). D’aprés la partie I, on a donc

+00 k +00
z 1
AR R
E=N+1 0 0l k=N+1
N +00
Or, puisque Sy = 2 |ak| converge vers S = 2 |ak| (d’aprés question 6), en formant la différence,
k=0 k=0
+00
lim Z |ak| = 0.
N
TSN
+00 Zk
On a bien réussi a majorer |I,, Z ag par une expression indépendant de n et tendant vers 0
zZ— 20
k=N+1

lorsque N tend vers +00.



6. Soit, pour tout NV € N,

N +oo
Sn(z) = 2 a2k et Ry(z) = 2 apz".
k=0 k=N+1

On a alors, pour tout n € N,

()1 (22) 5 (22)

Le dernier terme est majoré indépendamment de n par une expression tendant vers 0 lorsque N tend vers +o0.

Soit € > 0. On peut trouver N tel que pour tout n € N,
RN z g
|In <#> | < =,
Z— 20 3
3
Comme on peut choisir N aussi grand qu’on veut, on peut aussi imposer que |f(z0) — Sn(20)] < o (puisque
T

tend vers 0 quand N tend vers +0).

Par ailleurs, N étant ainsi fixé, d’aprés la question IV-4,

I, <SN(Z)> — 278N (20),

zZ— 20

donc il existe ng tel que pour tout n = nyg,

’In (SN(Z)> —2imSn(20)

zZ— 20

<

| ™

On a alors pour tout n > ng, par inégalité triangulaire,

‘In <Zf(z) > inf(zo)‘ <L, <RN(Z)>’ + ‘In (SN(Z)> — 2inSs(z0)

— 20 zZ— 20 zZ— 20

+12i7Ss(z0) — 2i7f(2)]

Cela montre bien que

lim In< f(z) ) = 2i7f(2),

n——+0w zZ— 20

et en particulier, cela prouve 'existence de cette limite, donc 'existence et la valeur de :

I <M> =2inf(z0) |

zZ— 20

Question subsidiaire : C’est fait de fagon élémentaire dans certains ouvrages, par exemple Calcul infinitésimal de

Jean Dieudonné.



