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DM no 12 : Suites

Corrigé de l’exercice 1 –

1. Soit panq une suite de complexes

(a) Soit ε ą 0. Puisque punq est de limite ℓ, il existe un rang n0 tel que pour tout n ą n0, |an ´ ℓ| ă ε
2
. Ainsi,

pour tout n ą n0, cette inégalité est vérifiée pour tous les indices k P vn0 ` 1, nw, et en les sommant, on
obtient, par inégalité triangulaire :
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ˇ

ˇ

1

n

n
ÿ

k“n0`1

pak ´ ℓq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ
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n

n
ÿ

k“n0`1

|ak ´ ℓ| ď
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n
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ÿ

k“n0`1

ε

2
ď

1

n

n
ÿ

k“1

ε

2
“

ε

2
.

(b) Puisque n0 est alors fixé (à ε fixé), la somme
n

ÿ

k“n0`1

pak ´ ℓq est constante. Donc

lim
nÑ`8

1

n

n0
ÿ

k“1

pak ´ ℓq “ 0.

(c) On en déduit l’existence d’un entier n1, qu’on peut choisir plus grand que n0, tel que pour tout n ě n1,
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pak ´ ℓq
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ˇ

ď
ε

2

Par inégalité triangulaire, en utilisant 1paq, on obtient, pour tout n ě n1 :
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´ ℓ
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pak ´ ℓq
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1

n

n0
ÿ

k“1

pak ´ ℓq
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ˇ

1

n

n
ÿ

k“n0`1

pak ´ ℓq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ε

2
`

ε

2
“ ε.

Ainsi, par définition de la limite,

lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

ak “ ℓ .

2. On suppose maintenant que panq est une suite de réels tendant vers `8 (le cas ´8 s’y ramène en considérant
p´anqq. On propose deux façons de rédiger le calcul, l’une en adaptant complètement ce qui précède, l’autre en
exploitant le cas fini.

‚ Dans une premier temps, on adapte le raisonnement précédent. Soit A P R. On dispose de n0 tel que pour
tout n ą n0, an ą A ` 1. Ainsi, pour tout n ě n0,

1

n

n
ÿ

k“1

an “
1

n

n0
ÿ

k“1

`
n ´ n0

n
pA ` 1q.

Le minorant tend vers A ` 1. Ainsi, puisque A ă A ` 1, il existe n1 ě n0 tel que tel que pour tout n ě n1,

1

n

n0
ÿ

k“1

`
n ´ n0

n
pA ` 1q ą A.

On en déduit que pour tout n ě n1,
1

n

n
ÿ

k“1

an ą A.

Ainsi, lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

ak “ `8 .
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‚ On peut aussi rédiger cela en se ramenant au cas fini. On pose A P R, et on considère la suite pbnqnPN définie
par

@n P N, bn “ minpan, A ` 1q.

Puisque panq tend vers `8, pbnq est stationnaire de valeur A ` 1 et tend donc vers A ` 1. Ainsi, d’après le
cas fini du théorème de Cesàro,

1

n

n
ÿ

k“1

an ě
1

n

n
ÿ

k“1

bn ÝÑA ` 1 ą A.

Il existe donc un rang n0 tel que pour tout n ě n0,

1

n

n
ÿ

k“1

an ěą A,

ce qui permet à nouveau de conclure que lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

ak “ `8 .

Corrigé du problème 1 – Autour du lemme de la moyenne de Cesàro

Partie I – Variantes du lemme de Cesàro

1. (a) Soit punqnPN une suite convergeant vers un réel ℓ.
‚ Supposons dans un premier temps que ℓ “ 0 Soit ε ą 0. Il existe un entier N tel que pour tout n ě N ,

|un| ď ε
2
.

On a alors, pour tout n ě N ,

1

Sn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

akuk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

Sn

N´1
ÿ

k“0

|akuk| `
1

Sn

n
ÿ

k“N

|ak||uk| (inégalité triangulaire)

ď
1

Sn

N´1
ÿ

k“0

|akuk| `
ε

2
¨

n
ř

k“N

ak

N
ř

k“0

ak

.

ď
1

Sn

N´1
ÿ

k“0

|akuk| `
ε

2
,

par positivité des termes ak. Par ailleurs, l’entier N étant alors fixé (à ε fixé), puisque Sn ÝÑ `8,

lim
nÑ`8

1

Sn

N´1
ÿ

k“0

|akuk| “ 0,

donc il existe N 1, qu’on peut prendre supérieur à N , tel que pour tout n ě N 1,

1

Sn

N´1
ÿ

k“0

|akuk| ď
ε

2
.

On obtient donc, pour tout n ě N 1 :

1

Sn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“0

akuk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε,

soit : lim
nÑ`8

1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk “ 0.

‚ Le cas général en découle, en appliquant le point précédent à la suite définie pour tout n P N par
vn “ un ´ ℓ. En effet, vn ÝÑ 0, et :

˜

1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk

¸

´ ℓ “
1

Sn

˜

n
ÿ

k“0

akun ´
n

ÿ

k“0

akℓ

¸

“
1

Sn

n
ÿ

k“0

akvn ÝÑ 0.

Donc
1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk ÝÑ ℓ
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(b) ‚ On suppose maintenant que un ÝÑ `8. Ainsi, étant donné A ą 0, il existe N ě 0 tel que pour tout
n ě N , un ě 2A. On a alors, pour tout n ě N

1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk “
1

Sn

N´1
ÿ

k“0

akuk `
1

Sn

n
ÿ

k“N

akuk

ě
1

Sn

N´1
ÿ

k“0

akuk `
1

Sn

n
ÿ

k“N

2akA

“
1

Sn

˜

N´1
ÿ

k“0

akuk ´ 2A

N´1
ÿ

k“0

ak

¸

` 2A.

Or, A étant fixé, et N choisi, puisque Sn ÝÑ `8 on obtient
1

Sn

˜

N´1
ÿ

k“0

akuk ´ 2A

N´1
ÿ

k“0

ak

¸

ÝÑ 0, et donc,

il existe N 1, qu’on peut choisir supérieur à N , tel que pour tout n ě N 1,

1

Sn

˜

N´1
ÿ

k“0

akuk ´ 2A

N´1
ÿ

k“0

ak

¸

ě ´A.

Ainsi, pour tout n ě N 1, on a :
1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk ě A.

On a donc montré que lim
nÑ`8

1

Sn

n
ÿ

k“0

akuk “ `8.

‚ Le cas un ÝÑ ´8 s’obtient en appliquant le résultat précédent à pvnq “ p´unq.

(c) Le raisonnement fait dans la première question est tout-à-fait valable dans C également.

(d) Lorsque pakq est constante égale à 1, on a pour tout n P N, Sn “ n ` 1, donc le résultat obtenu est le

suivant : si punq est une suite telle que un ÝÑ ℓ (dans R ou C), alors 1

n

n´1
ř

k“0

ak ÝÑ ℓ. C’est le lemme de

Cesàro classique.

(e) On applique le résultat précédent à la suite panq définie par an “ 1

2n
pour tout n. On a alors

@n P N, Sn “
n

ÿ

k“0

2
k “ 2

n`1 ´ 1.

D’après la première question (exprimée au rang n ´ 1), si un ÝÑ ℓ :

lim
nÑ`8

1

2n ´ 1

n´1
ÿ

k“0

2
kuk “ ℓ.

Puisque 2
n ´ 1 „

`8
2
n, on obtient : lim

nÑ`8

1

2n

n´1
ÿ

k“0

2
kuk “ ℓ

Nous avions déjà rencontré cette variante de Cesàro dans un exercice.

2. (a) ‚ Théorème de sommation des équivalents.

On peut déduire du théorème de Cesaro le résultat suivant (théorème de sommation des équivalents).
Soit panqnPN˚ et pbnqnPN˚ deux suites de réels strictement positifs. On note, pour tout n P N

˚,

An “
n

ÿ

k“1

ak et Bn “
n

ÿ

k“1

bk.

Si an „
`8

bn et
ř

an diverge, alors An „
`8

Bn.

Démonstration. En effet, il existe εn tendant vers 1 tel que bn “ anεn. La question 1(a), appliquée avec

un “ εn, nous assure alors que
n

ÿ

k“1

akεk „
`8

n
ÿ

k“1

ak, soit An „
`8

Bn.
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‚ Cas α ‰ 0

On note, pour tout n P N˚ :

Tn “
n

ÿ

k“1

un, Sn “
n

ÿ

k“1

kuk et Un “
n

ÿ

k“1

Tk.

Puisque α ‰ 0, l’hypothèse se traduit par l’équivalence Tn „
`8

αnun. Par ailleurs, pTnq est strictement

positive, donc pUnq est strictement croissante, et converge donc dans R. Si pUnq converge dans R, vers
un réel ℓ alors

Tn “ Un ´ Un´1 ÝÑ ℓ ´ ℓ “ 0.

Or, les pukq étant strictement positifs, pTnq est elle même strictement positive et (strictement) croissante,
donc ne peut pas converger vers 0. On en déduit que Un ÝÑ `8
Plus généralement, cet argument montre que si punq ne tend pas vers 0,

ř

un ne peut pas converger. On
dit dans ce cas que

ř

un est grossièrement divergente.
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théorème de sommation des équivalents, qui
nous assure que

αSn “ α

n
ÿ

k“1

kak „
`8

n
ÿ

k“1

Tk “
n

ÿ

k“1

k
ÿ

ℓ“1

uℓ “
n

ÿ

ℓ“1

n
ÿ

k“ℓ

uℓ “
n

ÿ

ℓ“1

pn ´ ℓ ` 1quℓ

Or,
n

ÿ

ℓ“1

pn ´ ℓ ` 1quℓ “ pn ` 1qTn ´
n

ÿ

ℓ“1

ℓuℓ “ pn ` 1qTn ´ Sn

On a donc αSn „
`8

pn ` 1qTn ´ Sn, et pour pourvoir passer des termes de part et d’autre, en revient aux

o :
αSn “ pn ` 1qTn ´ Sn ` opSnq donc: pα ` 1qSn “ pn ` 1qTn ` opSnq.

Comme α ` 1 ‰ 0, on en déduit que

Sn „
`8

nTn

α ` 1
puis:

1

n2un

Sn „
`8

1

pα ` 1qnun

Tn „
`8

α

α ` 1
.

On a donc bien obtenu que
Sn

n2un

Ñ
α

α ` 1

‚ Cas α “ 0

De même, en prenant cette fois un “ εn Ñ 0 dans la question 1a, on montre que si an “ opbnq et
ř

bn
diverge (les séries étant à termes positifs), alors les sommes partielles vérifient An “ opBnq.
Or, on a cette fois Tn “ opnunq. De plus, pour la même raison que plus haut,

ř

Tn diverge, donc aussi
ř

nun. En effet, à partir d’un certain rang, on a nun ě Tn, ce qui permet d’utiliser le TCSTP.

Ainsi, on obtient
n
ř

k“1

Tk “ opSnq, donc par le même calcul que ci-dessus, pn ` 1qTn ´ Sn “ opSnq, puis

Sn „
`8

nTn. On conclut comme précédemment que

Sn

n2un

„
`8

Tn

nun

Ñ 0 “
0

0 ` 1
.

Ainsi, dans les deux cas, on obtient
Sn

n2un

Ñ
α

α ` 1

(b) ‚ Montrons dans un premier temps qu’avec les hypothèses données, punq est de signe constant à partir
d’un certain rang. Soit, dans la définition de la limite, ε “ α

2
. On dispose alors d’un entier N1 tel que

pour tout n ě N1,
α

2
ď

1

nun

n
ÿ

k“1

uk ď
3α

2
.

Soit N2 “ t 2

α
u (vous comprendrez plus loin pourquoi), et N “ maxpN1, N2q.

˚ Soit n ě N . Supposons que un ą 0 et un`1 ă 0. Alors

α

2
nun ď

n
ÿ

k“1

uk ď
3α

2
nun et ´

α

2
pn ` 1qun`1 ď ´

n`1
ÿ

k“1

uk ď ´
3α

2
pn ` 1qun`1,
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d’où, en sommant :

α

2
pnun ´ pn ` 1qun`1q ď ´un`1 ď

3α

2
pnun ´ pn ` 1qun`1q

Ainsi :
´

pn ` 1q
α

2
´ 1

¯

un`1 ě n
α

2
un ą 0.

D’après le choix de N2 (vous comprenez maintenant pourquoi), pn ` 1qα
2

´ 1 ą 0, donc un`1 ą 0

d’où une contradiction.
˚ De même, en supposant, pour n ě N , un ă 0 et un`1 ą 0, on obtient cette fois :

´
α

2
nun ď ´

n
ÿ

k“1

uk ď ´
3α

2
nun et

α

2
pn ` 1qun`1 ď

n`1
ÿ

k“1

uk ď
3α

2
pn ` 1qun`1,

d’où, en sommant :

α

2
ppn ` 1qun`1 ´ nunq ď un`1 ď

3α

2
ppn ` 1qun`1 ´ nunq

Ainsi :
´

pn ` 1q
α

2
´ 1

¯

un`1 ď n
α

2
un ă 0.

et comme pn ` 1qα
2

´ 1 ą 0 par choix de N , cela contredit le fait que un`1 ą 0.
˚ On en déduit qu’à partir du rang N , un est de signe constant. Quitte à remplacer punq par p´unq (ce

qui ne modifie pas les valeurs des sommes étudiées), on peut supposer que punq est positif à partir
d’un certain rang.

‚ On peut montrer que le théorème de sommation des équivalents reste vrai si les suites ne sont strictement
positives qu’à partir d’un certain rang. Pour commencer, remarquons que la divergence de

ř

ak se fait
encore vers `8, puisqu’elle est à termes positifs à partir d’un certain rang (donc sa somme partielle est
croissante à partir d’un certain rang).
Notons n0 un rang tel que pour tout n ą n0, ak et bk soient strictement positifs, et notons σk le signe
de ak (i.e. égal à 1 si ak ą 0 et ´1 si ak ă 0), et de même τk le signe de bk. On a alors, pour n ě n0 :

n
ÿ

k“1

σkak “
n0
ÿ

k“1

σkak `
n

ÿ

k“n0`1

ak

“
n0
ÿ

k“1

pσk ´ 1qak `
n

ÿ

k“1

ak

“ An ` opAnq „
`8

An,

puisque An Ñ `8. Le TCSTP assure que
ř

něn0

bk diverge aussi (et nécessairement vers `8, la somme

partielle étant croissante). Ainsi, on obtient de la même façon :

n
ÿ

k“1

τkbk „
`8

n
ÿ

k“1

bk

De plus, puisque pour n assez grand σnan “ an et τnbn “ bn, on a aussi σnan „
`8

τnbn. Le théorème de

sommation des équivalents amène alors :

An „
`8

n
ÿ

k“1

σkak „
`8

n
ÿ

k“1

τkbk „
`8

Bn.

‚ La démonstration précédente s’adapte alors parfaitement, à condition de vérifier qu’avec nos nouvelles
hypothèses, on a toujours

ř

Tk Ñ `8. Cela provient du fait qu’aà partir d’un certain rang, Tn est
strictement positive (équivalente à une suite ultimement strictement positive), et strictement croissante
(somme partielle d’une série à termes ultimement strictement positifs), donc de limite non nulle. Donc
la somme partielle pUnq de

ř

Tk est ultimement strictement croissante, et diverge (Tn`1 “ Un`1 ´ Un

ne tendant pas vers 0). Ainsi, Un Ñ `8.
En adaptant alors le calcul précédent, on obtient bien

1

n2un

n
ÿ

k“1

kuk ÝÑ
α

1 ` α
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(c) En appliquant alors le résultat de la question 2(b) à la suite pnunq, il vient

1

n3un

n
ÿ

k“1

n2un ÝÑ
α

1`α

1 ` α
1`α

“
α

1 ` 2α
,

puis, en appliquant à nouveau 2(b) à la suite pn2unq :

1

n4un

n
ÿ

k“1

n3un ÝÑ
α

1`2α

1 ` α
1`2α

“
α

1 ` 3α
.

On conjecture alors que pour tout p P N :

1

np`1up

n
ÿ

k“1

kpuk ÝÑ
α

1 ` pα
,

ce qu’on démontre sans peine par récurrence, l’hérédité se faisant à l’aide de la question 2(b).

La cas de la suite punq constante de valeur 1 est un classique. Qu’obtient-on dans ce cas ? Vérifiez-le pour
les petites valeurs de p, et démontrez le cas général par une méthode plus directe !

Partie II – Une application classique du lemme de Cesàro

1. (a) La fonction g est dérivable sur R`, et

@x P R`, g1pxq “
1

2
pchpxq ` cospxqq.

Puisque pour tout x P R˚
`, chpxq ą 1 et cospxq ě ´1, on obtient g1pxq ą 0, donc g est strictement croissante

sur R
˚
` (donc aussi sur R`). De plus, g est continue sur cet intervalle, et gp0q “ 0, et lim

xÑ`8
gpxq “ `8.

Ainsi, d’après le théorème de la bijection, g induit une bijection de R` dans R` .

(b) Soit x P r´1, 1s. La fonction h1 “ sin est de classe C6 sur cet intervalle, et |h
p6q
1

| ď 1 sur r´1, 1s. Ainsi,
d’après l’inégalité de Taylor-Lagrange,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpxq ´ h1p0q ´ xh1
1p0q ´

x2

2!
h2
1p0q ´

x3

3!
h

p3q
1

p0q ´
x4

4!
h

p4q
1

p0q ´
x5

5!
h

p5q
1

p0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
x6

6!
,

et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpxq ´ x `
x3

3!
´

x5

5!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
x6

6!
,

En particulier, si vn est une suite de limite nulle il existe N tel que pour tout n ě N , vn P r´1, 1s. On a
alors, pour tout n ě N :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpvnq ´ vn `
v3n
3!

´
v5n
5!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď v5nεn,

où εn “ vn
6!

ÝÑ 0. Ainsi,

sinpvnq ´ vn `
v3n
3!

´
v5n
5!

“ opv5nq soit: sinpvnq “ vn ´
v3n
3!

`
v5n
5!

` opv5nq.

On démontre de même, avec la fonction h2 “ sh, vérifiant |h
p6q
2

| ď shp1q sur r´1, 1s, que pour toute suite
pvnq de limite nulle :

shpvnq “ vn `
v3n
3!

`
v5n
5!

` opv5nq.

On vient tout simplement de retrouver les développements limités à l’ordre 5 de sin et sh, que bientôt vous
devrez connaître (ce qui vous dispensera de cet argument). En additionnant les deux développements limités,
il vient, pour pvnq de limite nulle :

gpvnq “ vn `
1

5!
v5n ` opv5nq .
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(c) Soit pvnq une suite de limite nulle. Puisque gp0q “ 0, on a aussi fp0q “ 0, et f étant continue en 0, fpvnq
est de limite nulle. Ainsi, d’après la question précédente,

vn “ gpfpvnqq “ fpvnq `
1

5!
fpvnq5 ` opfpvnq5q, soit: fpvnq “ vn ´

1

5!
fpvnq5 ` o

`

fpvnq5
˘

.

Mais pour toute suite punq de limite nulle, u5
n “ opunq, donc on obtient en particulier

fpvnq “ vn ` opfpvnqq donc: fpvnq „
`8

vn , donc: fpvnq5 „
`8

v5n.

En particulier :

fpvnq ´ vn “ ´
1

5!
fpvnq5 ` opfpv5nqq „

`8
´

1

5!
fpvnq donc: fpvnq ´ vn „

`8
´

1

5!
v5n .

On exprime ce résultat de façon plus souple sous la forme : et donc

fpvnq “ vn ´
1

5!
v5n ` opv5nq

2. (a) L’intervalle R` étant stable par f , pour tout n P N, un P R`. Par ailleurs, soit h : x ÞÑ fpxq ´x. La fonction
h est dérivable sur R`, car f l’est (en tant que réciproque d’une fonction dérivable, de dérivée non nulle sur
R`). Ainsi,

@x P R`, h1pxq “
1

g1pfpxqq
´ 1.

Or, pour tout x ě 0 :

g2pxq “
1

2
pshpxq ´ sinpxqq et gp3qpxq “

1

2
pchpxq ´ cospxqq ě 0

car ch ě 1. L’inégalité est même stricte sur R˚
`. Ainsi, g2 est strictement croissante sur R` et g2p0q “ 0,

donc g1 est strictement croissante sur R`, et g1p0q “ 1. Donc pour tout x ą 0, g1pxq ą 1. Comme f est à
valeurs dans R`, on en déduit que

@x P R
˚
`, g1pfpxqq ą 1, puis: h1pxq ă 0.

Ainsi, h est strictement décroissante, et hp0q “ 0, donc h est négative sur R`. On en déduit que pour tout n P

N, gpunq ď 0, donc un`1 ď un. Ainsi punqnPN est décroissante, et minorée par 0, donc punqnPN est convergente.

Puisque h est strictement négative sur R
˚
`, 0 est le seul point fixe de f . Comme f est continue sur son

domaine r0,`8r, et que la convergence ne peut pas se faire vers `8, on en déduit que limun “ 0.

(b) Soit α P R
˚
`. On a :

1

fpunqα
´

1

uα
n

“
1 ´

´

fpunq
un

¯α

fpunqα
.

Or, puisque fpunq „`8 un, fpunq
un

´ 1ÝÑ 0, et nos équivalents classiques nous soufflent dans l’oreille que :

1

fpunqα
´

1

uα
n

„
`8

´α
´

fpunq
un

´ 1

¯

fpunqα
„

`8

´αpfpunq ´ unq

uα`1
n

„
`8

αu5
n

5!uα`1
n

“
α

5!
u4´α
n .

Ainsi, punq étant de limite nulle, cette expression admet une limite finie non nulle si et seulement si α “ 4 .

(c) Pour α “ 4, on obtient alors :

lim
nÑ`8

ˆ

1

u4
n`1

´
1

u4
n

˙

“
4

120
“

1

30
.

D’après le lemme de Cesàro, il vient alors :

lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

ˆ

1

u4

k`1

´
1

u4

k

˙

“
1

30
soit: lim

nÑ`8

ˆ

1

nu4
n

´
1

nu4
0

˙

“
1

30
,

et donc

u4

n „
`8

30

n
soit: un „

`8

4

c

30

n
.
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Partie III – Une généralisation de la partie I

1. (a) Supposons que un ÝÑ ℓ. Soit ε ą 0. On peut alors trouver N P N tel que pour tout n ě N , |un ´ ℓ| ď ε
2
.

On a alors, pour tout n ě N , du fait de la formule du binôme :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

uk

¸

´ ℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

puk ´ ℓq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ|

ď
1

2n

N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| `
1

2n

n
ÿ

k“N

ˆ

n

k

˙

ε

2

ď
1

2n

N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| `
1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

ε

2
“

1

2n

N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| `
ε

2
.

Or, pour tout k P v0, N ´ 1w,
ˆ

n

k

˙

“
npn ´ 1q ¨ ¨ ¨ pn ´ k ` 1q

k!
“ Opnkq,

donc
N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| “ Opnkq,

le nombre de termes dans la somme étant fixe. Comme nk “ op2nq, on en déduit que

1

2n

N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| ÝÑ 0.

Ainsi, il existe N 1 qu’on peut choisir supérieur à N tel que pour tout n ě N 1,

1

2n

N´1
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

|uk ´ ℓ| ď
ε

2
,

et par conséquent, pour tout n ě N 1 :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

uk

¸

´ ℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε.

Cela prouve bien que lim
nÑ`8

˜

1

2n

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

uk

¸

“ ℓ .

(b) Ce résultat n’est pas un cas particulier de la partie I, à cause de la dépendance en n du coefficient binomial.

2. (a) ‚ Supposons T régulière.
˚ En prenant punq constante de valeur 1, pvnq “ pAnq et vn ÝÑ 1, donc An ÝÑ 1.
˚ Soit k P N. En définissant uk “ 1, et un “ 0 si n ‰ k, on a un ÝÑ 0, donc vn ÝÑ 0. Or, pvnq “ pan,kq,

donc an,k ÝÑ
n ÝÑ 8

0.

‚ Supposons que An ÝÑ 1 et pour tout k P N, an,k ÝÑ 0. Soit punq une suite de limite ℓ. Considérons ε ą 0,
et N tel que pour tout n ě N , |un ´ ℓ| ď ε

2
. On a alors

|vn ´ ℓ| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n
ÿ

k“0

an,kuk

¸

´ ℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

˜

n
ÿ

k“0

an,kpuk ´ ℓq

¸

` pAn ´ 1qℓ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
N´1
ÿ

k“0

an,k|uk ´ ℓ| `
n

ÿ

k“N

an,k|uk ´ ℓ| ` |pAn ´ 1qℓ|

ď
N´1
ÿ

k“0

an,k|uk ´ ℓ| `
n

ÿ

k“N

an,k
ε

2
` |pAn ´ 1qℓ|

ď
N´1
ÿ

k“0

an,k|uk ´ ℓ| `
Anε

2
` |pAn ´ 1qℓ|.
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Lorsque n tend vers `8, d’après les hypothèses faites sur pAnq et les pan,kq, et du fait que le nombre de
termes dans la première somme est fixe, le majorant trouvé tend vers ε

2
. Il existe donc N 1 ě N tel que

pour tout n ě N 1,
N´1
ÿ

k“0

an,k|uk ´ ℓ| `
Anε

2
` |pAn ´ 1qℓ| ď ε.

Ainsi, pour tout n ě N 1, |vn ´ ℓ| ď ε, et donc vn ÝÑ ℓ. Cela montre que T est régulière.

Ainsi T est régulière si et seulement si lim
nÑ`8

An “ 1 et pour tout k P N, lim
nÑ`8

an,k “ 0 .

(b) ‚ I-1 est obtenu en posant pour tout pn, kq tel que 0 ď k ď n, an,k “ ak

Sn
, qui tend vers 0 à k fixé, puisque

Sn ÝÑ 0. Par ailleurs, pour tout n P N, on a alors An “ 1ÝÑ 1. Le résultat I-1 est donc un cas particulier
de III-2.

‚ II-1 est obtenu en posant pour tout pn, kq tel que 0 ď k ď n, an,k “
pn

kq
2n

. On a bien An “ 1ÝÑ 1. De
plus,

ˆ

n

k

˙

“
npn ´ 1q . . . pn ´ k ` 1q

k!
„

`8

nk

k!
.

Ainsi,
`

n
k

˘

2n
„

`8

nk

2nk!
ÝÑ 0,

d’après les croissances comparées. Donc lim
nÑ`8

an,k “ 0. Par conséquent, II-1 est un cas particulier de

III-2.

Partie IV – Adaptation du lemme de Cesàro pour des valeurs d’adhérence.

1. Intuitivement, à l’infini, les termes de la suite punq oscilleront entre les différentes valeurs d’adhérence, une
proportion pi des termes de la suite étant « infiniment » proches de la valeur d’adhérence ai.

Remarque : la deuxième hypothèse découle en fait de la première. Plus précisément, l’existence de pipεq et
sa définition suffisent à justifier l’existence de la limite en 0`. En effet, pi est croissante par rapport à ε, donc
réglée.

2. Soit ε ą 0 tel que ε ă 1

2
min1ďiăjďp |ai ´ aj |, de sorte que les boules Bpai, εq soient deux à deux disjointes.

L’ensemble des entiers n tels que n R
p

ď

i“1

ď

nPN

An,ipεq est fini, sinon la suite punq admettrait une valeur d’adhérence

(finie ou infinie) dans Rz
p

ď

i“1

Bpai, εq, ce qui n’est pas le cas. Ainsi, en notant n0pεq le nombre de ces entiers, et

n1pεq la valeur maximale, on a (du fait que les boules BpAi, εq sont deux à deux disjointes) :

@n ě n1pεq ` 1,
1

n

p
ÿ

i“1

bn,ipεq “
n ´ n0

n
ÝÑ 1,

donc

p
ÿ

i“1

pipεq “ 1. En passant à la limite dans cette égalité lorsque ε tend vers 0, il vient :

p
ÿ

i“1

pi “ 1.

3. Soit ε ą 0, et soit δ ą 0 (qu’on fixera ensuite plus précisément). On suppose comme précédemment que
δ ă 1

2
min1ďiăjďp |ai ´ aj | de sorte que les An,ipδq sont deux à deux disjoints

En notant, Cpδq “ Nz
n

ď

i“1

An,ipδq Ă v0, n1pδqw (avec les notations précédentes), on a, pour tout n ě n1pδq ` 1 :

1

n

n
ÿ

k“0

uk “
1

n

p
ÿ

i“1

ÿ

kPAn,ipδq

ui `
1

n

ÿ

kPCpδq

uk.

Or, pour tout k P An,ipδq, on a, par définition :

ai ´ δ ă uk ă ai ` δ donc: bn,ipδqpai ´ δq ă
ÿ

kPAn,ipδq

ui ă bn,ipδqpai ` δq.
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On en déduit donc que

αnpδq ` µn ´ ηnpδq ă
1

n

n
ÿ

k“0

uk ă αnpδq ` µn ` ηnpδq,

où :

αn “
p

ÿ

i“1

bn,ipδq

n
ai, µn “

1

n

ÿ

kPCpδq

uk et ηnpδq “ δ

p
ÿ

i“1

bn,ipδq

n
.

On a donc :

αn ÝÑ
nÑ`8

p
ÿ

i“1

pipδqai, µn ÝÑ
nÑ`8

0 et ηn “ δ

p
ÿ

i“1

bn,ipδq

n
ÝÑ

nÑ`8
δ

p
ÿ

i“1

pipδq “ δ.

Ainsi,

αnpδq ` µn ´ ηnpδq ÝÑ
nÑ`8

p
ÿ

i“1

pipδqai ´ δ et αnpδq ` µn ´ ηnpδq ÝÑ
nÑ`8

p
ÿ

i“1

pipδqai ` δ.

Il existe donc un rang Npδq tel que pour tout n ě Npδq, on ait :

p
ÿ

i“1

pipδqai ´ 2δ ă
1

n

n
ÿ

k“0

uk ă
p

ÿ

i“1

pipδqai ` 2δ.

Or,
p

ÿ

i“1

pipδqai ´ 2δ ÝÑ
δÑ0

p
ÿ

i“1

piai et

p
ÿ

i“1

pipδqai ` 2δ ÝÑ
δÑ0

p
ÿ

i“1

piai.

Il existe donc δ0 tel que

p
ÿ

i“1

piai ´ ε ď
p

ÿ

i“1

pipδ0qai ´ 2δ0 et

p
ÿ

i“1

pipδ0qai ` 2δ0 ď
p

ÿ

i“1

piai ` ε.

On a alors, pour tout n ě Npδ0q :

p
ÿ

i“1

piai ´ ε ă
1

n

n
ÿ

k“0

uk ă
p

ÿ

i“1

piai ` ε.

On en déduit que lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

uk “
p

ÿ

i“1

piai.

4. Le lemme de Cesàro est le cas où p “ 1. Il y a donc une unique valeur d’adhérence a1, et pour tout ε ą 0, tous
les termes un étant dans Bpa, εq à partir d’un certain rang, on a p1pεq “ 1, puis p1 “ 1. On retrouve alors le
lemme de Cesàro classique.

5. Il suffit de prendre une suite punq ayant deux valeurs d’adhérence autour desquels les termes de punq se répar-
tissent avec une certaine régularité. La suite définie pour tout n P N par un “ p´1qn convient :

@n P 2N ` 1,
1

n

n
ÿ

k“0

uk “ 0ÝÑ0 @n P 2N,
1

n

n
ÿ

k“0

uk “
p´1qn

n
ÝÑ 0.

6. Il s’agit cette fois de trouver une suite ayant par exemple deux valeurs d’adhérence, mais avec une irrégularité
dans la répartition des termes autour des valeurs d’adhérence. On peut définir par exemple punq par :

u0 “ 1, @k P N, @n P
0

2
k, 2k`1 ´ 1

8

, un “

#

0 si k est pair

1 si k est impair

La suite pvnq admet exactement 2 valeurs d’adhérence : 0 et 1. Un calcul direct montre alors que si pvnq désigne
la moyenne de Cesàro,

v22n´1 ÝÑ
2

3
et v22n´1´1 ÝÑ

1

3
,

ce qui empêche la convergence de pvnq.
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7. On pose pour tout n, vn “ rnun. La valeur de rn est égale à un entier de v0, 5w. En considérant les suites
extraites pv6n`kqnPN, k P v0, 5w, dont les domaines couvrent tout n, l’ensemble des valeurs d’adhérence de
punq est l’union des ensembles des valeurs d’adhérence de ces suites extraites, qui convergent chacune vers le
paramètre k2 mod 6, c’est-à-dire respectivement a0 “ 0, a1 “ 1, a2 “ 4, a3 “ 3, a4 “ 4, a5 “ 1. Ainsi, punq
admet exactement 4 valeurs d’adhérence : a0 “ 0, a1 “ a5 “ 1, a2 “ a4 “ 3 et a3 “ 4.

Soit 1

2
ą ε ą 0. Pour tout i P v1, 6w, il existe Ni tel que pour tout n ě Ni, u6n`i P Bpai, εq. Ces boules

ne s’intersectant pas lorsque ai ‰ aj, et n’ayant aucune information sur les N premiers termes, en posant
N “ maxpNiq, pour tout n ě 6N , on obtient, pour tout i P v0, 1, 2, 3w :

βi

Z

n ´ N ` 1

6

^

ď |An,ipεq| ď N ` βi

R

n ´ N ` 1

6

V

,

où βi est le nombre d’occurrences de la valeur d’adhérence dans la liste pa0, . . . , a5q (à savoir β0 “ β3 “ 1,
β1 “ β2 “ 2). On obtient alors facilement d’après le théorème d’encadrement p0pεq “ p3pεq “ 1

6
, et p1pεq “

p2pεq “ 1

3
. On en déduit que p0 “ p3 “ 1

6
, et p1 “ p2 “ 1

3
. On est donc dans les conditions d’application du

résultat précédent, et la moyenne de Cesaro pmnq converge vers

1

6
ˆ 0 `

1

3
ˆ 1 `

1

3
ˆ 4 `

1

6
ˆ 3, soit: mn ÝÑ

13

6
.
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