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MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 12 : Suites

Corrigé de ’exercice 1 —
1. Soit (ay) une suite de complexes

(a) Soit € > 0. Puisque (u,) est de limite ¢, il existe un rang ng tel que pour tout n > ng, |a, —¢| < §. Ainsi,
pour tout n > ng, cette inégalité est vérifiée pour tous les indices k € [ng + 1,n], et en les sommant, on
obtient, par inégalité triangulaire :

n

n 1n
5 m-aed 5 sedfiiig

k=no+1 k=ng+1 k=1

n

% Z (ak—f) < —

k=no+1

S|

n

(b) Puisque ng est alors fixé (a ¢ fixé), la somme 2 (ar, — £) est constante. Donc
k=ng+1

no

. 1
nll}fao - I;l(ak —{)=0.

(c¢) On en déduit Pexistence d’un entier ny, qu’on peut choisir plus grand que ng, tel que pour tout n = nq,

ZUD ak—ﬁ

Par inégalité triangulaire, en utilisant 1(a), on obtient, pour tout n = ny :
1 & 1 o 18
— a — (ap, —¥) — (ar, — £)

k=1
Ainsi, par définition de la limite,

wlm

3|H

n

L D (=10

k no+1

<

I
o

N ™
N ™

lim 2 ap = 1|
n—+ow n

2. On suppose maintenant que (a,) est une suite de réels tendant vers +o (le cas —oo s’y raméne en considérant
(—ay)). On propose deux fagons de rédiger le calcul, 'une en adaptant complétement ce qui précéde, Pautre en

exploitant le cas fini.
e Dans une premier temps, on adapte le raisonnement précédent. Soit A € R. On dispose de ng tel que pour

tout n > ng, a, > A + 1. Ainsi, pour tout n = ng,

Le minorant tend vers A + 1. Ainsi, puisque A < A + 1, il existe ni = ng tel que tel que pour tout n = nyq,

lZ+"””‘0(A+1)>A.
n

n
k=1

On en déduit que pour tout n = nq,

Ainsi, | lim 2 ap = 40|

n—+aw N




e On peut aussi rédiger cela en se ramenant au cas fini. On pose A € R, et on considére la suite (b, )nen définie
par
Vn € N, b, = min(a,, A + 1).

Puisque (a,,) tend vers +oo, (by,) est stationnaire de valeur A + 1 et tend donc vers A + 1. Ainsi, d’aprés le
cas fini du théoréme de Cesaro,

S|

\ an>l \ b,—A+1> A.
n
k=1 k=1

Il existe donc un rang ng tel que pour tout n = ny,

ce qui permet & nouveau de conclure que | lim — 2 ar =+ |.

Corrigé du probléme 1 — Autour du lemme de la moyenne de Cesaro

Partie I — Variantes du lemme de Cesaro

1. (a) Soit (un)nen une suite convergeant vers un réel .
e Supposons dans un premier temps que ¢ = 0 Soit € > 0. Il existe un entier IV tel que pour tout n = N,
un| < 3.
On a alors, pour tout n > N,

1 n 1 N-—1 1 n
5 Z apln| < o= |akug| + 5 Z lak||ug] (inégalité triangulaire)
" k=0 " k=0 " k=N
n
1 N—-1 ag
< S_ |akuk| + = kTVN
" k=0 3 ay
k=0
1 Nt €
< = lagug| + =,
Sn = 2

par positivité des termes ay. Par ailleurs, 'entier N étant alors fixé (a € fixé), puisque S,, — 40,

| N=1
lim — 2 lakuk| =0,
n—+0o00 Sn f—r

On obtient donc, pour tout n > N’ :

1 n
soit : lim 5 Z arug = 0.

n—+0 Oy
k=0
e Le cas général en découle, en appliquant le point précédent & la suite définie pour tout n € N par
Uy = U, — L. En effet, v,, — 0, et :

<SL Z akuk> —{= Sin (Z Aplpy — I;()aM) = Sinlgoakvn—»().

™ k=0 k=0

1 n
Donc S_n ];0 apuy, — ¢




(b) e On suppose maintenant que w, —> +00. Ainsi, étant donné A > 0, il existe N > 0 tel que pour tout
n>= N, u, = 2A. On a alors, pour tout n > N

- = - (477 - AUl
Sn = Sn - Sn Pt
1 & 1 &
- Z - Z QakA
S = S Pt
N— N-1
( 2 apur — 2A ) + 2A
k=0 k=0
1 (N= N-1
Or, A étant fixé, et N choisi, puisque S,, —> +00 on obtient 5 < Z apur — 2A Z ak> — 0, et donc,
" = k=0

il existe N/, qu’on peut choisir supérieur a N, tel que pour tout n ; N/,
AR N-1
— (2 apup — 2A Z ak> =>-A
™ \ k=0 k=0

Ainsi, pour tout n > N/, on a :

1 n
S_ Z apug = A
" k=0

On a donc montré que | lim Z apup = +00.
n——+0o0 Sn =0

e Le cas u, —> —oo s’obtient en appliquant le résultat précédent a (v,) = (—uy,).

(c) Le raisonnement fait dans la premiére question est tout-a-fait valable dans C également.
(d) Lorsque (aj) est constante égale a 1, on a pour tout n € N, S,, = n + 1, donc le résultat obtenu est le

suivant : si (u,) est une suite telle que u, —> ¢ (dans R ou C), alors % > ap— L. Cest le lemme de

k=0
Cesaro classique.

e) On applique le résultat précédent a la suite (a,) définie par a,, = == pour tout n. On a alors
2
n
VneN, S, = ZQk =ontl 1,

D’aprés la premiére question (exprimée au rang n — 1), si u,, —> £ :

n—1

. 1 k
ngr}rlw 2n_1]§02 up = /.

Puisque 2" — 1 ~ 2" on obtient :| lim Z 2Py, =1
+o0

n—-+aw 2

Nous avions déja rencontré cette variante de Cesaro dans un exercice.

2.(a) e Théoréme de sommation des équivalents.
On peut déduire du théoréme de Cesaro le résultat suivant (théoréme de sommation des équivalents).
Soit (an)nen €t (bn)nen+ deux suites de réels strictement positifs. On note, pour tout n € N*|

n n
= 2 ag et Bn = Z bk
k=1 k=1

Sia, ~ b, et > a, diverge, alors 4,, ~ B,.
+00 +00
Démonstration. En effet, il existe ¢, tendant vers 1 tel que b, = a,&,. La question 1(a), appliquée avec
n n
n = Ep, NOUs assure alors que ,;1 ALk ol ;1 ay, soit A, ot B,.



e Cas a#0
On note, pour tout n € N* :

Tn= iun, Snz zn)kuk et Un= Zn:Tk
k=1 k=1 k=1

Puisque a # 0, 'hypothése se traduit par I’équivalence 75, o, 0nUn. Par ailleurs, (T,) est strictement
0

positive, donc (U,,) est strictement croissante, et converge donc dans R. Si (U,) converge dans R, vers
un réel ¢ alors

T,=U,—-Up1—{€—{=0.
Or, les (uy) étant strictement positifs, (77,) est elle méme strictement positive et (strictement) croissante,
donc ne peut pas converger vers 0. On en déduit que U,, — +00
Plus généralement, cet argument montre que si (u,) ne tend pas vers 0, >_ u,, ne peut pas converger. On
dit dans ce cas que Y u,, est grossiérement divergente.
Nous sommes donc dans les conditions d’application du théoréme de sommation des équivalents, qui
nous assure que

Z(nfEJrl)ue:(n+1)Tnfzn]£w=(n+1)Tn—Sn

On a donc a5, s (n+1)T,, — Sy, et pour pourvoir passer des termes de part et d’autre, en revient aux
0
0:
aSy, = (n+1)T,, — S, + o(Sy) donc: (a+1)Sp = (n+ 1)T, + o(Sh).

Comme a + 1 # 0, on en déduit que

nT, . 1 1 «
~ uls: ~ ~ .
"toa+1 p n2u, 4o (a4 )nu, " +oa+ 1

Sy o

N
n2uy, a+1

On a donc bien obtenu que

e Casa=0
De méme, en prenant cette fois u, = &, — 0 dans la question la, on montre que si a, = o(b,) et >, b,
diverge (les séries étant & termes positifs), alors les sommes partielles vérifient A,, = o(B,,).
Or, on a cette fois T,, = o(nuy,). De plus, pour la méme raison que plus haut, > T,, diverge, donc aussi
> nu,. En effet, a partir d’un certain rang, on a nu,, = T, ce qui permet d’utiliser le TCSTP.

n
Ainsi, on obtient Y Tj = o(Sy), donc par le méme calcul que ci-dessus, (n + 1)T;, — S, = 0o(Sy,), puis
k=1

Sn ~ nT,. On conclut comme précédemment que
+00

Sn T, 0= 0
n2u,, +9o nu, T 0+1
Sh o

Ainsi, dans les deux cas, on obtient | —— —
nun, a+1

(b) e Montrons dans un premier temps qu’avec les hypothéses données, (u,) est de signe constant a partir
d’un certain rang. Soit, dans la définition de la limite, ¢ = 5. On dispose alors d’un entier N; tel que
pour tout n = Ny,

(] e

1 n 3«
S —Ylu <5
nunk=1

Soit Na = [2] (vous comprendrez plus loin pourquoi), et N = max(Ny, Na).
x Soit n = N. Supposons que u, > 0 et u,+1 < 0. Alors

n n+1
« 3 o 3
5 n < ];1 up < — Mun et — §(n + Dy < — ];1 up < f?(n + Dupgr,



d’otl, en sommant :

o 3a
E(nun — (4 Dupt1) < —Upy1 < 7(nun —(n+ Dupt1)

Ainsi :

((n + 1)% — 1) Upy1 = n%un > 0.

D’aprés le choix de No (vous comprenez maintenant pourquoi), (n +1)§ —1 > 0, donc u,41 > 0
d’ott une contradiction.
* De méme, en supposant, pour n = N, u, < 0 et u,+1 > 0, on obtient cette fois :

n n+1
«Q 3o «Q
— 5 < — ];1 up < — 5 n et 5 —(n+ Dupsr < Z uy < (n+ 1uptr,

d’otl, en sommant :

|2

((n 4 Duper — nup) < upgpq < ;((n + Dupt1 — nuy)

Ainsi : o o
((n +1)5 - 1) Uns1 < nup < 0.

et comme (n + 1)§ — 1 > 0 par choix de N, cela contredit le fait que u,1 > 0.

* On en déduit qu’a partir du rang N, u,, est de signe constant. Quitte a remplacer (u,) par (—u,) (ce
qui ne modifie pas les valeurs des sommes étudiées), on peut supposer que (u,) est positif & partir
d’un certain rang.

e On peut montrer que le théoréme de sommation des équivalents reste vrai si les suites ne sont strictement
positives qu’a partir d’un certain rang. Pour commencer, remarquons que la divergence de >’ ay se fait
encore vers +0o0, puisqu’elle est & termes positifs & partir d’'un certain rang (donc sa somme partielle est
croissante a partir d’un certain rang).

Notons ny un rang tel que pour tout n > ng, ax et by soient strictement positifs, et notons oy le signe
de ay, (i.e. égal 8 1siar >0 et —1 si ax < 0), et de méme 7 le signe de bg. On a alors, pour n = ng :

n no
$ow- S 5
k=1 k=1 k=no+1
no
= Z(Uk_l)ak"’ Z ag
k=1 k=1
= A, +0(4,) ot Ay,

puisque A,, — +o0. Le TCSTP assure que Y, by diverge aussi (et nécessairement vers +oo, la somme
n=ngo

partielle étant croissante). Ainsi, on obtient de la méme fagon :

n n

E Trbr ~ E br
+0o0

k=1 k=1

De plus, puisque pour n assez grand o,a, = a, et 7,b, = b,, on a aussi o,a, Ios Tnbyn. Le théoréme de
[oe]
sommation des équivalents améne alors :

n n
n ~ ORak ~ Tkby ~ Bh.
Do 2y Rk 2, 0 TR

e La démonstration précédente s’adapte alors parfaitement, a condition de vérifier qu’avec nos nouvelles
hypotheéses, on a toujours Y Ty — +o0. Cela provient du fait qu’aa partir d’un certain rang, 7,, est
strictement positive (équivalente & une suite ultimement strictement positive), et strictement croissante
(somme partielle d'une série a termes ultimement strictement positifs), donc de limite non nulle. Donc
la somme partielle (U, ) de >, T} est ultimement strictement croissante, et diverge (T4+1 = Upt1 — Up
ne tendant pas vers 0). Ainsi, U,, — +o0.
En adaptant alors le calcul précédent, on obtient bien

1 & Q
kup —
n2u, ];1 k 1+«




(¢) En appliquant alors le résultat de la question 2(b) a la suite (nu,,), il vient
o

Z”“ Tta @
n - 9
unkl 1+1JiLa 1+ 2a

puis, en appliquant a nouveau 2(b) a la suite (nu,,) :

673

Z n3u 1+2a a
n—> .
unkl 1+1+2a 1+3a
On conjecture alors que pour tout p e N :
1 w «
kPup —
np+ly, 1;1 b 1+pal

ce qu’on démontre sans peine par récurrence, ’hérédité se faisant a laide de la question 2(b).

La cas de la suite (u,) constante de valeur 1 est un classique. Qu’obtient-on dans ce cas? Vérifiez-le pour
les petites valeurs de p, et démontrez le cas général par une méthode plus directe !

Partie IT — Une application classique du lemme de Cesaro

1. (a) La fonction g est dérivable sur R, et
, 1
VeeRy, ¢'(z)= §(ch(:c) + cos(z)).

Puisque pour tout € R¥, ch(x) > 1 et cos(xz) = —1, on obtient ¢'(x) > 0, donc g est strictement croissante
sur R* (donc aussi sur Ry ). De plus, g est continue sur cet intervalle, et g(0) = 0, et liril g(z) = +o0.
Tr—+00

Ainsi, d’aprés le théoréme de la bijection,

dans R ‘

(b) Soit z € [~1,1]. La fonction h; = sin est de classe C% sur cet intervalle, et |h§6)| < 1 sur [—1,1]. Ainsi,
d’aprés I'inégalité de Taylor-Lagrange,

) 22 x 4 x° 8
sin(x) — ha (0) — o’ (0) — Zh{(0) gh“)( ) - ﬂ (OB h§5><o>\ < G
et donc
) $3 xs $6
sin(e) =z + 37 =57 < g

En particulier, si v,, est une suite de limite nulle il existe N tel que pour tout n = N, v, € [—-1,1]. On a
alors, pour tout n > N :

' o3 5 .
sin(vy,) — vy, + 3—7 - 5—7" < U En,
ol g, = g — 0. Ainsi,
3 5 3 5
. v, v , . v
sin(vy,) — vp + ? - 5—7 = o(v3) soit: sin(vy,) = vy, — 3—7" + 5—7; +o(v]).

On démontre de méme, avec la fonction hy = sh, vérifiant |h56)| < sh(1) sur [—1, 1], que pour toute suite

(vp,) de limite nulle :
3 5

v v 5

sh(v,) = v, + 3—’; + 5—7 +o(v)).
On vient tout simplement de retrouver les développements limités & I'ordre 5 de sin et sh, que bientét vous
devrez connaitre (ce qui vous dispensera de cet argument). En additionnant les deux développements limités,
il vient, pour (v,) de limite nulle :

1
g(vp) = vy, + gvn +o(v 5) .




()

Soit (vy,) une suite de limite nulle. Puisque g(0) = 0, on a aussi f(0) = 0, et f étant continue en 0, f(vy,)
est de limite nulle. Ainsi, d’aprés la question précédente,

vn = g(f(vn)) = f(vn) + %f(vn)g) + o(f(vn)s), soit: f(on) = vy (vn)s +o (f(vn)5) .

5!

Mais pour toute suite (u,) de limite nulle, u? = o(u,,), donc on obtient en particulier

f(on) = v + o(f(vn)) donc: f(on) oy donc: f(vn)5 o~ v;r’r

En particulier :

1

—5 lf(vn) donc: f(vn) — vy +~OO__U

fon) —vn = f(vn)5 + O(f(U?z)) T Bl s1n |

On exprime ce résultat de fagon plus souple sous la forme : et donc

Flon) = v — 708 + ofo)

L’intervalle R étant stable par f, pour tout n € N, u,, € R, . Par ailleurs, soit h :  — f(x)— . La fonction
h est dérivable sur R, car f lest (en tant que réciproque d’une fonction dérivable, de dérivée non nulle sur
R, ). Ainsi,

Vax € R+, h,,(.fC) = m — 1.

Or, pour tout z > 0 :

(sh(z) — sin(x)) et g®(z) = %(ch(a@) —cos(z)) =0

N =

9"(x) =

car ch > 1. L’inégalité est méme stricte sur R*. Ainsi, g” est strictement croissante sur R; et g”(0) = 0,
donc ¢’ est strictement croissante sur Ry, et ¢’(0) = 1. Donc pour tout z > 0, ¢’(z) > 1. Comme f est a
valeurs dans R, on en déduit que

VzeRY, ¢'(f(x)) >1, puis: B (z) < 0.

Ainsi, h est strictement décroissante, et h(0) = 0, donc h est négative sur R,.. On en déduit que pour tout n €

N, g(uy,) <0, donc u,1+1 < uy. Ainsi (uy, )nen est décroissante, et minorée par 0, donc‘ (un)nen est convergente. ‘

Puisque h est strictement négative sur R*, 0 est le seul point fixe de f. Comme f est continue sur son

domaine [0, +00[, et que la convergence ne peut pas se faire vers +0o0, on en déduit que

Soit a e R¥. On a :
1 1 1= (—fgfff))

Flun) ug— flun)

Or, puisque f(un) ~ 400 Un, %n") —1—0, et nos équivalents classiques nous soufflent dans l'oreille que :
1 1 —a ( Uy 1) —a(f(up) —un) aud a4
- ~ ~ = —u; %
flun)® g +o flun)® 4 up ™! +o0 Blyg Tt BT

Ainsi, (u,) étant de limite nulle, cette expression admet une limite finie non nulle si et seulement si .

Pour o = 4, on obtient alors :
. 1 1 4 1
im | /——— | =—=—.
n—+0 ufﬁ_l ud 120 30
D’aprés le lemme de Cesaro, il vient alors :
1" /1 1 1 1 1 1
lim — — | == it: li —_— ] = =,
st 1 /;0 (U%+1 ui) 30 . n—too0 (nufl nu%) 30

et donc




Partie IIT — Une généralisation de la partie 1

1. (a) Supposons que u, — £. Soit € > 0. On peut alors trouver N € N tel que pour tout n > N, |u, — ¢ < 5.
On a alors, pour tout n > N, du fait de la formule du binéme :

(2%,;(2>Uk)f :

Or, pour tout k € [0, N — 1],

donc

3 () = 1= 0,

k=0

le nombre de termes dans la somme étant fixe. Comme n* = o(2"), on en déduit que

1 &
L5 (Yoo

k=0

Ainsi, il existe N’ qu’on peut choisir supérieur & N tel que pour tout n > N’,

et par conséquent, pour tout n = N’ :

1 n
Cela prouve bien que nl_i)rfoo <2—n Z (Z) Uk) =/

(b) Ce résultat n’est pas un cas particulier de la partie I, & cause de la dépendance en n du coefficient binomial.
2. (a) e Supposons T réguliére.
* En prenant (u,) constante de valeur 1, (v,) = (A,) et v, — 1, donc A,, — 1.
# Soit k € N. En définissant uy, = 1, et u,, = 0sin # k, on a u, —> 0, donc v, — 0. Or, (vy,) = (an k),

donc a,r —> O.
'n— 0

e Supposons que A,, — 1 et pour tout k € N, a,, , —> 0. Soit (u,,) une suite de limite ¢. Considérons & > 0,
et N tel que pour tout n > N, |u,, —¢| < 5. On a alors

v — L] = ‘(Z ankuk> — ¢

(Zn) anﬁk(uk — f)) + (An — 1)6
k=0

N-1 n
< D) anglue =0+ D anglu — € + (A, = 1)¢|
k=0 k=N
N-1 n .
<Y anplu =+ )] an i + (An = 1))
k=0 k=N
N-—-1
Ape
< A |ug — 0] + —— + |(A, — 1)L].
k=0



Lorsque n tend vers +00, d’apreés les hypothéses faites sur (Ay,) et les (an ), et du fait que le nombre de
termes dans la premiére somme est fixe, le majorant trouvé tend vers . Il existe donc N > N tel que
pour tout n = N/,

N—1 Ae
Zank|uk—f|+ 5 + (4, —1)¢| <e.
k=0

Ainsi, pour tout n = N, |v, — £| < ¢, et donc v,, —> £. Cela montre que T est réguliére.

Ainsi | T est réguliére si et seulement si lim A, =1 et pour tout ke N, lim a,;=0]|
n—+00 n—+00

(b) e I-1 est obtenu en posant pour tout (n,k) tel que 0 < k < n, an = g—k, qui tend vers 0 & k fixé, puisque
S, — 0. Par ailleurs, pour tout n € N, on a alors A,, = 1 — 1. Le résultat I-1 est donc un cas particulier
de III-2.

e II-1 est obtenu en posant pour tout (n,k) tel que 0 < k < n, ap i = % On a bien A, = 1—1. De

plus,
n\ _n(n-—1) (n—k+1) nk
k k! w k!’
Ainsi,
G) o — 50
2 oo 2Nk ’
d’aprés les croissances comparées. Donc hIJIrl an,;; = 0. Par conséquent, II-1 est un cas particulier de
n—
I11-2.

Partie IV — Adaptation du lemme de Cesaro pour des valeurs d’adhérence.

1. Intuitivement, & linfini, les termes de la suite (u,) oscilleront entre les différentes valeurs d’adhérence, une
proportion p; des termes de la suite étant « infiniment » proches de la valeur d’adhérence a;.
Remarque : la deuxiéme hypothése découle en fait de la premiére. Plus précisément, lexistence de p;(e) et
sa définition suffisent & justifier I'existence de la limite en 0*. En effet, p; est croissante par rapport a e, donc
réglée.

2. Soit € > 0 tel que € < 4 mini<;<j<, |a; — a;|, de sorte que les boules B(a;,¢) soient deux & deux disjointes.

P
L’ensemble des entiers n tels que n ¢ U U Ap.i(g) est fini, sinon la suite (u,) admettrait une valeur d’adhérence
i=1neN

P

(finie ou infinie) dans R\ U B(a;, ), ce qui n’est pas le cas. Ainsi, en notant ng(e) le nombre de ces entiers, et
i=1

n1(e) la valeur maximale, on a (du fait que les boules B(A;,¢) sont deux & deux disjointes) :

1& n —ng
Vn = +1, =) bpile) = ———1,
nEmE 1 5 Nl =

donc Z pi(e) = 1. En passant a la limite dans cette égalité lorsque ¢ tend vers 0, il vient :

3. Soit € > 0, et soit & > 0 (qu'on fixera ensuite plus précisément). On suppose comme précédemment que
0 < %min1<i<j<p la; — aj| de sorte que les A, ;() sont deux & deux disjoints

En notant, C(§) = N\ U Ap.i(0) < [0,n1(d)] (avec les notations précédentes), on a, pour tout n = ny(d) + 1 :

1 n
E}Z“Ouk= Z Z Uz-i-— Z U -

i=1keAn, ;(d) keC

Or, pour tout k € A, ;(d), on a, par définition :

ai—0<up<ai+6 domc:  bni(d)(ai—0) < Y u; <bni(0)(ai+0).
keAy i(6)



On en déduit donc que

k=0
ol : » »
n,z( _ 1 _ bn,z((s)

2 p fhy = — 2 u, et N (6) =0 Z "

i=1 keC(é) i=1
On a donc :

\ i(9) 0 t = 5Zp: bn.i(9) 5Zp: (0)=29¢
« o0 i:1pz A, Hn oo € Nn = “ " N o0 Zlez =
Ainsi,
an(0) + iy, — (0 n = 2 pi(0)a; — 6 et an(8) + iy — nﬁﬂo 2 pi(0)a; + 0.

Il existe donc un rang N(9) tel que pour tout n = N(J), on ait :

p

sz((S) —25<—Zuk<2pl )a; + 290.

i=1 k=0 i=1

p p

P
Zpi( —26—»2])1@1 et Zpi(é)ai +26mi;piai.

i=1 i=1

Il existe donc dq tel que

p p p
Dipiai—e < Y pi(do)ai—260 et Y pi(do)a; + 200 < Z piai + €.
-1 im1

i=1

On a alors, pour tout n = N(dp) :

p 1 n p
Zpiai7€< - Zuk <2piai+€.
=1 nk:O =1

On en déduit que| lim 2 U = Z Pi;.

n——+0 N

. Le lemme de Cesaro est le cas ot p = 1. Il y a donc une unique valeur d’adhérence a1, et pour tout € > 0, tous
les termes u,, étant dans B(a,¢) a partir d'un certain rang, on a p1(e) = 1, puis p; = 1. On retrouve alors le
lemme de Cesaro classique.

. Il suffit de prendre une suite (u,,) ayant deux valeurs d’adhérence autour desquels les termes de (u,,) se répar-
tissent avec une certaine régularité. La suite définie pour tout n € N par u,, = (—1)™ convient :

] 4 ( ])n
Y 2 1 E - 0 —> Y 2 _ E — —0.
ne N + 5 Uk 0 0 ne N n Ul n 0

k 0

. Il s’agit cette fois de trouver une suite ayant par exemple deux valeurs d’adhérence, mais avec une irrégularité
dans la répartition des termes autour des valeurs d’adhérence. On peut définir par exemple (u,,) par :

0 sik est pai
up=1, VkeN, Vnel[2* 2" —1],u, = ! batt
1 sik est impair
La suite (v,,) admet exactement 2 valeurs d’adhérence : 0 et 1. Un calcul direct montre alors que si (v, ) désigne

la moyenne de Cesaro,
2 1

Vo2n_1 —> = et Vo2n—1_1 —> =

3 3’

ce qui empéche la convergence de (v,).
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7. On pose pour tout n, v, = r,u,. La valeur de r, est égale & un entier de [0,5]. En considérant les suites
extraites (Ven+k)nen, k € [0,5], dont les domaines couvrent tout n, ’ensemble des valeurs d’adhérence de
(uy) est 'union des ensembles des valeurs d’adhérence de ces suites extraites, qui convergent chacune vers le
paramétre k? mod 6, c’est-a-dire respectivement ag = 0, a; = 1, az = 4, az = 3, ag = 4, a5 = 1. Ainsi, (u,)
admet exactement 4 valeurs d’adhérence : ag =0, a1 = a5 =1, a3 = a4 = 3 et az = 4.

Soit % > ¢ > 0. Pour tout 7 € [1,6], il existe NNV; tel que pour tout n > Nj;, ugnti € B(a;,€). Ces boules
ne s’intersectant pas lorsque a; # a;, et n'ayant aucune information sur les N premiers termes, en posant
N = max(N;), pour tout n = 6N, on obtient, pour tout i € [0,1,2,3] :

—N+1 —N+1
B | P [ < il < N+ |2
6 6
ou B; est le nombre d’occurrences de la valeur d’adhérence dans la liste (ao,...,as) (& savoir By = B3 = 1,

B1 = B2 = 2). On obtient alors facilement d’aprés le théoréme d’encadrement po(e) = ps(e) = &, et pi(e) =
pa(e) = % On en déduit que pyg = p3 = %, et p1 = po = % On est donc dans les conditions d’application du
résultat précédent, et la moyenne de Cesaro (m,,) converge vers

! O—I—l 1—|—1 4+1 3 it 13
— X = X = X = X soit: My — — |
6 3 3 6 ’ 6
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