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MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 13 : Suites, asymptotique

Suggestion de travail supplémentaire (4 ne pas me rendre) : Encore le DS5 de Pannée derniére.

Consignes de remise des copies :

e Les problémes 1 et 2 sont & me rendre au plus tard le jeudi 18/01, en version numérisée en format pdf, si
possible en un seul fichier. Le nom du fichier doit étre dm13-votre_nom.pdf (par exemple dm13-troesch.pdf
si j’avais une copie a rendre) et doit étre envoyé a 'adresse alain.troesch.pro+dm@gmail.com (ou transmis
par clé usb).

e Le probléme 3 doit étre rendu en format papier mardi 23/01.

Corrigé du probléme 1 - Formule de Stirling Partie I — Intégrales de Wallis.

1. Soit n > 1. Intégrons I, 11 par parties, en dérivant sin” et en intégrant un facteur sin. Les fonctions considérées
étant de classe C*, 'intégration par partie est licite, et donc :

x
3 z 3

Ini1 = J sin"*t!(x) do = [ — coszsin” x] + nf cos? zsin" !z da
0 0

%
= nJ (1 —sin®z)sin" 'z dz = n(l,—1 — Li1).

0
En isolant I,, 11 dans cette équation, on trouve | I,;1 = Z T L1
3 T 3 E
2.Ona:[0=f lde == =1y |; Il:f sinxd,r:[—cosx] =|1=1;|
0 2 0 0
On a alors, pour tout p > 1 :
2p—1 2p—1 2p—3 2p—1)2p—3)---1
I, = Iy = o——lypg == Iy
2p 2p  2p-2 (2p)(2p—2)---2
(2p)! m_ @ptw | @pt T,
(2p(2p—1)---2)22  (2pph?2 | 22(p)> 2 7|
On a de méme, pour tout p > 1.
I _2p 7 _2p 2p—QI _ o 2p(2p—2)---2 7
P oy 1P T oy 1 2p =37 T T T 2pr D(2p—1) -1
(2p(2p—2)---2)* _ (2rph)? _| 2%(p)? _ |
(2p+1)! (2p)! (2p+ 1) P

3. Soit n € N. Pour tout z € [0, 2], 0 < sinz < 1, donc 0 < sin"™' z < sin™ 2. Ainsi,

™

Z 3
J sin” Tz dx < J sin" z dzx soit : I, < I,,.
0 0
. . . , . , In+1 .
Ainsi, la suite (I,)nen est décroissante. Par conséquent, pour tout n € N* 7 < 1, et de plus, puisque
n
I, I,
Iy_1 =21, ntl 5 2+ On obtient donc, pour tout n € N*, ’encadrement :
In Infl
1>In+1 >In+1 __n
I, I, 1 n+1




4. L’encadrement trouvé dans la question précédente nous assure, d’aprés le théoréme des gendarmes, que

In+1 -1

lim
n— +00 In

127) .
Iop_1 °

Iy ) 2p —1)! 2p)! \* 2p? 2p)! 1\
e T

Tyt 22(p)? 2 20D ((p— 17
Cette expression tend vers 1 lorsque p tend vers +00 d’aprés ce qui précéde. Ainsi, en passant a la racine carrée,
on obtient

Pour trouver la formule de Wallis, on exprime

(2p)! 1

lim P p—
p—-too 22p(pl)2 P AT

Partie IT — Formule de Stirling.
nle™

1. On obtient, a l'aide du développement limité de In donné dans 1’énoncé :

Soit, pour n € N* S, = 1In

B N A R PR W
Sn = Sn-1 =1 ny/n ! (n—1)n=1/(n—1) 1 (n”\/ﬁ (n—1)len~1 )

() e (o ()

1

On a donc|S,, — Sp—1 T 1 |

1

2. Par un argument classique de comparaison avec une intégrale, du fait de la décroissance de la fonction ¢ — -

sur Ri, on a, pour tout n = 2 :

d’otu, d’aprés la relation de Chasles :

LA "odt 1
Z—2<1+f —=1+1--<2
on 1t n

n
Ainsi, la somme partielle ( > #) est majorée, et elle est clairement croissante. Ainsi, elle est convergente.
k=1 neN#¥
On en déduit la convergence de la série Y, .

Il s’agit en fait d’'une série de Riemann, dont la convergence sera un résultat du cours.

3. Puisque S,,_1 — S, par propriété de conservation du signe, S,,_1 — .5, est positif & partir d’'un certain

+o0 122"
rang. Si on connait le théoréme de comparaison par équivalents des séries & termes positifs, on peut conclure
tout de suite a la convergence de >.(S,—1 — Sy), donc aussi de > (S, — Sp—1). Sinon, on se raméne au TCSTP

classique, en remarquant que I’équivalence ci-dessus implique l'existe d’un rang ng tel que pour tout n = ng,

1

0< 81— Sn < T35

Ainsi, d’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, »:(S,—1 — Sy,) converge.

n
Or, la somme partielle de cette série est Z Sk — Sgy+1 = S1 — Spi1- Ainsi, la convergence de la série est
k=1

équivalente a la | convergence de la suite (Sy,),en+ vers un réel fini S. ‘




4. Soit n € N*. g, = 5", donc, puisque la fonction exponentielle est continue, lim o, = e”.

n—+00
2 5y2
Ainsi, lim In _ (e S) =’
n—+00 Jop e
De plus - on _ ( nle” % (2n)2"/2n _ 22"(71!)2\/5_
Ton n"\/n (2n)le2n (2n)ly/n

D’aprés la question (le), la limite de cette suite est 4/27. Ainsi, e¥ = /2m, soit : | S = Inv2r |
5. La limite de (04, )pen+ est v/2m, done :

nle” nle”
——= = V/2m, soit : g V2r(1 +0(1)), soit: [n!=n"e "V2rn(1l+ o(1)) |

lim

n—+w N \/ﬁ

Corrigé du probléme 2 —

Partie I — Etude d’une suite définie par une récurrence linéaire.

1. Soit P le polynéme défini pour tout x € R par P(z) = 23 — 2% — 22 + 1.

e P(—2) = —T7,et P(—1) = 1, et P est continue sur [—2,—1], donc P admet une racine z; dans | — 2, —1]
d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (pour l'instant, je ne sais pas si elle est unique; on peut
obtenir 'unicité en faisant une étude plus précise des variations de P, et en utilisant le théoréme de la
bijection, mais c¢’est inutile, comme vous allez le constater)

e P(0) =1et P(1) = —1, et P est continue sur [0, 1], donc P admet une racine x5 dans |0, 1[, d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires.
e P(1) = —1 et P(2) = 1, et P est continue sur [1,2], donc P admet une racine x3 dans |1,2[, d’aprés le

théoréme des valeurs intermédiaires.
Ainsi, on a trouvé trois racines distinctes. Comme P est un polynéme de degré 3, il admet au plus 3 racines
distinctes. Ainsi, z1, o et x3 sont les seules racines de P.

D’ou l'existence et I'unicité de ‘ racines de P, x1, o et x3 vérifiant -2 <21 < -1 <0<ax <l <w3 <2 ‘

2. On a donc, pour tout z € R :

P(z) = 22— —2+1= (x —21)(z—x2)(x —23) = % — (1 + 22+ xg)z2 + (2122 + T1T3 + Tax3)T — T1T2T3.

Par identification des coefficients du polyndéme, on obtient ‘ T+ +23=1 ‘

Vu les intervalles contenant les racines 1, 2o et x3, on a bien |zo| < |z1]. De plus 3 =1 — 27 — 29 > —x7 car

xg < 1, et comme z; < 0 et x3 > 0, cela implique |x3| > |21|. Ainsi, on a bien ‘ |xa| < |zs| < |21 ‘

3. Soit, pour tout n dans N\{0, 1}, la propriété P(n): ap < -+ < ap—1 < ap.
D’apreés les conditions initiales, ap < a1 < az, donc P(2) est vérifié.
Soit n € N\{1, 2} tel que P(n). Alors Alors, en particulier, puisque ag = 0, on a a, = 0 pour tout k € {1,...,n}.
De plus, d’aprés la relation de récurrence vérifiée par (ay,),

Up+1 — Gp = 2an—1 —Gp—2 = Qp—1 + (an—l - an—Q)-

Or, an,—1 = 0 d’aprés ce qui précéde, et a,—1 — ap—2 = 0 d’aprés 'hypothése de récurrence P(n). Ainsi,
Apt1 = Gy, PUiS ap < -+ < apy1, c'est-a-dire P(n + 1).

Par conséquent, P(2) est vraie, et pour tout n dans N\{0,1}, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N\{0, 1}.

Ainsi, ‘ (an)nen est croissante, et strictement positive a partir du rang 2, puisque as = 1 ‘

4. Les suites (27 )nen, (25 )nen €t (25 )nen vérifient la relation de récurrence (vérification immeédiate), donc aussi
(Un )nen définie pour tout n € N par v, = Mzl + Aozl + Agal, pour un certain choix de réels A1, A2, As. Ainsi,
si on trouve des réels A1, A2, A3 tels que (v, )nen soit égale aux rangs 0, 1 et 2 a la suite (an)nen, on aura deux
suites définies par la méme relation de récurrence et les mémes conditions initiales : elles seront donc égales. 11
suffit donc de trouver (A1, A2, A3) tel que

A1+ Ag + A3 = 0
AMx1 4+ Aoxo + A3z = 0
)\156% + )\QSC% + )\31‘% = 1.
Alors A3 = —(A2 — A1), d’on, en remplagant dans les deux derniéres équations,
)\1(1‘171‘3)4’)\2(1‘27563) = 0
A (23 —22) + Aa(23 —22) = 1.



De plus 23 — 23 = (22 — x3)(22 + 23), d’olt, en multipliant la premiére équation par (2 + x3) et en retranchant
la seconde, on trouve :
)\1(($1 — .Z'3)($2 +x3) — (.1'1 — .Z'3)($1 + .1'3)) =—-1

et par conséquent,

De méme, on trouve

1 1

M= @) | T )@ ) |

Pour ce choix des réels A1, A2 et A3, on a donc vg = ag, v1 = a1 et v = ag. De plus (a,)nen €t (Up)nen suivent
la méme récurrence d’ordre 3, donc l'égalité des trois premiers termes améne 1'égalité des suites (an)nen et

(Un)neN
5. Soit r et s tels que |r| < |s|. Alors
_ (ITI)"
s}’
il s’agit d’une suite géométrique de raison comprise dans [0, 1[, donc elle converge vers 0. Ainsi, par définition,
r™ = o(s") |

Puisque |z3| > |22, 5 = o(z}). De méme, =} = o(z}). Par conséquent,

Tn

sn

n n n n
an = M) + Aoy + Azxy ot A3y ot an |-

Remarquez que je ne mets pas de quantificateur, puisque n est une variable muette dans I’équivalent.
6. De l'équivalent de (ay,)nen, on déduit I'équivalent suivant de (b, )nen :

n+1
b )\31'3

~ — = 9.
n ™ 3
+oo A3y

Ainsi, ‘ (bn)nen tend vers x3 ‘

Partie II — Etude et amélioration de la vitesse de convergence de (b,,)nen.

1. Soit (up) et (vy) tels que uy, = o(vy,). Alors, puisque (vy,) ne s’annule pas, (Z—") tend vers 0, donc est bornée.
Ainsi, [ u, = O(vy) |
2. Calculons b,, — x3, pour tout n € N :

Vn e N b )\11‘?+1 + )\Q.Z'ngl + )\3$§+1
n en =b, — 13 = -z
’ " " 3 )\1%? + )\2%3 + )\3%? 3
Ml (z1 — x3) + Aoz (22 — x3)

)\11‘? + )\ng + )\3$g

Or, puisque |z1| > |z2|, le numérateur est équivalent a Az (x1 —x3), et le dénominateur, égal & u,, est équivalent
a Asz%. En faisant le quotient de ces deux équivalents, on obtient bien

c ( ))\1 z "
n ~lx—x3)— | — .
+o0 ! 3 )\3 T3

3. C’est quasiment la définition des O. Plus précisément, puisque

En

lim = =1,
n—-+0oo0 (.1‘1 _ .1'3)% (z‘_;)
oo €
il existe un rang N tel que pour tout n > N, o <2

A "

(.1‘1 - wg))\—i (%)
s A
On en déduit que pour n = N, |b, — x3| < 2|(z1 — 1'3))\—
3

Z1

)

. Ainsi, | |b, — 23] =0 (

Cela correspond bien & la définition des O, avec M = 2 ’(.1‘1 - x3)§—;




4. Soit B8 > 0, et soit E(B) I’ensemble des suites (un)nen telles que u,, = O(5™).
(a) Si B <1, alors (8™)nen tend vers 0. Or si (un)neny € E(B), il existe M tel que :

VneN, |u,| < MB™.

La suite (Jupn|)nen est donc majorée par une suite convergeant vers 0. D’apreés le théoréme d’encadrement,

(un)nen admet une limite et | lim wu, =0
n—+0o0

(b) Soit g tel que |¢q| < 8. Alors une suite géométrique de raison ¢ s’écrit, pour tout n € N, u,, = upq™. Ainsi,
U " "
Vn e N, —"=u0q—=u0<g> .

Comme

%‘ < 1, cette suite tend vers 0. Donc u, = o(5") et donc | u, = O(8") |
4]

(¢) Soit £ # 0 la limite de (v, )nen. En appliquant la définition de la convergence de (vy,)nen vers £ avec € = oL

il existe IV € N tel que :

1 3|¢
Vn)N,|—2|<|vn|<%.

De plus, puisque (un)nen € E(B), il existe M € R tel que
VneN, |up| < Mp".

Donnons-nous un tel N et un tel M. Alors :

tn o 2M <u—"> e E(B)|;
neN

e V¥n>=N, — < —p" donc
Un, Y4 Un,

36| M
o Vn =N, |uyv,| < %ﬂ", et par conséquent ‘ (UnVn)nen € E(B) ‘
. T2 T2 z1 .
5. Puisque |z2| < |z1] < |z3],ona: |—| <1, |—| <1, et |—| < 1, et par conséquent :
T Zs3 Zs3
2
T2l _ P2 11 s LToli) _ |P2 11 s ot T _ |t T s
Z3 X1 T3 x3|’ z3 T3 T3 x3 z3 T3 T3 3
L €
Ainsi, 8 < |—|. De plus, pour tout n € N,
T3
n n
)\1 I )\11'711(561 — 503) + )\2563(1‘2 - 1'3) )\1 I
bnf.ng*(SCl*SCg)— — = n = = 7(5617563)— —
A3 \ z3 )\1$1 + )\21‘2 + )\3.%'3 A3 \ z3
Ay ™ Mo Al (=} " Ade (ziTo " My
127 (1 — @3) + Aoy (z2 —x3) — (1 —23) 3 (22) — (@1 —23)2 = — (1 — z3) A1 Y
)\11‘? + )\21‘3 + )\31':73}
AP (22\" A1) "
n 1T
)\2$2 ($2 — .T3) — (.Tl — wg)/\—; (z—;) — ($1 — $3);\—32 ;—32
)\156? + )\2563 + )\356? ’
donc, d’aprés I'équivalent de (a,)nen trouvé dans la question I-5,
AZ 2 n n
)\1 71 n )\ng(:L'Q — 563) — (561 — 1'3))\—§ (i—i) — (1‘1 — ZEg))\i—ig z;—?
bnfng(xl—zg)— — ~ n
)\3 I3 +00 )\3.%'3
)\2( )<$2>n ( ))\% (ac% " ( ))\1)\2 12 "
~ —@T2—x3)| — | —@1—®)z5| =) @1 —-—23)—5 | —
+00 A3 T3 A5 \ 23 A3 x5

n 2\ N n
Par définition de 8, <i—§) — O(8"), <%) — O(8") et (55;9262) — O(™). Par conséquent, en multipliant
3 3

ces expressions en O(S8™) par des constantes, et en les additionnant, on trouve :

by — w5 — (21 — 2) 2L <ﬂ>n —0(8™) |

Az \ 73




6. D’aprés la question précédente,

Z1

)\ n )\ n+1
bn=z3+<x1x3>A—;(x—3> OBy et bn+1—z3+<x1:c3>1(ﬂ) Lo,

Az \ 73

Or, gt = 3.7, donc O(B"*1) = O(B™) (simplification par une constante non nulle dans un O). Par
conséquent :

Cp =

Ainsi,

n_2+0((8)) o _zmro((®))-z-no((®)) o))

Cn - = n - = = n *
ST eT el ()
x1 T Z1
n
Or, d’apreés la question 4, (Bw—c”ld) est une suite géométrique dont la raison est de valeur absolue strictement

Bas

Z1

n
inférieure & 1, donc elle converge vers 0. Par conséquent, 1+ O (( ) ) est de limite égale & 1. En appliquant

— ch

la question (3c) avec g’ = , on en déduit que

2o ((2))

1

AinSiiCnﬂ20(<%> ),soit: cn=ﬂ+0(<%> )
Zz3 X1 T3 T

7. En remplacant b, 41, by, et ¢, par les expressions en O obtenues dans les questions 4 et 5, on obtient :

bt — nbn — (1 — )3
e (3 - (o (3) o) (30 (2)))
e () o((2))-one((2))

Remarquons maintenant que
Y o((2))-o((2) () -
on((2))-0((-2)) -

. Ainsi, b1 — epbn — (1 — ¢ )z = O(B™), et ainsi, en divisant par 1 — ¢, de limite 1 — i—i # 0, on

et que

obtlen‘c7 d’ aprés la question (3c¢), ‘ dp, — x5 = O(B") ‘

On peut dire qu’on a accéléré la convergence puisqu’on a construit une suite (d,, )nen convergeant vers zz, plus

vite que (by,)




Corrigé du probléme 3 - Convergence en un point fixe attractif d’une suite définie par une récurrence

Partie I — Convergence vers un point fixe attractif

1. Soit k €]|f'(r)],1[. Par hypothése, f’ est continue en r, donc, par définition de la continuité avec =
k—1f'(r)] > 0.
361 >0, Voe B(r,61) n 1, |f'(z)—f'(r)]<k—|f(r)

L’inégalité triangulaire améne alors :

|f'(z)] < k.
Or, comme I est ouvert, il existe d2 > 0 tel que B(r,d2) < I. En prenant alors § = min(dq,d2), ona| B(r,d) < I},

et pour tout = € B(r,d), | |f ()] < k|

2. L’inégalité des accroissements finis (inégalité de Taylor-Lagrange a ordre 0) montre alors que pour tout z €
B(r,0),
|f(@) =] = [f(x) = f(r)| < klz —r] < ké < 6.

Ainsi, B(z,0) est stable par f. Par conséquent, si zy € B(r,d), alors pour tout n > N, z, € B(r,0). Soit
n > N. En appliquant 'inégalité ci-dessus pour x = x,, € B(r,d), sachant que f(z,) = &,4+1, on obtient :

|[Tnpr = 7| < klan =7,

et une récurrence immédiate améne :

Vn =N, ||z, —7| <k"Nazy —r||

3. e Supposons qu'il existe N € N tel que zx € B(r,d). Alors, d’aprés I-2, pour tout n = N,
|z — 7| < K" Ny —rl.

Le second memebre est une suite géométrique de raison k € [0, 1[, donc converge vers 0. Le théoréme
d’encadrement permet de conclure que |z,, — r| — 0, donc m

e Réciproquement, supposons que (&, )nen converge vers r. Alors, par définition, avec ¢ = ¢ > 0, il existe
N € N tel que pour tout n = N, |z, —r| < 6. En particulier, cette inégalité est vraie pour n = N, ainsi,

IN € B(T,é) .

Partie II — Estimation de la vitesse de convergence en un point attractif

1. Soit k > | f'(r)|, et " €]|f'(r)|, min(1, k)[. Soit § comme en I-1 associé a k’. D’aprés 11-2, et II-3, puisque =, — 7,
il existe IV € N tel que pour tout n > N,

lzy — 7|

|zn — 7| < (k)N (k)"

Ainsi, |2, — 7| = O(k™), et comme 0 < k' < k, on en déduit que ‘ |xn — 7| = o(k™) ‘

2. Tl s’agit d’un cas particulier de la formule de Taylor-Young. Si la fomrule n’a pas encore été vue au moment de
faire le probléme, en voici une preuve. La fonction f est de classe C2. Soit € > 0. Il existe donc § tel que pour
tout x € B(r,9), |f"(x) — f"(r)| < e. On consideére alors la formule de Taylor avec reste intégral, entre r et z,
pour z € B(r,9) :

F@) = 1) + (@ — ) f() + f (z— 1) (1) dt.
Or,
(x—t)f"(t) dt < f (x —t)(f"(r) +¢) dt,

soit :

_ )2 T _ )2
() - < [w-orw a < E 0 40
Si u, — 7, il existe N tel que si n = N, u, € B(r, ), et pour un tel n :
Up — T 2 " Un ” Up — T "
)=o) < [ =00 ar < 22 (0 +)



Par définition de la négligeabilité, on a bien :

[ =70 @t = L2 )+ o = 2

T

En remplagant dans 1’égalité précédente, il vient bien :

3. (a)

Flun) = £+ (i =) () + 5 (= P2 ) + of (= 7).

Par hypothése, (2, )nen converge vers r. Done, d’aprés la formule de Taylor-Young ci-dessus, il existe une
suite (£, )nen de limite nulle, telle que :

VieN, f(z;)=r+f(r)(z; —r)+ / 2(7") (xj — r)? + (xj — 7’)25j.
Ainsi,
VieN, |wjp1 —r=f(r)(z; —r)(1+R))|,
ou : " 1
VjieN, Rj = <;f,—((?) + f,(r)> (xj —7)ej,

Comme (x; —r) = O(k7) d’aprés I11I-1, on en déduit que | R; = O(k?) |.

C’est une récurrence triviale laissée au soin du lecteur.

e On a pour tout j € N, |1 + R;| = 0. De plus, si |1 + R;| = 0, alors R; = —1, et en remplagant dans
lexpression de la question III-3(a), on obtient ;41 = r, et donc, comme r est point fixe de f, (2 )nen
est stationnaire de valeur r. Ce cas est exclu par hypothése.

Ainsi, pour tout j € N, |1 + R;| > 0, donc In(]1 + R;|) est défini.

e On a R; = O(k™) pour tout k > |f'(r)|. Comme on peut en particulier remplacer k par k' < 1, cela
assure que R, converge vers 0. Donc il existe N tel que pour j = N, |R;| < 1. Par conséquent, on peut
enlever la valeur absolue pour j grand, et la convergence vers 0 de R; permet alors d’affirmer que, pour
7 tendant vers +o0,

In(|1+ R;|) =In(1 + R; ) ~ R

Or, R; = O(k™), donc In(1 + R;) = O(k™), donc il existe M tel que
VieN, |In(|l+ R;|)| < MK

On peut choisir k € [0, 1[, puisque |f’(r)| < 1. Ainsi, Y.k’ converge. On déduit alors du TCSTP la conver-
gence de Y} |In(]1 + R;|)|, donc la convergence (absolue) de > In(|1 + R;|). Notons

+00
S =Y In(|1+ Rj)).
=0
On a alors 'existence de la limite suivante :

lim
n—+ao0

{0

Par ailleurs, R; convergeant vers 0, tous les termes du produit sont positifs & partir d’un certain rang, donc
n

le produit ne change plus de signe & partir d’un certain rang. Cela assure la convergence de H (14 R;), soit
j=0

S , non nul et non infini. Notons ¢ celle limite réelle non nulle. La question 3(b) permet

vers e” soit vers —e
alors d’établir que

S

Ty =7 o~ (xo =) (r)", soits =7~ A(f(r)" |

ot A\ = (zg —r)L.



4. (a)

On utilise & nouveau la formule de Taylor-Young, donnant ’existence d’une suite (&, )nen tendant vers 0, et
telle que :

: P 1 G P S
VieN, zj1 = f(a;) =71+ T(wj — 1)+ (z; — 1)y,
puisque f’(r) = 0. Comme f”(r) # 0, on peut écrire
"
VieN, |zj1—r= fT(T)(z] 721+ S)) |,
N . . 26]' .. . .
otonaposé:VjeN, §;= f”—() Comme (g;)jen est de limite nulle, la suite (S;) ey également.
r

Soit, pour tout n dans N\{0, 1}, la propriété P(n):

" n—2 _— 2"
%—wyiﬁﬁf%w—aﬂu+&ﬁﬂ><uﬁwm

En appliquant deux fois la relation de la question précédente, on a :

Ty —1 = @(m —r)2(1+8) = f/;(r) (%”) (o — )" (1 + So)*(1 + S1)

"y 3
- (fT()> (o —r)*(1 + So)?(1 4+ Sy),

dott P(2).
Soit n € N\{0, 1} tel que P(n). Alors, d’aprés la relation de la question précédente, suivie de 'hypotheése de
récurrence,

Tn+1 —T = @(xn _ T)Q(l + Sn)
n 2
"y 2 ey n—2 i 2
- f2( ) o) <f2( )(:Eo—r)]ll|1+5j|2 ) 1+ Su-1)| (1485
2 f”(T) n—2 - gn+1 R
= f”(?‘) 9 ($O*T)1_[)|1+Sj| (|1+Sn,1| ) (1+Sn)
j=

Le passage aux valeurs absolues pour (1 +.5,,_1) est justifié par le fait que 'exposant est pair (Pexpression
est élevée au carré). On obtient donc :

2n+1

" n—1 .
Tp1 —T = f”2(r) <f2(r) (mo—r)jljoﬂ—i-SﬂT] ) (14 Sp).

Ainsi, P(n + 1) est vrai.

Par conséquent, P(2) est vraie, et pour tout n dans N\{0, 1}, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe
de récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N\{0, 1}.

n—2 )

. A . . —j—1 ..

Par continuité de exponentielle, la convergence de la suite (H |1+ 552 vers une limite non
J=0
n=2

n—2 L
nulle est équivalente & la convergence de la suite <ln (H 11+ 5> 1)) dans R, c’est-a-dire a la
n=2

Jj=0

n—2
convergence de la suite ( Y smrn(1+ S J|> . Il suffit donc de montrer la convergence absolue de cette
3=0

n=2
série, c’est-a-dire la convergence de Y 574 [In|1 + Sj|.

Or, comme précédemment, puisque S; est de limite nulle, on obtient |In(1 + S;)| — 0. Ainsi,

1 1
et i1+ 5501 = 0 (557



(c’est méme un o). Ainsi, le TCSTP nous assure la convergence de Y, w7 |In(|1 + S;|)|, donc la convergence
(absolue) de ¥, w7 In(|1 + Sj]).

n—2 )
Comme précédemment, on en déduit | existence de la limite de <n 1+ S j|27] 1) , cette limite étant
J=0 n=2

non nulle.

(d) La question ne mérite pas tellement son étoile, il faut juste penser a utiliser des e. Soit € > 0. Il existe N
tel que pour tout n > N, In|1 + S| < e. On a alors, pour tout n > N + 1, et tout m > n

US| 21 LA EE | 5
2 gl + S < X G+ Shi< X gme<e X =g
j=n—1 j=n-—1 j=n—1 j=n—1

Ainsi, pour tout n = N,
On en déduit que | 2" In(m,) — 0|

(e) Soit A la limite de ( 5

” n—2 i
L0 (g —7) TT 1+ 852
j=0

) (on sait qu’elle existe d’aprés la question 4(c), et
n=2

qu’elle est non nulle, d’apreés les hypothéses, sinon (x,,) serait stationnaire, la limite du produit étant non
nulle). Donc A > 0. De plus, pour tout n > 2,

" n—2 P
A= fr) Q(T)(xo—r)l_[|1+Sj|2ﬂ ST
j=0

et par conséquent, 'exposant 2™ étant pair :

271, 271,
" n—2 —i— e n—2 _i—
PO (o —r) [T 1+ 827 Ei (g —r) TT 11+ 8,27
7=0 _ j=0 o gm
2" - 2" - |7Tn |

Or, d’aprés la question précédente, ln(ﬂ%n) tend vers 0, donc ﬂ',%n tend vers e’ = 1. On en déduit que

271
GV = .
<T($Q—7‘)j];([)|1+5j|2 +~oo)\2 .

Ainsi, d’apreés la question 4(b) :

222"

Tn =T~ —f”(r) .

Partie IIT — Un exemple : les suites de Héron

1.(a) fp est de classe Ccal?, car il s’agit d’une fraction rationnelle.
Déterminons les points fixes de f;, : soit re I. On a :

= =pre=rP =aq<=r=a=ar.

folr) =7 = (p—1)r +

En effet, r est positif, et a admet une unique racine p-iéme positive.

Ainsi Q = {¢/a}.

La dérivée de f), est :

d’otul le tableau de variations :

10



+00 +00

fo(@) \ /

11 en résulte dans un premier temps que f(I) < I, ce qui assure que pour toute valeur de zg € I, la suite
(x,,) associée & f existe.

Par ailleurs, les variations montrent que [{/a, +o0[ est un intervalle stable, et que f]0, ¥/a] < [¥/a, +o0|.
Donc, pour toute valeur xg € I, on a z1 € [{/a, +o0[, puis par stabilité :

Vn=1, |z, > ¥al

De plus, pour tout n > 1,

1 ( 1 + a Ty [ a 1
T — Xy = — — 1)z —xp=—|— — .
n+1 n P p n :C;fl_l n P 1'7%
Comme z,, > ¥/a, on obtient x,+1 — x, < 0. Ainsi, (x,)nen est décroissante, au moins & partir du rang 1,

et minorée par ¥/a. Donc (z,,) converge, vers le seul point fixe dans les parages : .

L’expression trouvée pour f, montre que f,({/a) = 0. Par ailleurs, on calcule sans difficulté

P -2=1 so

Ainsi, on est dans les hypotheéses de 1I-4.
Soit (4 )nen €t (Un)nen définies par ug = xg, vo = 1 et

2 2
VneN, u,i1 =u;, +av; et Unt1 = 2UpUn.

Un

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): u, >0, v, > 0 et z, = 2.
Onawug =9 >0,v9=1>0et zg =32, dott P(0).
Soit n € N tel que P(n) soit vrai. Alors

Uptl = ufl + v,% >0 et Unt1 = 2UnUy > 0.
On peut donc considérer le quotient :j"—ii :

2 2
u uz + av 1 /u av 1 /u av 1 a
ntl _ Un n=_<_"+_")=_<_"+_">=_(xn+_)=xn+1_
Un+1 2UpUn, 2 \ v, U, 2 \ vy, Uy, 2 Tn

D’oa P(n + 1).

. Un
Ainsi, pour tout ne N, |z, = —
Un

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Soit ne N. On a :

Unt1 + Va1 = U2 + av? + 2\/au,v, soit: Uni1 + V@ Vi1 = (Up ++/a-v,)% |

Ainsi, une récurrence triviale ameéne :

VneN, |u, ++vav, = (ug + ﬁUO)Q" = (zg + \/5)2n )

Le méme raisonnement donne :

Vn e N, unf\/avn:(xof\/a)yl :

On trouve (u,) et (v,) en soustrayant et additionnant ces deux expressions; il en résulte que

Un

N LR N
0 =V V) — w— v |

11



(d)

En additionnant les deux égalités précédentes,
VneN, 2u, = (zo++/a)? + (xo — va)?",

et de méme, en les soustrayant :

VneN, 2vav, = (2o ++/a)*" - (z0 — va)?

n

Ainsi, pour tout n e N :

in a=2Va- (20 — v/a)*"

Ty —T = — —

Un (x0 +va)*" — (zo — a)*"

Or, comme o > 0, on a |z — v/a| < |zo + +/al, donc (2o — v/a)?" = o((xo + v/a)?"), et donc :

- w0 — +/a
Ainsi, | A = —|
insi, | A2 (o) P

Pour tout & > 0, gp(z) > 0, donc I =]0, +o0[ est stable par g,. D’aprés la partie I, tout choix de yo > 0
définit donc une suite récurrente (y, )nen associée & gq.

Pour tout ne N, on a :

1 20\ \ @ . q 1 r2a
Yn+1 = (5 (yﬁ + y—g>) soit: Ynai1l = 5 <yg + y—g> .

Ainsi, la suite (y2)nen est une suite récurrente associée a fo, de valeur initiale y¢, avec a = r24, D’aprés
ITI-2(c), on a donc, en exprimant d’abord, y4 puis en passant & la racine g-iéme :

Q

n n l
(yo + 1) + (yg —r9)? )
(Yo +r9)*" = (yg —r9)*"

e Y
y — T = 1 —-1].
Y T T (( + (yg T Tq)Qn — (yg — Tq)Qn

Le second terme a l'intérieur de la parenthése tend vers 0 (car y¢ — r? d’aprés la question 1), donc d’aprés
les équivalents classiques,

Vn e N, yn=r-(

On a alors :

2 -r)” 2

+oo p (yg +19)%" — (y5 —r1)*" +op (Y5 +719)*"

Yn — T

on obtient donc | y,, — r~ C(ug)*" | avec
0

et 7

=[N

On a, pour tout p > 2 :

oo (2 N N e _p-1 (P
TS p+1 p—1 (p?2 —1)P p 1—p%)

Ainsi, pour tout p = 2,
1 1
Inv, =1In (1——> —pln<1——2>.
p p

On étudie alors les variations de la fonction h de classe C*, définie sur [0, %], par :

h(z) =In(1 —z) — %ln(l —2?)

12



Sa dérivée s’exprime :
P

Vo e [o%] W(z) = ~ ( v +1n(1—$2))

22 \1+z
Pour étudier son signe, on étudie la fonction auxiliaire k de classe C* définie sur [0, %] par :
2

x
= In(1 — 2?).
k(x) 1+x—i—n( x)

Un calcul sans difficulté améne

T+ 3

Vo e [0, %] ;K (@) = —a® (1—2)2(1+x)

Ainsi, pour tout z € [0, %], k'(x) < 0, donc k est décroissante. De plus, k(0) = 0, donc, pour tout z € [0, %],
k(x) <O0.

Par conséquent, h’ est négative, donc h est décroissante.

1

En composant par p — + décroissante de N\{0, 1} dans [0, 1], (In(v,)),=2 est croissante.
P 2 p))p=

Donc ‘ (vp)p=2 est croissante ‘

Par ailleurs,
Uy = e(pfl) ln(lfé)-

L’exposant étant équivalent & —2=2, de limite —1, la continuité de Pexponentielle montre que Up — L donc
p e

aussi up41. Ainsi, .
1

Ainsi, pour tout p > 2, v, < 1, et donc up41 < uyp. Ainsi, pour tout p = 2,| up, <up = 3 |

L’énoncé est maladroit. La décroissance de (u,,)peut s’obtenir beaucoup plus rapidement.
En élevant & la puissance p — 1, en multipliant par p?~! et en simplifiant par 2P~!, 'inégalité & montrer est,

avec u = =% :
x

p—1 -
(p—1)+uwP'< p2 <1+u2(—1>1))

2(p—1)
ou encore, en posant t =u »

P p—1 p—1
(p-n+e=) <E—n+a).

L’inégalité initiale devant étre montrée pour x > a%, on doit montrer cette derniére inégalité pout ¢ € [0, 1].
Or, la fonction de gauche est concave sur [0,1]. En effet, elle est de la forme g(t) = (b + t*)%, et un calcul
sans difficulté ameéne, pour tout ¢ € [0,1] :

o g'(t) = apt*1(b+ )51

o g"(t) = (b+t*)2t22aB ((a(B — 1) + (@ — 1)) t* + b(a — 1)).
Or, avec les valeurs de b, « et 3 de ’énoncé, on a

af-1+(a—1)=—— = —-bla—1).

Alinsi, puisque t € [0,1], on obtient ¢g” < 0 sur [0, 1].
La fonction g étant concave sur [0, 1], sa courbe est située au-dessous de sa tangente en 1. Or I’équation de
cette tangente est :

y=d -1 +90) =L@+ = P14,

On obtient bien l'inégalité

pr!
2

P p—1
vt e [0,1], ((p -1)+ t2<P*1)) < (1+1) donc: Vo > av, ‘ fp(x) < gp—1(x) ‘

ui 1é ux initialisé r valeurs supérieures a r sont décroissantes. nc (x,
Les suites associées a » et initialisées par des valeurs supérieures & r sont décroissantes. Donc et
(y2~1) sont décroissantes, donc aussi (y,,). Comme ces deux suites convergent vers r = {/a, tous leurs termes
sont dans [r, +oo[.
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La croissance de la fonction f, sur [r, +oo[, et I'inégalité de la question précédente permet de montrer que
pour tout n € N, x,, < y,. En effet, I'initialisation est aquise, et si x, < y,, alors

Tn4+1 = fp(xn) < fp(yn) < gp*l(yn) = Yn+1-

On a alors aussi 0 < z,, — 7 < y,, —r, pour tout n € N. Or, si pp—1 < A\p(z9), on a y, —r = o(x, — 1), ce
qui contredit I'inégalité ci-dessus a partir d’un certain rang. Donc | A, (20) < pp—1 |
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