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Corrigé du probléme 1 - Nombres de Carmichael
Partie I — Structure du groupe (Z/pZ)*

1. Soit pour tout p € P,

. {vpm) siop@)2o0)

0 sinon

{va) si vp(a) < vp(b)

0 sinon

On pose a’ = Hp‘lp et b = npﬁp. On a alors‘a’ A =1,d|aetl| b‘. De plus :
peP pelP

a't = Hpmax(vp(a)’vp(b)) soit: ab =avb|
peP

. N ’ / . . .
On considére alors | 2/ = %% et 3/ = y** || qui sont bien d’ordre a’ et b’ respectivement.

2. Comme G est abélien, on a (z'y)*? = (#'“ )Y (4" )2 = 1. Ainsi, en notant ¢ l'ordre de 2y/, on a c|a'b’.

Par ailleurs, (2'y")¢ = 1, done (2/)¢ = (y') "¢ € {x) n {y). Notons H = (z')y n{y’). Comme H est un sous-groupe
de (x) et de {y), I'ordre de H divise a’ et V'. Puisque o’ et b’ sont premiers entre eux, H = {1}; Ainsi, (2/)¢ =1
et (y')° = 1, de quoi on déduit que a’|c et b’ |c. Comme a’ et b’ sont premiers entre eux, a’V'|c.

Ainsi, ‘Jc’y/ est d’ordre ¢’ = a v b. ‘

3. Soit w(G) le ppcm des ordres de tous les éléments de G. En notant z1,...,z, les éléments de G et ay,...,a,
leurs ordres, on montre sans probléme par une récurrence immeédiate basée sur la question précédente, que pour
tout k € [1,n], il existe un élément d’ordre a; v - -+ v ay.

En particulier, pour k = n, |il existe un élément g € G d’ordre w(G) ‘

Par définition, pour tout g € G, Lordre de g divise w(G), donc g*(%) = 1. Donc w(G) > min{k € N* | Vg €
G, ¢"=1}.

De plus, I'existence de g d’ordre w(G), assure que pour tout k € [1,w(G) — 1], g* # 1, donc w(G) < min{k €
N* |Vge G, g¥ =1,}.

Les deux inégalités aménent : ‘ w(G) =min{k e N* | Vge G, ¢* =1,} ‘

4. Tout élément non nul de Z/pZ est inversible (car F, est un corps). On rappelle que cela provient d’une relation
de Bézout entre k non divisible par p et p : on trouve un inverse de k en réduisant I’égalité uk + bp = 1 modulo
p.
Ainsi, (Z/pZ)* = Z/pZ\{0}, donc ‘ son ordre est p — 1. ‘

5. Soit P € F,[X] le polynome & coefficients dans [F,, défini par :

P(X) =X _1,

Pour tout ¢ € G, ¢ = 1, par définition de 'exposant. Donc P(£) = 0. D’aprés le point admis plus haut P(X)
est divisible par X — ¢). Ecrivons P(X) = (X — £)Q(X).

Soit £ # €. On a alors P(§') = 0, donc (£ — £)Q(§') = 0. Comme £ — &' = 0 et que F), est un corps (donc
intégre), on en déduit que Q(¢') = 0, et donc qu’on peut factoriser @ par (X — &’).

En continuant de la sorte (par une récurrence immédiate), on en déduit que | P est divisible par H(X —&)
e




6. L’examen des degrés nous assure alors, puisque P n’est pas le polynéme nul, que H(X — &) < deg(P), donc

e
que |[p—1<w(G)|

Comme par ailleurs, pour tout = € G, 2P~! = 1 (d’aprés Lagrange), on en déduit, d’aprés la question 3, que
w(@) <p-1.
Ainsi, [p— 1 = w(G).

7. On déduit alors de la question 3 qu'il existe un élément g d’ordre p — 1, ce qui équivaut a dire que G = {(x).

Ainsi, ‘ G est cyclique d’ordre p — 1. ‘

Partie IT — Stucture des groupes (Z/p"Z)*

1. 1l s’agit encore d’une relation de Bézout : ‘kz est inversible modulo p™ | ssi il existe u € Z tel que ku = 1 [p"],

ssi il existe u et v dans Z tels que ku + p™v = 1, ssi a et p™ sont premiers entre eux, ssi | p ne divise pas k ‘

2. Le nomrbe de diviseurs de p dans [1,p"] est p"~!, donc, d’aprés la question précédente, le nombre d’éléments
inversibles de Z/p"Z est p™ — p" 1, soit :

|(Z/p"Z)*| = o(p™) =p" " (p—1) |

3. Soit a € Z, et m € N*. D’aprés la formule du bindme,
o (P k_k
14+ pma)? = R
(1+p™a) ];:0 (k>p

Pour tout k = 2, mk = 3m > m+2 (car m > 1). De plus, pour k = 2, (Z) est divisible par p (car k € [1,p — 1]

plp—1)

5 et p— 1 est pair), et 2m > m + 1. Ainsi, pour

puisque p > 3 par hypothése ; plus simplement <Z> =

k=2, (i) p™ est divisible par p™t2.

On en déduit que

(1+pTa)P =1+ (Zl))pma =14 ap™tt [pmt3] |

4. On raisonne par récurrence, en notant pour m € N* P(m) la propriété :
Ya e Z, (1 +pa)pm =1+ pm+1a [pm+2].

o Initialisation : pour m = 0, c’est une évidence, puisque (1 + p)p0 =1+np.
e Hérédité : Soit m € N. Supposons P(m). Nous avons alors :

m+1 m

(I +pa)? = ((1+pa)” ).

Or, d’aprés I'hypothése de récurrence, il existe b € Z tel que (1 + pa)?” = 1 + p™*'a + p™*+2b. On a donc
(1+pa)”™ " = (1+p" (a+ ph))".
On applique la question précédente au rang m+1>1:
(1+p" " (a+pb))P =1+ p"2(a+pb) [p" ],

puis :
m+1
(1+pa)?""" =1+ p™*+2a [pm*3).

11 s’agit 1a de P(m + 1).
e Ainsi, d’apreés le principe de récurrence, on peut conclure que :

VmeN* VaeZ, |(1+pa)’" =1+p" a [p™?]|




5. On a, d’apreés la question précédente (qu'on peut appliquer pour n — 1 car n > 2),

(1+ p)pnf1 =1+p" [p"] donc: (1+ p)pn =1 [p"].

On en déduit que l'ordre a de 1+ p divise p"~L. Il existe donc a € [1,n — 1] tel que a = p® (« ne peut pas étre
nul car 1 + p # 1 dans Z/p"Z). Or, la question précédente ameéne aussi (au rang n — 2 > 0) :

L+p)"  =1+p" ' [p"]  dome:  (L+pP" #1[p"].

Ainsi, a ne divise pas p"~2,donca >n—2.Onadonca=n—1,et a =p" L

Ainsi, ‘ 1+ p est d’ordre p"~! dans (Z/p"Z)*

6. Soit x € Z tel que sa classe T modulo p soit une racine primitive modulo p. Ainsi, z est d’ordre p — 1 dans
(Z/pZ)*. Considérons 7 la classe de  modulo p™. Comme x est premier avec p (car T est inversible), x est de
méme premier avec p”. Donc Z € (Z/p"Z)*. L’ordre de ce groupe étant p™(p — 1), I'ordre de Z divise p"(p — 1),
d’aprés le théoréme de Lagrange. Soit a l'ordre de Z. Il existe donc a € [0,n] et m divisant p — 1 tel que
a = p*m. On a alors

M =1 [p"] donc: 2™ =1 [p].

Puisque T est d’ordre p — 1, on en déduit que p — 1 divise p®m, et étant premiers avec p®, il divise m. Par
conséquent m = p — 1.

Ainsi, & est d’ordre p®(p — 1), donc tildex?" est d’ordre p — 1.

Il existe donc ‘ un élément d’ordre p — 1 dans (Z/p"7Z)* ‘

7. (Z/p"7Z)* contient un élément d’ordre p — 1, et un élément d’ordre p"~!. Par conséquent p — 1 et p"~! étant
premiers entre eux, il découle de la question I-2 que (Z/p"Z)* contient un élément y d’ordre p”~(p—1). Comme
il s’agit 1a de Pordre du groupe (Z/p"Z)*, on en déduit que y engendre (Z/p"Z)*.

Ainsi,‘ (Z/p"Z)* est cyclique d’ordre p"~t(p — 1) ‘

Partie IIT — Cas des (Z/2"Z)*

1. On suppose n > 3. On note G = (Z/2"Z)*, H 'ensemble des classes modulo 2™ des entiers k congrus a 1
modulo 4, et et K = ({—1,+1}, x).

(a) On a H < G car les éléments de H sont représentés par des entiers k impairs, donc premiers avec 2", donc
inversibles modulo 2™. De plus :
e 1 =1[4], donc 1€ H : H contient le neutre de (Z/2"7Z)*.
e Soit h et k dans H, représentés par des entiers z et y de Z. On a donc x = 1 [H] et y = 1 [4], donc
xy =1 [4], donc hk € H.
e Soit h € H représenté par x. Comme z est impair, donc premier avec 2", x est inversible modulo 2.
Soit y € Z un inverse modulo 2" de z. On a alors zy = 1[2"] et comme n > 3, zy = 1 [4]. Or, comme
x=1][4],ona xy =y [4], donc y =1 [4]. Ainsi, g € H. H est donc stable par inversion.
On en déduit que ‘ H est un sous-groupe de G ‘ Son ordre est clairement .

(b) Il n’est pas dur de vérifier que K est un groupe (version multiplicative de Z/27).
On définit ¢ de H x K dans G par :
(h, k) = hk.

e Comme h est inversible modulo 2™ ainsi que k (égal & 1 ou —1), il en est de méme de hk. Ainsi, ¢ est
bien a valeurs dans G.
e Soit (h,k) et (h', k") des éléments de H x K. On a alors

p((h,k) - (W', k) = @(hl', kK") = hW kK = hkh'E" = o(h, k)e(h', k),

puisque G est abélien. Ainsi, ¢ est un morphisme.

e Soit (h,k) € Ker(p). On a donc hk = 1 dans Z/2"Z. Comme k = 1 ou k = —1, on en déduit que
h=1ouh = —1dans Z/2"Z. Comme n > 2, on peut réduire modulo 4. Comme h soit étre représenté
par un élément congru & 1 modulo 4, on en déduit qu’'on a nécessairement h = 1, puis £ = 1. Ainsi,

Ker(p) = {(1,1)}, donc | ¢ est injective.



2.

()

e G est de cardinal 2"~! (représenté par les entiers impaires de [2,2"], ainsi que H x K. Ainsi, I'injectivité
et 'égalité des cardinaux finis aménent le fait que ¢ est bijective.

e On en déduit que ‘ ( est un isomorphisme ‘

On montre par récurrence sur n = 3 la propriété
P(n): 55 =1+2""1[2"].

e Initialisation : Pour n = 3, c’est trivial : 5 =1+ 4 [8].
o Hérédité : Soit n = 3 tel que P(n) soit vrai. Il existe alors a tel que

5270 = 1427 442" =14+ 27 (1 + 2a).
En élevant au carré et en développant le carré de droite, il vient :
527 = 14271 4 2a) + 22" 2(1 + 2a).
Or, n = 3, donc 2n — 2 = n + 1. On en déduit alors que

271—2

527 T =1+2" 2",

ce qui est exactement P(n + 1).
e On déduit du principe de récurrence que

n—3

vn =352 T =14+2""1[2"]|

Comme H est d’ordre 2”2, le théoréme de Lagrange nous affirme que 'ordre de 5 (ou plutot de sa classe
dans H) est une puissance de 2, inférieure a 27~2. Comme 52"~ # 1 [2"] d’aprés la question précédente,

lordre de 5 ne peut alors qu’étre 272 ‘

On déduit de la question précédente que H est cyclique d’ordre 272, donc isomorphe & Z/2"~27Z (remarquez
que cet isomorphisme nous fait passer d’une notation multiplicative & une notation additive). On a déja
remarqué que K est isomorphe & Z/27Z.

(Z)2"7)* est isomorphe a (Z/27) x (Z/2"27) ‘

Donc, d’apreés la question 1(b),

Ce groupe n’est pas cyclique ‘ En effet, pour tout = (y, z) dans ce produit cartésien,

22y = (2%, 2%2) = (0,0),

donc il n’existe pas d’élément d’ordre 2"~! (I'ordre maximal ne pouvant excéder 2"~2, égal d’ailleurs a cette
valeur).

e Casn =1 : le seul élément inversible de Z/27Z est 1, donc | (Z/2Z)* = {1} | (groupe trivial)
e Casn = 2:les éléments inversibles de Z/47Z sont 1 et 3. Donc| (Z/4Z)* est d’ordre 2, donc isomorphe a Z/2Z ‘

Partie IV — Nombres de Carmichael et indicateur de Carmichael

1.

Soit n > 2; Comme ¢(n) est Vordre de (Z/nZ)* (encore Bézout comme en II-1), Uordre des éléments de
(Z/nZ)* divise p(n) (théoréme d’Euler), donc leur ppcm aussi.

A(n) divise p(n) ‘

Si A(n) = p(n), alors d’aprés le rappel en début de partie, il existe un élément & d’ordre A(n), donc d’ordre
©(n) dans (Z/nZ)*. Pour des raisons de cardinalité, on a alors (Z/nZ)* = {x), donc ‘ (Z/nZ)* est cyclique ‘
Réciproquement, si (Z/nZ)* est cyclique, il existe un élément d’ordre ¢(n), donc ¢(n) divise A(n) par
définition. Les deux divisibilités aménent I’égalité p(n) = A(n).

Ainsi; A(n) = ¢(n) si et seulement si (Z/nZ)* est cyclique.

Ainsi pour tout n > 2,

Si m est premier, alors A(n) = ¢(n) (car (Z/pZ)* est cyclique), et p(n) = n — 1. Ainsi, A(n) ne divise pas
strictement n — 1.

Supposons alors que A(n) divise strictement n — 1. La remarque qui précéde permet déja d’affirmer que n
n’est pas premier. De plus, pour tout x premier avec n, T est dans (Z/nZ)*, donc son ordre divise A(n)
(définition de A(n)), donc aussi n — 1, par hypothése. Ainsi, 7°~! = 1, soit 2"~ =1 [n].

On en déduit que n est un nombre de Carmichael.



e Réciproquement, supposons que n est un nombre de Carmichael. Alors pour tout « premier avec n, z%~ ! = 1,
donc lordre de T divise n— 1. Ceci étant vrai pour tout élément de (Z/nZ)*, le ppcm des ordres des éléments
de ce groupe divise aussi n — 1, soit A(n) divise n — 1.

De plus, on ne peut pas avoir égalité, car cela impliquerait que p(n) = n — 1, puis ¢(n) = n — 1, donc que
tout nombre de [1,n — 1] est premier avec n, donc que n est premier, ce qui est exclus par définition pour
un nombre de Carmichael.

e Ainsi, | n est de Carmichael si et seulement si A(n) divise strictement n — 1 ‘
k
3. Soit n = pr"", avec oy = let k> 1.
i=1

e Le théoréme chinois nous permet d’affirmer que
Z/nZ = L/pT L x - - - X L/pp* L.
On montre sans difficulté qu’on a alors :
(Z/nZ)* = (Z/pS*Z)* x -+ x (Z/pi*L)*.

e Il existe dans (Z/p;*Z)* un élément d’ordre A(p;") (question I-3), donc en itérant I-2, il existe dans (Z/nZ)*
un élément d’ordre g = A(p7') v A(p5?) v -+ v A(pr*). Donc p divise A(n).

e Récirproquement, £ est un multiple de chaque p;*, donc pour tout i € [1, k], et tout = dans Z/p;*Z, ordre
de z divise p1, donc x# = 1. Ainsi, pour tout (z1,...,xx dans (Z/p{"Z)* x --- x (Z/pp*Z)*, on a :

(@1, .,z = (2f,....2f) = (1,...,1).

Donc ordre de tout élément de (Z/nZ)* divise p, donc A(n) divise p.
e On en déduit que

(M) = 5= Ai") v ABE?) v - v M) |

4. Les parties précédentes nous apprennent que si p est un nombre premier impair, A(p®) = p(p®) = p*~(p — 1)
(car Z/p*Z est cyclique), et que pour p = 2, A\(2%) =22 sia > 3,2° ! sia =1 ou a = 2 (ce qui correspond
aussi & l'expression obtenue pour p > 2). Ainsi :

e siv,(2) < 2 (donc si 8 ne divise pas n), on a :

An) =@ o= D) v (52 M (pe = 1) v oo v (o (e — 1) |

e siv,(2) = 3 (donc si 8 divise n), en stipulant que p1 = 2, on a :

An) =272y (p3* T(p2 — 1)) v v (07 e — 1)) |

5. e Sin est un nombre de Carmichael, il est composé par définition.

Par ailleurs, A(n) divise n — 1, donc pour tout ¢ € [1,p], A;(p;") divise n — 1, et Pexpression de A;(p;*)
montre que si a; > 1, alors p; divise n — 1 (y compris pour p = 2, en distinguant les cas o = 2 et a = 3).
Or, comme p; divise n, ceci n’est pas possible. Par conséquent, «; < 1. Par conséquent, n n’a pas de facteur
multiple.
On a donc pour tout i € [1, k], A(p*) = p; — 1 (y compris si p; = 2), et A(p;*) divise n — 1, donc p; — 1
divise n — 1.

e Réciproquement, si n est composé, sans facteur multiple et si pour tout p facteur premier de n, p — 1 divise
n, alors, en écrivant n = p1 - pr avec les p; premiers deux a deux distincts, on a

An) =(p1—1) v v(p—1).

Or chacun des p; — 1 divise n — 1, donc leur pged aussi. On en déduit que A(n) divise n — 1. On a déja
montré qu’on ne peut avoir I’égalité que si n est premier, ce qui est exclus ici. Ainsi, A(n) divise strictement
n— 1.

Ainsi, | n est de Carmichael ssi tout facteur premier p de n est simple et vérifie p — 1jn — 1 ‘

6. On a 561 = 3 x 11 x 17, donc il est composé, sans facteur multiple. De plus on vérifie facilement que 2, 10 et
16 divisent 560, donc n est de Carmichael.



7. La réciproque résulte du fait que si a est premier avec n, il est inversible modulo n, donc on peut simplifier
par a.
Dans le sens direct, si n est de Carmichael, ’égalité est trivialement vérifiée par définition pour les a premiers
avec n, et il faut I'obtenir pour les autres valeurs de a. C’est en fait une conséquence du théoréme chinois. On
écrit n = py - - - pi (les p; étant deux & deux distincts car n est de Carmichael), et on considére a € Z, et i € [1, k]
e SianAp; =1,alors a?~! =1 [p‘] d’aprés Fermat, donc, comme p; — 1 divise n — 1, a®~! = 1 [p;], puis
a = a [p;].
e Sia A p; #1,alors pila, donc a =0 |p1], donc a™ = a =0 [p;].
Par conséquent, pour tout i € [1, k], a™ = a [p;]. Les p; étant des premiers 2 a 2 distincts, ils sont 2 & 2 premiers

entre eux, et, sachant que n = p1 - - - pg, le théoréme chinois permet de conclure que m

Corrigé du probléme 2 — Postulat de Bertrand, théoréme de Sylvester

Partie I — Majoration du produit des premiers nombres premiers

. . . . . 2n +1 2n +1 .
1. Soit n € N*. Par symétrie des coefficients binomiaux, ( > = ( 1 ) Ainsi d’apreés la formule du
n n

2%“:2%1 20+ 1) _ (2n41) | (204 1) (201
= k - n n+1 n )

m+ 1
Ainsi, <"+ )<22".

n

binéme,

On pouvait aussi faire une récurrence.
2. e Soit ne N* On a:

(2n+1> _ (2n+1)~~~(n+2).

n n!

Soit p un nombre premier tel que n+1 < p < 2n+1. Alors p et un des facteurs du produit (2n+1) - - (n+2),
donc p divise ce produit. Par ailleurs,

0 () = 3 vp(k) =0,
k=1

2n +1
car p > n. Ainsi, p ne divise pas n!. On en déduit que p divise ( )
n

. . 2n+1 . 2n +1
o Ainsi, pour tout p premier vérifiant n+1 < p < 2n+1, v, (( " )) > 1, donc H p divise ( " ) .
n n

peP
n+l<p<2n+1

3. Soit, pour tout m > 2, la propriété Q(m) : H p<4mt

peEP
psm
e Pour m = 2, on obtient I'ingalité 2 < 4!, qui est vraie.
e Soit m > 2, et supposons que Q(2),...,Q(m — 1) sont vrais.

# Si m n’est pas premier (en particulier si m est pair),

Hp: 1_[ p<4m72<4m71

peP peP
psm ps<m—1

d’aprés 'hypothése de récurrence.
% Si m est premier (donc impair), on écrit m = 2n + 1 (avec n = 1), et

[Te= I] »=| ]] » [T » <4"<2n;1>,

peP peEP peP peP
psm p<2n+1 p<n+1 n+1<p<2n+1

d’aprés 'hypothése de récurrence (valide car n = 1, donc 2 < n+ 1 < 2n + 1), et la question précédente
(la divisibilité entrainant I'inégalité). On utilise alors la question 1, qui améne :

1_[ p< An4" — 4m71.

peP
psm



Ainsi, on a vérifié P(m).
e D’apreés le principe de récurrence forte, on en déduit que pour tout m > 2,

I_I p S;4711—1

peP
psm

Partie IT — Majoration d’un coefficient binomial
Soit n € N*.
1. Pour tout & > 0, |2z| — 2|z| € Z. De plus,

—1=2zx—1-2zx <|2z]-2|z] <2z —-2(zx—1) =2.

Ainsi, | |20] — 2|w) € {0, 1} |

2. Soit, pour tout k > 1, o le nombre de multiples de p¥ dans [1, N], et Bi le nombre de multiples de p* qui ne

k+1

sont pas multiples de p*“**. On a alors :

N
ap = oF et Bk = o — g1

Ainsi,

vp(N!) = Z vp(0) = Z kB = Z k(ag — agy1).
=1

k=1 k>1

Les termes ay sont nuls pour k assez grand. Soit K tel que pour tout k& > K, ap = 0. On a alors :

K+1 N N
(

K N
vp(N) = Z kay — 2 kagy1 = Z kay — 2 k—1ay = Z ay.
k=1 k=1 k=1

k=1 k=2

On obtient bien la formule de Legendre :

3. (a) Soit n € N* et p un nombre premier. On a donc :

o ((2) - - 5[] -+[2]

On déduit alors de la question 1 que

vp<(2:>)< Z 1 = max{k e N* | p* < 2n}.

k=1
pk§2n

2n

Il en résulte immédiatement que p””(( ")) < on

2
(b) Sip>+/2n, p? > 2n, donc v, ((2n)!) < 1 (d’aprés a), donc | v, <( n>> <1}

2
(c) Si§n<p<n:
. 1<ﬂ<%<2,et2<2—"<3,donclﬂleetv—"Jzk
p p p p

e A condition que p > 3, p?> > 2n, donc pour tout k > 1, L%J =0et B—Z}J =0

2 2n
e Ainsi, pour tout entier premier p > 3 tel que gn < p < n, laformule de Legendre améne | v, (( )) =0
n

(on a simplement dit que le facteur p intervient une fois dans un seul des facteurs de n!, alors qu'il y a
deux facteurs p et 2p divisibles par p dans (2n)!)



e Si p = 2, l'inégalité %n <p<mnaméne 2 <n < 3, donc n =2, cas qu'on exclut (on considére n = 3, le
postulat de bertrand étant trivialement vrai pour n = 1 et n = 2).

4. Un facteur premier de (n) divise nécessairement un des facteurs multiplicatifs de (2n)!, donc est inférieur a
2n. On déduit alors des questions précédentes que :

<2:>:Hpup((2:))< el 17 #| 11 2| T1 #

peP peP peP peP peP
pP<2n p</2n V2n<p<in Zn<p<n n+1<p<2n

Ainsi, on obtient bien :

() <en™| I w|| 11 »

peP peP
2n<p<§n n<p<2n

Partie IIT — Démonstration du postulat de Bertrand

2n _2n—k 2n
E+1) k+1\k)

2 2
Or,2n—k>n>k+1, donc 2 k >1 et comme " > (0, on obtient " .
k k+1

1. (a) Soit k < n. On a alors

2n
(b) On a alors, par symétrie des coefficients binomiaux, pour tout k € [0, 2n], ) ( )

k
N . e, . . 2n 2n
La chaine précédente d’inégalités étant stricte, on a aussi (puisque n = 2 > 1), > 0 ) donc
n
2 2 2
( n> >2= ( (;1) + < n> Ainsi, d’apreés la formule du binéme,
n n

1 :Z"O (2;) B (2(;1) N (2:) N 2”21 (2;) < (2:) + 2:2_:: (2:) “on (2:)

k=1
4m 2
Il en résulte que | — < ( n) .

~
2n n

2. On a donc, d’aprés les résultats de la partie II, et I'hypothése sur la non existence d’un nombre premier entre
n+1let2n:

4m 2n Vn

— < < (2 " )

o= () =™ 11
\/2n<p<%n

et d’aprés la majoration de la partie I :

47’7,

d’oul finalement,
m

< (2n)V2143n,

3. (a) Soit f la fonction z — 2% —x — 1. Elle est dérivable, de dérivée z — f(z) < (In(2))2”

— 1. Comme In(2) > 1
(puisque 4 > e

2
), [/ est strictement positive sur [1, +oo[. Ainsi, f est strictement croissante sur cet intervalle

et f(1) = 0. On en déduit que f est strictement positive sur ]2, +oo[. Ainsi, pour tout a > 1, .
(b) Puisque v/2n > 1, on a alors :

2n = (¥2n)° < (¥2n +1)° < 2¥27)5,

d’ott le résultat attendu : | 2n < 26V27 |




4. On a donc, en reprenant le résultat de la question 2 :

22n < (2n)m+14%n < 26%(\/%4’1)2%71 dOHC: 2%7’1 < 26%(m+1)'

Ainsi, en élevant au cube (z — 3 étant croissante) :

G 1,1 1 2 1
92n < 218%(\/2n+1) _ 218(2n)2 3+18n6 _ 218(2n)3+18n6 )

Or, pour tout n = 50,
18ns 18
<

PR

1 9
: <
2(2n)  2-25 /50 7.2

wino

En élevant au cube, on obtient :
81-9 <9 I 1
49-7-4 2

donc 18n6 < 2(2n)3. 1l vient alors :

22n < 220(2”)% .

Il en résulte que 2n < 20(2n)%, donc (2n)3 < 20, donc 2n < (20)® = 8000, donc | n < 4000,

5. Les entiers premiers donnés dans 1’énoncé peuvent s’écrire ¢1 < ¢2 < --- < q14, et vérifient pour tout ¢ € [1,13],

gi+1 < 2¢;. Ainsi, étant donné 2 < n < g4 = 4001, en notant ¢ = max{j | ¢; < n}, 7 existe (cet ensemble est
non vide, car il contient ¢ = 1, et majoré par 14), et i < 14 (car g4 > n). L’entier ¢; 41 existe donc, est premier,
et vérifie ¢;+1 > n (par maximalité de 7). De plus, ¢;+1 < 2¢; = 2n. Donc ¢;+1 € [n + 1, 2n].

Ainsi, tout intervalle du type [n + 1,2n], pour n = 2, n < 4000, contient un des nombres premiers de la liste
donnée dans I’énoncé. Il est trivialement vrai pour n = 1 aussi.

Le postulat de Bertrand est donc vrai pour tout entier strictement positif n < 4000 ‘

6. Par ailleurs, d’apreés la question précédente, s’il est faux pour une valeur de n, cette valeur vérifie n < 4000, ce
qui contredit ce qu’on vient d’établir.

Il en résulte que | le postulat de Bertrand est vrai pour tout n € N*, ‘

Partie IV — Une conséquence du théoréme de Sylvester

1. e Sile postulat de Bertrand est vrai, étant donné k € N*, l'intervalle [k + 1,2k] contient un nombre premier
n. Soit n = 2k. L’un des entiers n, n—1,...,n—k+ 1 est donc un nombre premier, donc posséde un diviseur
premier supérieur ou égal a n — k + 1 = k + 1, donc strictement plus grand que k. Ainsi, le théoréme de
Sylvester est vrai dans le cas n = 2k.

e Si on suppose le théoréme de Sylvester dans le cas n = 2k, 'un des enters n, n—1, n—k+1 = k+ 1 posséde
un diviseur premier strictement plus grand que k. Ce diviseur premier est aussi plus petit que n = 2k. Ainsi,
il est dans [k + 1, 2k]. Ainsi, il existe un nombre premier dans [k + 1, 2k], ce qui est le postulat de Bertrand.

‘ Le postulat de Bertrand est donc équivalent au cas n = 2k du théoréme de Sylvester ‘

2. Par symétrie des coefficients binomiaux, I'équation (}) = m’ équivaut a I'équation (", ) = m. Pour k € [0,n]
(seul cas intéressant), & est supérieur ou égal a I'un des deux entiers k et &' = n — k, donc on peut se ramener

R , . n ¢
4 une équation p) = m-, avec n = 2k |.

On suppose désormais que n > 2k

3. Puisque n = 2k, d’aprés le théoréme de Sylvester, n(n—1) ... (n—k+1) posséde un diviseur premier (strictement)
supérieur a k. Ce diviseur premier ne peut pas étre diviseur de k!, donc il est encore diviseur de

n(n—l)..];:!(n—k-i-l) _ <Z>

n
Ainsi, ( k> posséde un diviseur premier p > k |.

4. Soit n, k dans N* tels que n = 2k. Supposons qu’il existe un entier m, et un entier £ > 2 tels que (Z) =mt

a) e D’aprés la question précédente, (7) posséde un diviseur premier p > k.
k



o Ainsi, p est un diviseur de m’, et donc, étant premier, c’est un diviseur de m. Il est donc diviseur de m?’
n
de multiplicité au moins ¢. Ainsi, p¢ divise ( k:)
e Or, p est un diviseur de n(n—1)...n—k+ 1. Ainsi, p étant premier il existe, d’apreés le lemme de Gauss,
un entier i € [0,k — 1] tel que p divise n — 4. Par ailleurs, pour tout j € [0,k — 1], tel que i # j, on a

1<|n—i)—(n—j)<k—1<p,

donc p ne divise aucun autre facteur n —j (j #4) den(n—1)...(n —k+ 1).

e Comme p’ divise (Z) donc n(n —1)...(n — k + 1), et que des facteurs de ce produit, seul n — i est

divisible par p, on en déduit que ‘ n — i est divisible par p* ‘

(b) L’entier n — 4 étant non nul, on en déduit que

n

WV
3
|
WV
i)
~
WV
oy
~
o
o
)
Q
3
WV
o
~

5. (a) Soit i€ [0,k — 1].
e L’idée est juste de regrouper tous les facteurs premiers de la décomposition de n — i par groupes de ¢
facteurs identiques; ce qui restera ira dans I'entier a;. Plus formellement, on définit, pour tout p € P,
dp,i €t Tp; le quotient et le reste de la division euclidienne de v,(n — ¢) par ¢, et on définit

m; = Hp‘” et a; = Hp”.
peP peP

Comme les r; vérifient tous r; < £, aucun facteur premier n’apparait avec une valuation au moins égale
a ¢ dans a;, donc a; n’est divisible par aucune puissance de £ non triviale (si b’ divise a;, un facteur
premier de b apparait dans la décomposition de a; avec une multiplicité au moins égale & ¢) Par ailleurs

a;mt = H plittre = pre(n=i) — .,
peP

D’ou

Pexistence des couples (a;, m;) |

e Supposons que (a;,m;) et (a;,m}) vérifient tous deux les conditions. Alors a;m{ = a;m’ie. Soit p un
nombre premier. Alors
¢ _
vp(m;) = Lvp(m;) =0 [£].
12

i

) =0 [¢] (ces deux valuations sont éventuellement nul). Par conséquent,

vp(ai) = vp(a;) [€],

De méme, v,(m

et comme vp(a;) < £ ainsi que vp(a;), on a vp(a;) = vp(aj). Ceci étant vrai pour tout nombre premier p,

Y qs , oy . ¢ , ce .
on en déduit, a; et ag étant tous deux positifs, que a; = a;, puis mé = m; ,et x — x! étant mjective sur

P =

R4 (¢ > 0), il vient m; = mj. D’ou

l'unicité du couple (a;, m;) |

(b) Supposons qu’il existe i < j dans [0,k — 1] tels que a; = a;. On an —i > n — j, et comme a; = aj, cela
nécessite m; > m;, donc m; = m; + 1 (m; et m; étant entiers) ; On a alors

(n—i) = (n—j) = aj(m{ —mj) = a;((m; +1)" = mj).

Ainsi, en développant (m; + 1)* a l'aide de la formule du binéme, en simplifiant mﬁ et en ne conservant

qu’un terme de ce qui reste (les autres étant positifs), on obtient :

Sools
\Y
~

&

3
~

Il
)

j \/nija

car £ > 2 et a; > 1. Ainsi, puisque i et j sont dans [0,k — 1], que k < &, et que £ > V2

n—i)—(n—j) = ajﬁmﬁ_l = la;m?

k>(ni)(nj)>€\/g>\/ﬁ

On a alors k* > k2 > n, ce qui contredit 3(b).

Ainsi,

les a;, i € [0,k — 1] sont deux & deux distincts ‘

10



6. (La clé de la preuve, selon Erdds)

(a) Par définition des a;, et par 'hypothése faite sur les m;,
k-1 e n
m; a; | = k! = mlk!.
(11) (1) - ()

k—1
k—1 H mg m
Soit d = m; | Am, et u=L et v=—.
(L) oo S o

k—1
Alors | u et v sont premiers entre eux et vérifient u’ [ a; = v’k!|.
=0

(b) Un diviseur premier p de v est de valuation multiple de ¢. Comme p ne divise pas u (donc pas non plus u)
et que les a; ne sont divisibles par aucune puissance non triviale d’ordre ¢, il existe i et j distincts tels que
a; et a; soient tous deux divisibles par p. Donc n — ¢ et n — j sont divisibles par p, et distincts. Comme

|[(n—14) — (n—j)| <k, et est divisible par p il en résulte que p < k et a fortiori .

(c) On adapte la preuve de la formule de Legendre, en remarquant que par définition, chaque a; divise n — 1.

k k
Parmi les k termes consécutifs n, (n —1),...,(n —k+ 1), il y en a au plus [—] donc au plus {—J +1 qui
p
sont divisibles au moins une fois par p. Donc il y a au plus {—J + 1 termes parmi les a; divisibles au moins
une fois par p. De méme, il y en a au plus | — | + 1 qui sont divisibles deux fois par p, donc qui fournissent
p

k
un facteur p supplémentaire par rapport & ceux obtenus dans la premiére étape, puis au plus {—QJ + 1 qui
p

‘=1 car les a; ne sont pas divisibles par p‘, de par leur définition.

vp(apay ... ax—1) < Zi (L%J + 1)

i=1

sont divisibles par p? etc. On s’arréte a p
Ainsi,

Pour ceux qui aiment la formalisation, on peut rédiger a I’aide de fonctions caractéristiques, efficaces ici :

k—1 1400
vp(agar ...ag—1) = Z vp(a Z Z P’ | a;).
i=0 i=0 j=1

Comme les a; ont au plus £ — 1 facteurs p :

_ 1 L
Z JIaz=Zle(pj|ai)<ZZ (' | n—1i).
j=1 0 j

vp(aopar ... ag—1)

HMI

On en déduit alors que
vplagar ...ax—1) = Z [{ie[0,k—1] tqp’ | n—i}.

On déduit alors des arguments donnés en début de question que

vp(apar ...ag—1) < Z (L%J + 1)

k
(d) Or, d’aprés la formule de Legendre v, (k!) = Z { J et, puisque u et v sont premiers entre eux, p ne divise

11



pas u. Ainsi,

Ainsi, [v,(v) <01

Les diviseurs premiers p de v ont donc tous une multiplicité strictement plus petite que ¢ dans v*. Or leur
multiplicité dans v’ est un multiple de ¢, elle est donc nécessairement nulle. Par conséquent, p n’est pas
diviseur de v* donc pas non plus de v, d’otl une contradiction.

On en déduit que v ne peut pas avoir de diviseur premier, donc que .

n—1
(e) On a alors u’ [] a; = k!. Or, les a; sont des entiers strictement positifs deux & deux distincts, donc
i=0
n—1 ’ n—1
[T ai = k!l L’égalité précédente impose donc uw = 1 et [] a; = k!, ce qui n’est possible que si les a; sont les
i=0 =0

3

éléments de [1, k] dans un certain ordre (ils doivent étre le plus petit possible globalement, tout en étant
deux & deux distincts). Cela signifie bien que o : i — a; est définie de [0, k — 1] dans [1, k], et étant injective
d’un ensemble vers un ensemble de méme cardinal fini,

o est une bijection ‘

7. Soit £ = 2. Alors, si k > 4, soit i = 7(4), donc a; = 4 = 22. Cela contredit le fait que les a; ne contiennent pas

de carré. Donc (Z) n’est pas un carré.

8. On suppose ¢ = 3, et k = 4. Soit i3 = 7(1), iz = 7(2) et iy = 7(4).

(a) On suit l'indication donnée : soit b = n — iz, x = b— (n —41) et y = n — iy — b. Si on suppose que
(n —i2)? = (n —i1)(n —i4), on a alors :

b =(b—-z)b+y) =b+bly—z)— 2y, donc: by — x) = zy.
De 1a on obtient (j’admets que ce n’était pas évident a trouver) :
ley| = b|ly —z| = |b| =n—iy >n—k >k — k.

La premiére inégalité résulte du fait qu’on ne peut pas avoir y = z, sinon xy = 0, puis x = y = 0, puis
i1 = i3 = i3, ce qui contredit I'injectivité de 7. Comme k£ > 1, on a

ley =k =2k + 1=k —2k+1=(k—1)2
Par ailleurs, i1, i2 et i4 étant dans [0,k — 1],
|z] = |iy —i2| < k-1 et ly| = |ia —ia] <k —1,

d’ott (k —1)? = |zy|, et en mettant tout bout-a-bout, |zy| > |zy|, d’olt une contradiction.

Conclusion : ‘ (n—ig)? # (n—i1)(n —iy) ‘

(b) Puisque par définition de 7, a;, = 1, a;, = 2 et a;, = 4, cette propriété se réexprime ainsi :

(2mf2)2 # mbdam} donc: mfZ # (mg,mi, ) donc: .

(¢) On suppose mZ, > m;, m;,.

i. On a alors

2 20

(n—i2)% — (n —i1)(n — i) = 4(m2 — (ms;mz,)").

Or, si a et b sont deux réels tels que a > b, alors

at —b'=(a—-b) (" +a"4 -+ b = (a—b) x L

12



Ainsi, on obtient ici :

Comme m

(n - i2)2 - (n - ’Ll)(n - 14) > 4£(m$2 - My, mi4)(mi1 miy,

2

i

)871.

— m;, m;, est un entier strictement positif, il est au moins égal a 1, d’ou :

(n— i2)2 —(n—1i1)(n —iq) > 4(msmy,)

£—1

Par ailleurs, soit ¢ = max(i1,i4), on a alors :

(n—i1)(n —i4) > (n —14)?

I'inégalité étant stricte car i; # i4. Par suite,

(n—is)? = (n—i1)(n —iq4) < (n—iz)? — (n—i)? = (2n — iy —i)(i — ia).

Comme i et ig sont dans [0,k — 1], i — io < k — 1. La positivité de 2n — io — i améne alors

(n—i2)* = (n—i1)(n—ig) < (k—1)(2n —iy —1)

ii. On a alors

d’otu finale

puis: (n —i9)? — (n—iy)(n —ig) < 2n(k — 1)

2(k — V)ymy,m;, > 4€(mi1mi4)e ={4(n—1i1)(n —iq),

ment,

2(]{? — 1)mi1mi4 > f(?’b —k+ 1)2 ‘

Par ailleurs, comme n > k%, £ = 3 et k > 4, n > k x 42, et on obtient trés largement n > 6k, donc k < 5

Ainsi

d’oul enfin

(nfk+1)2>(nfk)Q=n2—2kn+k2>n272kn>n27n—

Ainsi | £(n

—k+1)%>2n?%|

2
(n—k+1)*> gﬁnQ >

2

3 )

x 3n? = 2n2.

Wil

iii. En simplifiant I'inégalité de la question précédente, il vient (k — 1)m;,m;, > n. Or k — 1 < k et par

définition,

)4

2
n < kn?

puis:

. 1 A .
m;, <m —11; <n,donc m;, <n?,et de méme pour my,. Il en résulte que

2
[ < k]

En élevant l'inégalité obtenue au cube, il vient alors n < k3, ce qui contredit n > k’ et £ > 3. Ainsi,

n

Ihypothése initiale (le fait que ( k) est égal a m?) est fausse.

Donc, si mfz > m;, M4, , sous les hypothéses £ > 3 et k > 4

Les inégalités se font a peu prés de la méme fagon (mais dans 'autre sens) lorsque m

laisse mettre 'argument en place. Cela termine la preuve.

Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): (

Un

2

n
(k) n’est pas une puissance d’ordre £ |.

2

7, < mi;m;,. Je vous

) est un carré parfait.

e Pour n =0, 0n a (“0) = (g) =36 = 62, donc P(0) est vrai.

2

e Soit n € N. Supposons que P(n) est vrai. Alors

(5)-

un+1(un+1 - 1)

2

2

un —1)*((2up —1)> = 1) _ (2up —1)*(2un(2un — 2)) _ 22 (20, —1)? (un

2

U
et par I’hypothése de récurrence, < "2“) est un carré parfait.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.

Conclusion :

pour tout n € N, (

Un

2

) est un carré parfait |.

Tout u, (n € N) est solution de I'équation (

cela donne une | infinité de solutions

n
2

a cette équation.

13

) = m?. La suite (u,) étant clairement strictement croissante,



49 x 4
50)=M=52><2><72><23=(5><7><22)2=1402.

o ona () - 2

Ainsi, (530) est un carré parfait |.

On s’est servi de hypothése k& > 4 pour pouvoir définir 7(1), 7(2) et 7(4) : pour que 7(4) soit bien défini, il et
nécessaire d’avoir cette hypothése k > 4.
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