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Corrigé de l’exercice –

1. On a, au voisinage de 0 :

cospxq sinpxq “ 1

2
sinp2xq “ 1

2

ˆ

2x ´ p2xq3
6

` opx4q
˙

“ x ´ 2

3
x3 ` opx4q .

2. On utilise la formule du cours avec α “ ´ 1

3

p1 ` 2xq´ 1

3 “ 1 ´ 1

3
p2xq ` 2

9
p2xq2 ´ 14

81
p2xq3 ` opx3q “ 1 ´ 2

3
x ` 8

9
x2 ´ 112

81
x3 ` opx3q .

3. Au voisinage de 0 :

lnp1 ` 2xq
?
2 ` x “

?
2

`

2x ´ 2x2 ` opx2q
˘

´

1 ` x

4
` opxq

¯

“
?
2

ˆ

2x ´ 3

2
x2 ` opx2q

˙

.

4. On a, au voisinage de 0 :

Arcsin
1pxq “ 1?

1 ´ x2
“ 1 ` x2

2
` opx3q,

donc, puisque Arcsinp0q “ 0 :

Arcsinpxq “ x ` x3

6
` opx4q .

5. On a sinpxq ´ x„
0

´x3

6
, donc aussi :

tanpsinpxq ´ xq „
0

´x3

6
,

d’où

cosptanpsinpxq ´ xqq ´ 1„
0

´1

2

x6

36
.

On en déduit le DL : cosptanpsinpxq ´ xqq “ 1 ´ x6

72
` opx6q .

6. Au voisinage de 0 :

1

x2
lnpcospxqq “ 1

x2
ln

ˆ

1 ´ x2

2
` x4

24
` opx4q

˙

“ 1

x2

ˆ

´x2

2
` x4

24
´ x4

8
` opx4q

˙

“ ´1

2
´ x2

12
` opx2q

On en déduit que

cospxq 1

x2 “ 1?
e
e

´ x
2

12
`opx2q “ 1?

e

ˆ

1 ´ x2

12
` opx2q

˙

.

7. D’un côté, au voisinage de `8 :

x2
ln

ˆ

1 ` 1

x

˙

“ x ´ 1

2
` op1q,

d’un autre côté,

x3 ` 1

x2 ` x ` 1
“ x ¨ 1 ` 1

x2

1 ` 1

x
` 1

x2

“ x ¨ 1 ` o
`

1

x

˘

1 ` 1

x
` o

`

1

x

˘ “ x ¨
ˆ

1 ´ 1

x
` o

ˆ

1

x

˙˙

.

Ainsi, x2
ln

ˆ

1 ` 1

x

˙

´ x3 ` 1

x2 ` x ` 1
“ 1

2
` op1q, donc lim

xÑ`8

ˆ

x2
ln

ˆ

1 ` 1

x

˙

´ x3 ` 1

x2 ` x ` 1

˙

“ 1

2
.
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8. On a, pour tout x au voisinage de O` :

lnpxq
sinpxq ´ lnpsinpxqq

x
“ 1

sinpxq

ˆ

lnpxq ´ sinpxq
x

lnpsinpxqq
˙

.

Or,

sinpxq
x

lnpsinpxqq “
ˆ

1 ´ x2

6
` opx2q

˙ ˆ

lnx ` ln

ˆ

1 ´ x2

6
` opx2q

˙˙

“ 1 ´ x2 lnpxq
6

` opx2
lnpxqq.

On en déduit que

lnpxq ´ sinpxq
x

lnpsinpxqq “ x2 lnpxq
6

` opx2
lnpxqq,

puis que
lnpxq
sinpxq ´ lnpsinpxqq

x
„
0`

x lnpxq
6

.

9. La fonction tan est de classe C8 donc admet des DL à tous ordres, qu’on peut dériver terme à terme. Par
ailleurs, tan étant impaire, son DL n’a que des termes de degré impair. On peut donc écrire

tanpxq “ a1x ` a3x
3 ` a5x

5 ` opx6q.

On a alors
tan

1pxq “ a1 ` 3a3x
2 ` 5a5x

4 ` opx5q.
On a d’un autre côté

1 ` tan
2pxq “ 1 ` pa1x ` a3x

3 ` opx4qq2 “ 1 ` a21x
2 ` 2a1a3x

4 ` opx5q.

L’identité tan
1 “ 1 ` tan

2 nous permet d’identifier ces deux DL, d’où

a1 “ 1, 3a3 “ a21 et 5a5 “ 2a1a3,

d’où on tire :

a1 “ 1, a3 “ 1

3
et a5 “ 2

15
.

10. On a, au voisinage de `8 :

fpxq “ x

4

px ´ 1qsh
`

1

x

˘

1 ` 1

2x

“ x

4

ˆ

1 ´ 1

x

˙ ˆ

1 ` 1

6x2

˙ ˆ

1 ´ 1

2x
` 1

4x2

˙

` o

ˆ

1

x

˙

.

On en déduit que

fpxq “ x

4
´ 3

8
` a

x
` o

ˆ

1

x

˙

,

où a ą 0. On en déduit qu’on a une asymptote en `8, d’équation y “ x

4
´ 3

8
, et que la courbe est au-dessus

de son asymptote au voisinage de `8.

Corrigé du problème – Le dernier théorème de Fermat pour les exposants n “ 4 et n “ 3

Question préliminaire

Soit n une entier positif, et a et b positifs tels que ab “ nr. Pour tout p P P, vppnrq “ rvppnq, et est divisible par r.
Par ailleurs, vppaq ` vppbq “ vppnrq, et vppaq et vppbq ne peuvent pas être non nuls simultanément. Ainsi, l’un est nul
et l’autre est égal à vppnrq. pour tout p P P, vppaq ” 0 rrs et de même pour vppbq. Par conséquent, on peut poser les
entiers

k “
ź

pPP

pvppaq{r et ℓ “
ź

pPP

pvppbq{r .

Comme a et b sont positifs, on obtient bien :

kr “ a et ℓr “ b .

Si r est impair, on obtient la même propriété sur Z : le signe éventuel de n peut être transféré à a ou b en multipliant
par p´1qr, donc à k ou ℓ par multiplication par ´1.
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En revanche, la situation n’est plus aussi simple si r est pair. En effet, nr étant positif, étant donnée une décomposition
ab “ nr, a et b ont même signe. Quitte à changer le signe des deux, on trouvera alors des décompositions avec a ă 0

et b ă 0. Dans ce cas, r étant pair, il sera impossible de trouver k et ℓ tels que kr “ a et ℓr “ b.
De façon générale, cela reste vrai dans un anneau factoriel, à inversible près : l’argument sur les valuations reste le
même (il ne nécessite que l’existence et l’unicité de la décomposition en facteurs irréductibles), mais la connaissance
des facteurs irréductibles ne détermine un élément qu’à inversible près. Ainsi, on pourra écrire a “ ukr, où u est un
élément inversible. On se servira de cette variante dans le cadre de Zrjs.

Partie I – Le théorème de Fermat pour l’exposant n “ 4

1. Un lemme arithmétique

On pose q “ n
d
, avec n, d P Z

˚, n^ d “ 1 et d ą 0. On a alors an
d

P Z, et bn
d

P Z, donc d divise an et bn. Comme
d et n sont premiers entre eux, le lemme de Gauss nous permet alors d’affirmer que d divise a et b. Comme a

et b sont premiers entre eux, d “ 1. Ainsi, q “ n, donc q est entier.

2. Triplets pythagoriciens.

(a) ‚ Supposons pa, b, cq primitif. On a alors a ^ b “ 1, donc aussi a ^ b ^ c “ 1. Ainsi, a, b, c sont premiers
entre eux dans leur ensemble.

‚ ˚ Supposons a, b, c premiers entre eux dans leur ensemble. Soit p un diviseur premier commun de a et
b. Comme a2 ` b2 “ c2, p divise aussi c2, donc, d’après le lemme d’Euclide, p divise c. Les entiers
a, b et c étant supposés premiers entre eux dans leur ensemble, ceci n’est pas possible. Ainsi, a et b

n’admettent pas de diviseur premier commun, donc a ^ b “ 1.
˚ Le raisonnement est le même pour montrer que a ^ c “ 1 (la seule différence est le signe entre les

carrés : c2 ´ a2 “ b2, mais ce signe n’intervient pas dans le raisonnement), et que b ^ c “ 1.
‚ Si a, b et c sont premiers entre eux deux à deux, par définition, a et b sont premiers entre eux.

On a donc l’équivalence entre les 3 propriétés.

(b) On suppose que pa, b, cq est un triplet pythagoricien primitif.
‚ a et b ne sont pas tous les deux pairs, car le triplet est primitif.
‚ ˚ Si a et b sont tous les deux impairs, alors a2 ` b2 est pair, donc c est pair. Ainsi, c2 est divisible par

4.
˚ Or on a a2 ” 1 r4s (écrire a “ 2k`1 et développer le carré !), et b2 ” 1 r4s, donc a2 ` b2 “ c2 ” 2 r4s.

D’où une contradiction.
‚ Ainsi, a et b sont de parité opposée , disons a impair b pair (ce qui n’est pas restrictif par symétrie), et

par conséquent donc c est impair.

(c) Soit p et q deux entiers premiers entre eux, de parité différente, tels que p ą q.
‚ Pour commencer, vérifions la relation de Pythagore :

p2pqq2 ` pp2 ´ q2q2 “ 4p2q2 ` p4 ` q4 ´ 2p2q2 “ pp2 ` q2q2.

‚ Pour montrer que le triplet est primitif, il faut montrer que deux quelconques des 3 entiers sont premiers
entre eux. Or, si r est un entier premier divisant p2 ` q2 et p2 ´ q2, il divise leur somme et leur différence,
donc 2p2 et 2q2. Comme p et q sont de parité différente, p2 ` q2 est impair, donc r ‰ 2. D’après le lemme
d’Euclide, r divise donc p et q, ce qui n’est pas possible. Ainsi, p2 ` q2 et p2 ´ q2 sont premiers entre
eux, donc le triplet est primitif.

Ainsi, p et q étant premiers entre eux, p2pq, p2 ´ q2, p2 ` q2q est un triplet pythagoricien primitif.

(d) On veut montrer que réciproquement, tout triplet pythagoricien primitif pa, b, cq tel que a est pair est de
cette forme.

i. Supposons pa, b, cq “ p2pq, p2 ´ q2, p2 ` q2q. On a donc

p

q
“ a

2q2
donc:

p

q
“ a

c ´ b
.

On définit donc les entiers positifs p et q comme définissant l’unique représentation irréductible à co-
efficients positifs du rationnel positif a

c´b
. La positivité de ce rationnel vient du fait que la relation

a2 ` b2 “ c2 et la non nullité des a, b et c impliquent que c ´ b ą 0.
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ii. Si p et q sont définis ainsi, pour commencer, p et q sont premiers entre eux. Par ailleurs,

p2 ´ q2

p2 ` q2
“

´

p
q

¯2

´ 1

´

p

q

¯2

` 1

“ a2 ´ pc ´ bq2
a2 ` pc ´ bq2 “ a2 ´ b2 ´ c2 ` 2bc

a2 ` b2 ` c2 ´ 2bc
“ ´2b2 ` 2bc

2c2 ´ 2bc
“ bp´2b ` 2cq

cp2c ´ 2bq “ b

c

Ainsi, la représentation b
c

étant irréductible, il existe un entier α tel que

p2 ` q2 “ αc et p2 ´ q2 “ αb.

iii. Par ailleurs, par définition, p et q sont premiers entre eux, donc aussi p2 et q2. De même que ci-dessus,
ceci implique que les entiers impairs p2 ´q2 et p2 `q2 sont premiers entre eux. On en déduit que α “ 1 .

On a donc p2 ` q2 “ c, p2 ´ q2 “ b, et

a2 “ c2 ´ b2 “ pp2 ` q2q ´ pp2 ´ q2q “ 4p2q2,

donc par positivité, 2pq “ a.

On a bien obtenue une représentation comme en 2(c), avec p et q premiers entre eux.

3. L’aire d’un triangle pythagoricien n’est pas un carré (Fermat)

Soit pa, b, cq un triplet pythagoricien.

On commence par la remarque suivante, utile dans plusieurs questions : si pa, b, cq est un triplet pythagoricien,
d’après le théorème du même Pythagore, le triangle pythagoricien associé est rectangle, d’hypothènuse c. Son
aire est donc 1

2
ab.

(a) Soit un triplet pythagoricien quelconque pa, b, cq. Supposons que l’aire du triangle associé soit un carré.
Notons donc d2 cette aire. On a donc ab “ 2d2. Soit p un entier premier divisant simultanément a, b et c.
Les entiers a1 “ a

p
, b1 “ b

p
, c1 “ c

p
forment encore un triplet pythagoricien et 2d2 “ p2a1b1. Quitte à simplifier

par un facteur 2 dans le cas où p “ 2, on obtient dans tous les cas p | d2, donc, d’après le lemme d’Euclide,

p divise d. Ainsi, en posant d1 “ d
p
, on a a1b1 “ 2d12.

On a donc obtenu un triplet pythagocien primitif dont l’aire du triangle associé est un carré.

Ainsi, si on parvient à montrer qu’aucune aire de triangle pythagoricien primitif n’est un carré, ce ne pourra
pas non plus être le cas pour les triangles pythagoriciens quelconques.

(b) L’aire du triangle pythagoricien est 1

2
ab “ pqpp2 ´ q2q .

(c) ‚ L’entier pqpp´qqpp`qq est un carré. Or, soit r un entier premier divisant pq. Alors, p et q étant premiers
entre eux, r divise p ou r divise q, mais pas l’autre. Ainsi, r ne divise ni p ´ q ni p ` q. Comme r est
premier, d’après Euclide, r ne divise pas pp ´ qqpp ` qq. Ainsi, pq et pp ´ qqpp ` qq sont premiers entre
eux, et leur produit est un carré.

‚ La question préliminaire est alors utilisable du fait que tous les facteurs sont positifs : pq et pp ´ qqpp `
qq sont des carrés. On applique une deuxième fois la question préliminaire pour obtenir le fait que
p et q sont des carrés, ainsi que p ´ q et p ` q (qui sont bien premiers entre eux, d’après un raisonne-

ment déjà effectué).

Notons p “ x2, q “ y2, p ´ q “ v2 et p ` q “ u2.

(d) ‚ Soit r un entier premier divisant u` v et u´ v. Alors r divise 2u et 2v (somme et différence). Si r ‰ 2, r
divise u et v (Euclide), donc r divise p ´ q et p ` q qui sont premiers entre eux ; d’où une contradiction.
Ainsi, le seul diviseur premier possible commun à u ` v et u ´ v est 2.

‚ Puisque p et q sont de parité différente, p ´ q et p ` q sont impairs, donc u et v sont impairs. On en
déduit que u ` v et u ´ v sont pairs. Ainsi, 2 est bien un diviseur commun.

‚ Par ailleurs, v étant impair, on a 2v ” 2r4s, donc pu`vq´ pu´vq ” 2r4s. Ainsi, u`v et u´v ne peuvent
pas être tous deux divisibles par 4. On remarque que plus précisément (on s’en sert un peu plus loin),
l’un est pair non divisible par 4, et l’autre est divisible par 4.

‚ En conclusion, pu ` vq ^ pu ´ vq “ 2.

(e) ‚ On a pu ` vqpu ´ vq “ u2 ´ v2 “ 2q “ 2y2. La question précédente montre que 4 divise pu ` vqpu ´ vq
(et même 8), donc 2 divise y2, puis y. Écrivons y1 “ y

2
. On a alors :

pu ` vqpu ´ vq “ 8y12.
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‚ Par ailleurs, plaçons-nous dans le cas où u´ v est divisible par 4 et u` v seulement par 2 (une des deux
possibilités découlant de l’étude faite dans la question précédente ; la seconde s’étudie de façon similaire).
On a alors

u ´ v

4
¨ u ` v

2
“ y12.

Comme pu ` vq ^ pu ´ vq “ 2, les entiers
u ` v

2
et

u ´ v

2
sont premiers entre eux, donc aussi

u ` v

2
et

u ´ v

4
. On déduit alors de la question préliminaire que

u ` v

2
et

u ´ v

4
sont des carrés, les entiers u` v

et u ´ v étant positifs (après échange des valeurs de u et v dans l’énoncé)
‚ On obtient les dénomiateurs inversés dans l’autre cas. On suppose qu’on est dans le premier cas, et on

note r2 “ u ` v

2
et s2 “ u ´ v

4
.

(f) ‚ On obtient alors :

pr2q2 ` p2s2q2 “ r4 ` 4s4 “ 1

4

`

pu ` vq2 ` pu ´ vq2
˘

“ 1

2
pu2 ` v2q “ 1

2
ppp ´ qq ` pp ` qqq “ p “ x2.

Ainsi, pr2, 2s2, xq est un triplet pythagoricien

‚ Comme r et s sont premiers entre eux, il en est de même de r2 et s2. Comme de plus, r est impair, r2

et 2s2 sont aussi premiers entre eux. Ainsi, le triplet ci-dessus est primitif.
‚ Son aire est r2s2 “ prsq2, c’est donc un carré.
‚ Par ailleurs, le paramètre x vérifie x ď x2 ď p ď p2 ă p2 ` q2, donc le troisième paramètre du triplet

décroît strictement, tout en restant entier positif. Le principe de descente infini nous dit donc que cette
situation est impossible.

Ainsi, pour tout triplet pythagoricien primitif dont l’aire du triangle associé est un carré, on en a construit
un autre vérifiant la même propriété, et dont la troisième composante est entière, positive, strictement plus
petite.

Ainsi, l’aire d’un triangle pythagoricien ne peut pas être un carré.

4. Le théorème de Fermat pour l’exposant n “ 4

(a) ‚ Étant donnée une solution x4 `y4 “ z4, on peut diviser par le pgcd des entiers x, y et z. On obtient alors
une solution primitive non triviale, dans le même sens que pour les triplets pythagoriciens. On montre
de même qu’avant que dans ce cas, x, y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement
si x et y sont premiers entre eux. Ainsi, l’existence d’une solution implique l’existence d’une solution
primitive. On peut donc se contenter de montrer qu’il n’existe pas de solution primitive.

‚ De plus, étant donnée une solution primitive px, y, zq, x et y n’étant alors pas tous deux divisibles par
2, l’un au moins est impair, disons y. Si x est impair aussi, on a alors x2 ” 1r4s et y2 ” 1r4s, donc
aussi x4 ” y4 ” 1 r4s. Ainsi, x4 ` y4 ” 2 r4s, ce qui n’est pas possible (si z est impair, z2 aussi, donc
pz2q2 ” 1r4s, et si z est pair, z4 est divisible par 24, donc par 4). Ainsi, x est pair.

Il suffit de montrer qu’il n’existe pas de solution primitive avec x pair.

(b) Soit px, y, zq une solution primitive, vérifiant donc x4 ` y4 “ z4.
‚ On a alors

x4 “ z4 ´ y4 “ pz2 ´ y2qpz2 ` y2q.

Puisque z et y sont impairs, on est dans la même situation que précédemment avec u et v : l’un de ces
termes est divisible par 2 mais pas par 4, l’autre étant divisible par 4 au moins. Or, z2 et y2 étant tous
deux congrus à 1 modulo 4, z2 ´ y2 est divisible par 4, et z2 ` y2 est divisible par 2 mais pas par 4.

‚ Par ailleurs, v2px4q étant un multiple de 4, on en déduit que vppz2 ´ y2q est au moins 3 : z2 ´ y2 est
divisible par 8. On a alors :

z2 ´ y2

8
¨ z

2 ` y2

2
“

´x

2

¯4

.

‚ Par ailleurs, le même raisonnement que pour u et v montre que les entiers z2´y2

8
et z2`y2

2
sont premiers

entre eux. Comme ils sont positifs, la question préliminaire permet alors de conclure qu’ils sont les
puissances quatrièmes d’entiers positifs a et b : il existe a et b entiers tels que

z2 ´ y2 “ 8a4 et z2 ` y2 “ 2b4 .
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(c) On a alors p2a2q2 ` pb2q2 “ z2, donc p2a2, b2, zq est un triplet pythagoricien, l’aire du triangle associé étant
a2b2 “ pabq2, ce qui contredit la question précédente.

Ainsi, l’équation x4 ` y4 “ z4 n’admet pas de solution dans pN˚q3.

Partie II – Le théorème de Fermat pour l’exposant n “ 3 (Euler, Gauss)

1. Résolution de p2 ` 3q2 “ s3.

Un résultat plus général (résolution de p2 ` 3q2 “ sr) fait l’objet d’un autre problème.
On suppose que p, q et s sont trois entiers vérifiant p2 ` 3q2 “ s3, tels que p ^ q “ 1.

(a) Ceci est un argument important, valable aussi pour passer du pgcd de deux polynômes sur un corps K, au
pgcd sur un corps plus gros K

1 : d’après le théorème de Bezout, il existe des entiers u et v tels que

up ` vq “ 1.

Cette relation peut aussi être vue comme une relation de Bézout dans Zrjs, donc p et q sont premiers entre
eux dans Zrjs.
De façon plus formelle,

1 P pZ ` qZ Ă pZrjs ` qZrjs,

et un idéal contenant 1 étant l’anneau tout entier, on a

pZrjs ` qZrjs “ Zrjs.

Étant donné r un entier d’Eisentein divisant p et q, on a alors (les idéaux étant pris dans Zrjs) :

ppq Ă prq et pqq Ă prq, donc: ppq ` pqq Ă prq donc: prq “ Zrjs.

Ceci équivaut à r P U6 (i.e. r est une unité de Zrjs), donc p et q n’ont pas de diviseurs communs autre que
les unités.

Ainsi, p et q sont premiers entre eux dans Zrjs .

(b) On montre deux lemmes de primalité :
‚ Lemme 1 : L’entier d’Eisenstein 2 est premier.

On utilise la norme Npzq “ |z|2. On vérifie sans peine (on l’a déjà fait dans un DM ou un DS) que N est
à valeurs dans N et est multiplicative. Si 2 se décompose de façon non triviale (c’est-à-dire sans unité)
sous la forme 2 “ z1z2, on a alors 4 “ Npz1qNpz2q. De plus, z1 et z2 ne sont pas des unités, donc Npz1q
et Npz2q sont strictement supérieurs à 1. Ainsi, Npz1q “ Npz2q “ 2. Cherchons les éléments de z de
norme 2. Soit z “ a` bj, avec a et b entiers. On a Npzq “ a2 ` b2 ´ ab “ 2. Obtenons une contradiction
sur la parité :

˚ Si a et b sont de parité opposée, a2 ` b2 ´ ab est impair d’où une contradiction.
˚ Si a et b sont tous deux impairs, a2 ` b2 ´ ab est impair aussi ;
˚ a et b ne peuvent pas être tous deux pairs, car sinon, 2 divise z donc 4 ď Np2q ď Npzq “ 2.

Ainsi, il n’existe pas d’éléments de Zrjs de norme 2, donc 2 est premier d’Eisenstein.

‚ Lemme 2 : L’entier d’Eisentein i
?
3 est premier.

Tout d’abord, c’est bien un entier d’Eisentein, puisqu’il s’écrit

i
?
3 “ 1 ` 2j

On utilise de même la norme :
Npi

?
3q “ 3,

qui est premier (dans N), donc ne peut pas se décomposer en Npz1qNpz2q, sauf si Npz1q ou Npz2q est
égal à 1. Ainsi, i

?
3 ne peut pas se décomposer en produit de 2 entiers d’Eisenstein non inbersibles.

‚ On a :
p ` i

?
3q “ p ` p2j ` 1qq et p ´ i

?
3q “ p ´ p2j ` 1qq.

Soit r un diviseur premier commun de p ´ i
?
3q et p ` i

?
3q (au sens d’Eisenstein). L’entier premier

d’Eisenstein r divise alors 2p et 2 i
?
3q. Comme 2 est premier d’Eisenstein, soit r “ 2 (à inversible près),

soit r divise p.
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‚ Si r “ 2 (à inversible près), 2 divise p ` i
?
3q “ p ` p2j ` 1qq “ p ` q ` 2jq. On peut donc trouver u et

v tels que
p ` q ` 2jq “ 2a ` 2bj.

Or, la décomposition d’un complexe sous la forme a` bj est unique (se ramener à une identification des
parties réelles et imaginaires), donc 2b “ 2q et 2a “ p ` q. La deuxième égalité nous indique que p et q

sont de même parité, et comme ils sont premiers entre eux, ils sont impairs. En écrivant p “ 2k ` 1 et
q “ 2ℓ ` 1, il vient p2 ` 3q2 “ 4kpk ` 1q ` 12ℓpℓ ` 1q ` 4. Puisque kpk ` 1q est pair, on obtient donc :

p2 ` 3q2 ” 4r8s,

donc p2 ` 3q2 est divisible par 4 mais pas par 8. Or, puisqu’il s’agit d’un cube, les valuations p-adiques
doivent être multiples de 3, d’où une contradiction. Ainsi, r ‰ 2.

‚ On en déduit que r divise p. D’un autre côté, r divise 2q i
?
3, et r ‰ 2. Comme i

?
3 est premier, on en

déduit que r “ i
?
3 (à inversible près) ou r divise q.

‚ Supposons donc que r “ i
?
3 “ 2j ` 1. On a alors i

?
3 | p ` i

?
3 et i

?
3 | p ´ i

?
3 et, donc 3 divise

le produit p2 ` 3q2, donc 3 divise p2, donc p. Ainsi, comme p et q sont premiers entre eux (donc q non
divisible par 3) p2 ` 3q2 ı 0 r9s, ce qui n’est pas possible, puisque 3 divise s3, donc s, donc 9 (et même
27) divise p2 “ 3p2.
Ainsi, r ‰ i

?
3. Le raisonnement est le même si on multiplie cette quantité par un élément inversible.

‚ Il en résulte que r divise q, ce qui contredit le fait que p et q sont premiers entre eux.

‚ Par conséquent, p ´ i q
?
3 et p ` i q

?
3 sont premiers entre eux.

(c) On utilise alors la question préliminaire, adaptable dans Zrjs (mais il faut faire attention aux unités : le
résultat donné n’est vrai qu’à unité près, problème qu’on avait souligné dans le cas d’une puissance impaire,
dans Z) : les entiers d’Eisenstein pp ´ i

?
3 ¨ qq et pp ` i

?
3 ¨ qq étant premiers entre eux, et leur produit

valant p2 ` 3q2 “ s3, la question préliminaire donne l’existence d’un élément α ` βj et d’une unité x tels
que xpα ` βjq3 “ p ` i

?
3 ¨ q. On a alors aussi :

p ` i
?
3 ¨ q “ xpαj ` βj2q3 “ xp´β ` pα ´ βqjq2,

ainsi que
p ` i

?
3 ¨ q “ xpαj2 ` βq3 “ xpβ ´ α ´ αjq2.

Or des entiers β, α ´ β et ´α (coefficients de j dans cette écriture), l’un au moins est pair, et l’entier
d’Eisenstein correspondant sera alors dans Zri

?
3s. Ainsi, il existe des éléments u et v de Z tels que p `

i
?
3 ¨ q “ xpu ` i v

?
3q3. Il reste donc à montrer que x “ ˘1.

Notons pu ` i v
?
3q3 “ u1 ` i v1

?
3. On suppose que x “ j “ 1

2
p´1 ` i

?
3q. On a alors

xpu ` i v
?
3q3 “ 1

2

´

p´u1 ´ 3v1q ` i
?
3p´v1 ` u1q

¯

Par ailleurs, en développant et en identifiant parties réelles et imaginaires, on a :

u1 “ u3 ´ 9uv2 “ upu ´ 3vqpu ` 3vq et v1 “ 3u2v ´ 3v3 “ 3vpu ´ vqpu ` vq.

‚ Si u1 est impair, alors u, u´ 3v et u` 3v sont impairs, donc u est impair et v est pair. On en déduit que
v1 est pair. Ainsi, ´u1 ´ 3v1 et ´v1 ` u1 sont impairs, donc xpu ` i v

?
3q3 R Zri

?
3s ;

‚ De même, si v1 est impair, alors v est impair et u pair, donc u1 est pair, et on conclut de même.
Ces deux cas amenant une contradiction, on en déduit que u1 et v1 sont pairs. Mais dans ce cas, p ` i

?
3q

est divisible par 2 dans Zrjs. On a même mieux que cela. En effet, u1 et v1 étant pairs, supposons que u et
v ne soient pas tous les deux pairs. Dans ce cas, u ne peut pas être pair, car alors v est impair ainsi que
u ´ v et u ` v, ce qui contredit la parité de v1. De même v ne peut pas être pair. Ainsi u et v sont impairs.
Chaque facteur u ` v, u ´ v, u ` 3v et u ´ 3v est divisible par 2, donc u1 et v1 sont divisibles par 4.

Ainsi, p ` i q
?
3 est divisible par 4 dans Zrjs. Il existe donc a et b tels que

p ` i q
?
3 “ 4pa ` bjq “ 4pa ´ b

2
p´1 ` i

?
3qq.

L’identification des parties réelles et imaginaires montre alors que 2 divise p et q, ce qui contredit le fait
qu’ils sont premiers entre eux.
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Ainsi, l’unité x ne peut pas être égale à j.

On montre par le même principe (il n’y a que certains signes qui changent) que x ne peut pas être égal à j2,
à j ` 1 ou à j2 ` 1. Ainsi, x “ 1 ou ´1, et quitte à changer le signe de u et v si x “ ´1, on peut supposer
que x “ 1.

Il existe donc des entiers u et v tels que

p ` i q
?
3 “ pu ` i v

?
3q3

Au passage, on a donc u1 “ p et v1 “ q, donc on a déjà établi les relations

p “ u3 ´ 9uv2 et q “ 3u2v ´ 3v3 .

(d) Les deux relations précédentes montrent que p P puq ` pvq et q P puq ` pvq, donc ppq Ă puq ` pvq et
pqq Ă puq ` pvq, d’où ppq ` pqq Ă puq ` pvq. Or, p et q sont premiers entre eux, donc ppq ` pqq “ Z, d’où
puq ` pvq “ Z.

On en déduit que u et v sont premiers entre eux.

2. Un changement de variables

On suppose que px, y, zq sont trois entiers relatifs non nuls tels que x3 ` y3 “ z3.

(a) Comme précédemment, si une solution existe, en divisant par le pgcd global de x, y et z, on trouve une
solution constituée d’entiers x, y et z premiers entre eux dans leur ensemble. Le même raisonnement que
pour les triplets pythagoriciens montre qu’alors x, y et z sont premiers entre eux deux à deux.

En particulier, au moins deux des trois entiers x, y et z sont impairs. Comme les entiers considérés sont
relatifs, quitte à changer leur signe pour les passer de part et d’autre de l’égalité, on peut supposer que
x et y sont impairs (et donc z pair) .

(b) On pose p “ x`y
2

et q “ x´y
2

. Comme x et y sont impairs, p et q sont entiers, et p ` q “ x, p ´ q “ y.

On a alors :
z3 “ pp ` qq3 ` pp ´ qq3 “ 2p3 ` 6pq2 “ 8

p

4
pp2 ` 3q2q.

On a bien la relation
´z

2

¯3

“ p

4
pp2 ` 3q2q.

(c) Puisque x et y sont impairs, p et q ne peuvent pas être de même parité. Ainsi, p2 et 3q2 ne sont pas de

même parité, donc p2 ` 3p2 est impair.

(d) Puisque z est pair,
`

z
2

˘3
est entier, donc 4 divise ppp2 ` 3q2q. Comme de plus, 4 est premier avec p2 ` 3q2

d’après la question précédente, on en déduit que 4 divise p . Ainsi, p est pair et q est impair.

3. Premier cas : z non divisible par 3

On suppose dans cette question que z n’est pas divisible par 3.

(a) Pour commencer, justifions que p et q sont premiers entre eux. Si k est un entier premier divisant p et q,
comme p et q n’ont pas même parité, k ‰ 2, et k divise p ` q et p ´ q donc x et y, ce qui contredit que x et
y sont premiers entre eux.

Montrons ensuite que p

4
et p2 ` 3q2 sont premiers entre eux. Supposons qu’il existe un diviseur premier

commun k. L’entier k divise alors p, et donc p2, puis 3q2. Si k “ 3, 3 diviserait
`

z
2

˘3
, donc z, ce qui n’est

pas le cas. Donc k est premier avec 3, donc divise q2, puis q. Cela contredit le fait que p et q sont premiers
entre eux.

Ainsi, p
4

et p2 ` 3q2 sont premiers entre eux.

Le produit de ces entiers est un cube : on utilise alors la question préliminaire pour conclure que chacun
d’eux est un cube (il n’y a ici pas de problème d’unité : on est dans Z avec un exposant impair) : il existe

des entiers r et s tels que p
4

“ r3 et p2 ` 3q2 “ s3.

(b) La question 1(c) nous donne alors l’existence d’entiers u et v tels que p ` i
?
3 ¨ q “ pu ` i

?
3 ¨ vq3, et u et v

premiers entre eux. Par ailleurs,

p “ u3 ´ 9uv2 “ upu2 ´ 9v2q “ upu ` 3vqpu ´ 3vq et q “ 3vu2 ´ 3uv2 “ 3vpu2 ´ v2q
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(c) On a justifié ci-dessus que p est pair et q est impair. L’imparité de q et son expression en fonction
de u et v nous assure que u et v ne peuvent pas être de la même parité et que v est impair. Ainsi,
u est pair, et v impair.

(d) L’expression de p en fonction de u et v, et la divisibilité de p par 4, ainsi que l’imparité de u ´ 3v et u ` 3v

permet d’affirmer que u est divisible par 4. On considère alors :

r3 “ p

4
“ u

4
pu ` 3vqpu ´ 3vq.

Comme précédemment, z étant non divisible par 3, on montre que u
4
, u ` 3v et u ´ 3v sont deux à deux

premiers entre eux, donc d’après la question préliminaire, ils s’écrivent chacun comme un cube : il existe a,

b et c des entiers tels que u
4

“ a3, u ` 3v “ b3 et u ´ 3v “ c3

On a alors b3 ` c3 “ p2aq3 , d’où une autre solution de l’équation de Fermat, b et c étant premiers entre

eux (puisque u ´ 3v et u ` 3v le sont).

(e)
|2abc|3 “ 2|upu ` 3vqpu ´ 3vq| “ 2|p| ă 2pp2 ` 3q2q ď |z|3 ď |xyz|3.

Ainsi, on peut contruire une suite infinie de solutions x3 ` y3 “ z3 tel que l’entier strictement positif |xyz|3
soit strictement décroissant. Pour pouvoir utiliser le principe de descente infinie, il faut soit justifier que
la solution vérifie toujours l’hypothèse de non divisibilité par 3, soit terminer d’abord la descente dans le
second cas.

4. Second cas : z divisible par 3

On rappelle que
`

z
2

˘3 “ p

4
pp2 `3q2q. Supposons que 3 ne divise pas p. Alors puisque 3 divise z, 3 divise p2 `3q2

d’après le lemme d’Euclide, donc 3 divise p2, et le lemme d’Euclide nous dit qu’alors 3 divise p, ce qui amène
une contradiction. Ainsi, 3 divise p. Par ailleurs, 3 ne divise pas q (car p et q sont premiers entre eux). Ainsi,
3

`

p
3

˘2 ` q2 est premier avec 3. Or, comme 33 divise p
4

pp2 ` 3q2qq, on en déduit que 9 divise p
4
, donc p

36
est un

entier. On peut alors écrire :
´z

6

¯3

“ p

36

ˆ

3

´p

3

¯2

` q2
˙

.

Soit r un diviseur premier de p

36
. C’est donc un diviseur de p, donc pas de q (p et q étant premiers entre eux)

‚ Si r ‰ 3, r divise 3
`

p

3

˘2
mais pas q2, donc r ne divise pas

´

3
`

p

3

˘2 ` q2
¯

.

‚ L’argument reste valable si r “ 3, du fait du facteur 3 devant le terme
`

p

3

˘2
.

Ainsi, r n’est pas un diviseur de
´

3
`

p

3

˘2 ` q2
¯

. Cette conclusion étant vraie pour tout diviseur premier de p

36
,

on en déduit que p

36
et

´

3
`

p

3

˘2 ` q2
¯

sont premiers entre eux. Leur produit étant un cube, nous pouvons utiliser

la question préliminaire pour en déduire que
´

3
`

p
3

˘2 ` q2
¯

est un cube, ainsi que p
36

. Il existe alors, d’après

II-1, des entiers u et v premiers entre eux tels que

q2 ` 3

´p

3

¯2

“ pu2 ` 3v2q3.

On a de plus :

q “ u3 ´ 9uv2 “ upu ` 3vqpu ´ 3vq et
p

3
“ 3u2v ´ 3v3 “ 3vpu2 ´ v2q,

et u et v sont premiers entre eux. En particulier, u et v n’ont pas même parité, donc u2 ´v2 est impair. Comme
p est pair, v est nécessairement pair, et u est donc impair (u et v étant premiers entre eux).

Puisque 4 divise p et u ` v et u ´ v sont impairs, l’expression de p

3
montre que 4 divise v. Ainsi, on a :

p

36
“ v

4
pu ` vqpu ´ vq,

les trois termes étant entiers. De plus, la même preuve que précédemment montre que ces trois entiers sont
premiers entre eux deux à deux. La question préliminaire permet de conclure que ce sont des cubes. Notons

a3 “ v

4
, b3 “ u ` v et c3 “ u ´ v.

On a comme avant p2aq3 “ b3 ´ c3 “ b3 ` p´cq3, les trois termes 2a, b et c étant premiers entre eux. De plus,

|2abc|3 “ 1

2
|vpu ` vqpu ´ vq| “ p

18
ă |z|3

23
ă |xyz|3
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Ainsi, dans les deux cas, on a construit, à partir d’une solution de l’équation, une autre solution, de sorte à
avoir stricte décroissance de l’entier positif |xyz|.
D’après le principe de descente infinie, il n’existe pas de solution entère non triviale de l’équation x3 ` y3 “ z3 .

Partie III – Le théorème de Sophie Germain

Soit p un entier tel que dans le théorème de Sophie Germain. Soit x, y, z premiers entre eux tels que xp ` yp ` zp “ 0.
On suppose que ni x, ni y, ni z ne sont divisibles par p.

1. Soit r un nombre premier divisant simultanément y` z et
p´1
ÿ

k“0

yp´1´kzk. Montrons d’abord que r ‰ p. En effet,

py ` zq
p´1
ÿ

k“0

p´1qkyp´1´kzk “ yp ` zp “ ´xp,

donc r divise xp, donc x (d’après le lemme d’Euclide). Comme x n’est pas divisible par p, r ‰ p.

Par ailleurs y ” ´z mod rrs, puis

0 ”
p´1
ÿ

k“0

p´1qkyp´1´kzk ”
p´1
ÿ

k“0

p´1qkp´zqp´1´kzk “ pp´1qp´1zp´1 rrs.

Comme r ‰ p, et r premier, p est inversible modulo r, donc zp´1 ” 0 rrs, puis y ” 0 rrs. Ceci contredit le fait
que y et z sont premiers entre eux.

Ainsi, il n’existe par de diviseur premier commun à y ` z et
p´1
ÿ

k“0

p´1qkyp´1´kzk, donc ces nombres sont

premiers entre eux.

2. Comme on vient de le voir,

py ` zq
˜

p´1
ÿ

k“0

p´1qkyp´1´kzk

¸

“ ´xp “ p´xqp.

Ainsi, la question précédente et la question préliminaire permettent d’obtenir l’existence d’entiers a et a1 tels
que

y ` z “ ap et
řp´1

k“0
p´1qkyp´1´kzk “ a1p.

De plus, paa1qp “ p´xqp. Comme p est impair, x ÞÑ xp est une bijection de R dans R, donc aa1 “ ´x

Les rôles de x, y et z étant symétriques, on obtient de même, par permutation des variables :

z ` x “ bp
p´1
ÿ

k“0

p´1qkzp´1´kxk “ b1p y “ ´bb1

x ` y “ cp
p´1
ÿ

k“0

p´1qkxp´1´kyk “ c1p z “ ´cc1

3. Du fait de la symétrie des hypothèses en x, y et z, et d’après la propriété (i), (l’égalité xP ` yp ` zp “ 0 nous
autorise à l’utiliser), on peut supposer que x ” 0 rps. On a alors

p´aqp ` bp ` cp ” ´py ` zq ` px ` yq ` px ` zq ” 2x ” 0 rqs.

D’après la propriété (i), on a alors a, b ou c multiple de q. Mais comme x, y et z sont deux à deux premiers
entre eux et q | x, q ne divise pas x ` y, ni x ` z. Donc q ne divise pas bp ni cp, donc q ne divise ni b ni c. On

en déduit que a ” 0 rqs.
4. On a donc bp ` cP ” 0 rqs, donc 2x ` y ` z ” 0rqs, donc z ” ´yrqs. En remplaçant dans l’expression de pa1qp,

on obtient :

pa1qp ”
p´1
ÿ

k“0

yp´1 ” pyp´1 ” pypy1 rqs,
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où y1 est un représentant de l’inverse modulo q de y (l’inversibilité étant assurée par le fait que q ne divise pas
y et est premier). On a donc :

p ” pa1y1qpy ” pa1y1cqp rps ,

la dernière congruence étant assurée pas le fait que cp ” x ` y ” y rqs.
Cela entre en contradiction avec le point (ii). Ainsi, l’hypothèse faite en début de raisonnement est fausse. On
en conclut que x, y ou z est divisible par p.

5. Soit p un nombre impair tel que q “ 2p ` 1 soit aussi un nombre premier.

(i) Supposons que x, y et z vérifient xp ` yp ` zp ” 0rqs. Supposons que x, y et z ne soit pas divisibles par q.
On sait alors, par le petit théorème de Fermat, que xq´1 ” 1 mod rqs, donc x2p ” 1rqs. L’équation y2 “ 1

n’ayant que les deux solutions 1 et ´1 dans le corps Fq, on en déduit que xp ” ˘1 rqs. Il en est de même
pour yp et zp. Ainsi,

xp ` yp ` zp ” ´3,´1, 1, 3 rqs.

Aucune de ces possibilités n’est compatible avec l’hypothèse xp ` yp ` zp ” 0 rqs, puisque q “ 2p` 1 ě 5.

Ainsi, x, y ou z est divisible par q.

(ii) Soit x dans Z. Si x ” 0rqs, xp ” 0 ı p rqs, et si x ı 0rqs, l’argument précédent montre que xp ” ˘1 ı p rqs.
Dans tous les cas, xp ı p rps.

Ainsi, les nombres de Sophie Germain vérifient les hypothèses du théorème.
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