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DM n°19 : Arithmétique

Corrigé de 1’exercice —

1. On a, au voisinage de 0 :

1 1 2z)3 2
cos(z)sin(z) = =sin(2z) = = ( 2z — (CE0k +o(z) ) =z — Z2® + o(zh) |
2 2 6 3
2. On utilise la formule du cours avec o = f%
1 2 14 2 8 112
(1+2z)75 =1— §(2x) + §(2x)2 — 5(21:)3 +o(x?) =|1— 3T+ §x2 — gxg +o(x%) |

3. Au voisinage de 0 :

In(1 + 22)vV2 + 2 = V2 (22 — 22% + o(z?)) (1 + g + o(ac)) =12 (21: - ng + 0(1:2)) .

4. On a, au voisinage de 0 :

Arcsin’(z) = ——= =1+ S o(z?),

donc, puisque Arcsin(0) =0 :

3

5. On a sin(z) — x ST donc aussi :

. T
tan(sin(z) — ) YT
d’on
(tan(sin(z) — ) — 1~ 22
n(sin(x) — —1~—-=.
cos(tant(s X s 5 236

6

On en déduit le DL : | cos(tan(sin(z) — x)) = 1 — % + o(2%) |.

6. Au voisinage de 0 :

d’un autre coté,

z3 41 1+ 4 1+0(2) 1 1
3 =1- T i =1- T = 1__+0 — .
2+ +1 1+1+ L 1+1+0(1) T T

1 3+1 1 1 3+1 1
Ainsi, z%In (1 + = —L=—+0(1),d0n0 lim (z®ln(1+ - A =—|
x 2?2+zx+1 2 P x

8=




8. On a, pour tout z au voisinage de O™ :

(@) In@) 1 (s
sin(x) x ~ sin(z) <1 (z) - In(sin( )))

SI@) 1) sin(a)) = (1 - x—; + 0(,7:2)) (mx +1In (1 - %2 + 0(,7:2))) =1- % + o(a? In(x)).

xT

On en déduit que

. In(z) In(sin(z)) zln(z)
ps que sin(z) x o 6 |

9. La fonction tan est de classe C* donc admet des DL a tous ordres, qu’on peut dériver terme & terme. Par
ailleurs, tan étant impaire, son DL n’a que des termes de degré impair. On peut donc écrire

tan(z) = a1 + azz® + asz® + o(x®).

On a alors
tan’(z) = a; + 3azz? + Sasz* + o(z®).

On a d’un autre coté
1 +tan®(z) = 1 + (@12 + azz® + o(z?))? = 1 + a32? + 2a1a32* + o(x®).
L’identité tan’ = 1 4 tan® nous permet d’identifier ces deux DL, d’oil
a1 =1, 3az = a% et das = 2aias,

d’ou on tire :

a1=1, as = — et as = — |

20  4x? © x )

3+a+ 1
_2 % (2
8 =z x)’

z 3
ot a > 0. On en déduit qu’on a une asymptote en +0o, d’équation |y = 180 et que la courbe est

10. On a, au voisinage de 40 :

e

On en déduit que
flz) =

8

‘ de son asymptote | au voisinage de +oo0.

Corrigé du probléme - Le dernier théoréme de Fermat pour les exposants n =4 et n =3

Question préliminaire

Soit n une entier positif, et a et b positifs tels que ab = n". Pour tout p € P, v,(n") = rvy(n), et est divisible par r.
Par ailleurs, v,(a) 4+ v,(b) = vp(n"), et vp(a) et vy(b) ne peuvent pas étre non nuls simultanément. Ainsi, I'un est nul
et 'autre est égal a v,(n"). pour tout p € P, v,(a) = 0 [r] et de méme pour v,(b). Par conséquent, on peut poser les

k= Hpvp(a)/r ot /- Hpvp(b)/r_

peP peP

entiers

Comme a et b sont positifs, on obtient bien :

r=a] et [er=1]

Si r est impair, on obtient la méme propriété sur Z : le signe éventuel de n peut étre transféré & a ou b en multipliant
par (—1)", donc & k ou ¢ par multiplication par —1.



En revanche, la situation n’est plus aussi simple si r est pair. En effet, n” étant positif, étant donnée une décomposition
ab =n", a et b ont méme signe. Quitte & changer le signe des deux, on trouvera alors des décompositions avec a < 0
et b < 0. Dans ce cas, r étant pair, il sera impossible de trouver k et £ tels que k" = a et £ = b.

De fagon générale, cela reste vrai dans un anneau factoriel, & inversible prés : 'argument sur les valuations reste le
méme (il ne nécessite que Pexistence et I'unicité de la décomposition en facteurs irréductibles), mais la connaissance
des facteurs irréductibles ne détermine un élément qu’a inversible prés. Ainsi, on pourra écrire a = uk”, ol u est un
élément inversible. On se servira de cette variante dans le cadre de Z[j].

Partie I — Le théoréme de Fermat pour ’exposant n =4

1. Un lemme arithmétique

On pose ¢ = 7, avecn,de Z*, n nd=1et d > 0. On a alors “* € Z, et %" € 7Z, donc d divise an et bn. Comme
d et n sont premiers entre eux, le lemme de Gauss nous permet alors d’affirmer que d divise a et b. Comme a

et b sont premiers entre eux, d = 1. Ainsi, ¢ = n, donc

2. Triplets pythagoriciens.

(a) e Supposons (a,b,c) primitif. On a alors a A b = 1, donc aussi a A b A ¢ = 1. Ainsi, a,b, ¢ sont premiers
entre eux dans leur ensemble.
e % Supposons a, b, c premiers entre eux dans leur ensemble. Soit p un diviseur premier commun de a et
b. Comme a? + b?> = 2, p divise aussi ¢, donc, d’aprés le lemme d’Euclide, p divise c. Les entiers
a, b et ¢ étant supposés premiers entre eux dans leur ensemble, ceci n’est pas possible. Ainsi, a et b
n’admettent pas de diviseur premier commun, donc a A b = 1.
* Le raisonnement est le méme pour montrer que a A ¢ = 1 (la seule différence est le signe entre les
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carrés : ¢ — a? = b2, mais ce signe n’intervient pas dans le raisonnement), et que b A ¢ = 1.

e Sia, b et c sont premiers entre eux deux a deux, par définition, a et b sont premiers entre eux.

On a donc

I’équivalence entre les 3 propriétés.

(b) On suppose que (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien primitif.
e a et b ne sont pas tous les deux pairs, car le triplet est primitif.
e = Sia et bsont tous les deux impairs, alors a? + b2 est pair, donc ¢ est pair. Ainsi, ¢? est divisible par
4.
x Oron aa®=1[4] (écrire a = 2k + 1 et développer le carré!), et b2 = 1 [4], donc a? + b2 = ¢? = 2 [4].
D’ott une contradiction.

e Ainsi, | a et b sont de parité opposée ‘, disons a impair b pair (ce qui n’est pas restrictif par symétrie), et

par conséquent donc | ¢ est impair.

(c) Soit p et g deux entiers premiers entre eux, de parité différente, tels que p > q.
e Pour commencer, vérifions la relation de Pythagore :

(2pq)? + (p* — ) = 4p°¢ + p* + ¢* — 20°¢* = (»* + ¢°)*.

e Pour montrer que le triplet est primitif, il faut montrer que deux quelconques des 3 entiers sont premiers
entre eux. Or, si r est un entier premier divisant p? + ¢2 et p? — ¢2, il divise leur somme et leur différence,
donc 2p? et 2¢%. Comme p et ¢ sont de parité différente, p? + ¢2 est impair, donc r # 2. D’aprés le lemme
d’Euclide, r divise donc p et ¢, ce qui n’est pas possible. Ainsi, p? + ¢° et p? — ¢% sont premiers entre
eux, donc le triplet est primitif.

Ainsi, p et ¢ étant premiers entre eux, | (2pg, p*> — ¢%, p? + ¢?) est un triplet pythagoricien primitif.

(d) On veut montrer que réciproquement, tout triplet pythagoricien primitif (a,b,c) tel que a est pair est de
cette forme.

i. Supposons (a,b,c) = (2pq, p*> — ¢, p® + ¢*). On a donc

= — donc:

On définit donc les entiers positifs p et ¢ comme définissant 1'unique représentation irréductible & co-
efficients positifs du rationnel positif —%;. La positivité de ce rationnel vient du fait que la relation
a® + b% = 2 et la non nullité des a, b et ¢ impliquent que ¢ — b > 0.



ii. Si p et g sont définis ainsi, pour commencer, p et ¢ sont premiers entre eux. Par ailleurs,

2
p2—q2_(§) -1 a? —(c—=0)? a®—b*—c?+2bc =20 +2bc  b(—2b+2c) b

p?+q? <2)2+1_a2+(c—b)2_a2+b2+0272b0_ 22 —2bc  c¢(2c—2b) ¢
q

Ainsi, la représentation % étant irréductible, il existe un entier « tel que

‘p2+q2=ac et p? —¢* = ab.

iii. Par ailleurs, par définition, p et ¢ sont premiers entre eux, donc aussi p? et ¢?. De méme que ci-dessus,
ceci implique que les entiers impairs p? — g2 et p? + ¢ sont premiers entre eux. On en déduit que .
Onadoncp? +¢>=c,p?—¢*>=0b,et

a?=c-p = (p2 + q2) - (p2 - q2) = 4p2q25

donc par positivité, 2pq = a.

On a bien obtenue | une représentation comme en 2(c), avec p et ¢ premiers entre eux.

3. L’aire d’un triangle pythagoricien n’est pas un carré (Fermat)
Soit (a, b, ) un triplet pythagoricien.
On commence par la remarque suivante, utile dans plusieurs questions : si (a, b, ¢) est un triplet pythagoricien,
d’aprés le théoréme du méme Pythagore, le triangle pythagoricien associé est rectangle, d’hypothénuse c. Son

aire est donc %ab.

(a) Soit un triplet pythagoricien quelconque (a,b,c). Supposons que laire du triangle associé soit un carré.
Notons donc d? cette aire. On a donc ab = 2d?. Soit p un entier premier divisant simultanément a, b et c.
Les entiers a’ = 2, = %, ¢/ = £ forment encore un triplet pythagoricien et 2d? = p%a’b’. Quitte & simplifier
par un facteur 2 dans le cas ol p = 2, on obtient dans tous les cas p | d, donc, d’aprés le lemme d’Euclide,

p divise d. Ainsi, en posant d’ = %, on a m

On a donc obtenu un triplet pythagocien primitif dont I'aire du triangle associé est un carré.
Ainsi, si on parvient & montrer qu’aucune aire de triangle pythagoricien primitif n’est un carré, ce ne pourra
pas non plus étre le cas pour les triangles pythagoriciens quelconques.

(b) L’aire du triangle pythagoricien est $ab = | pg(p? — ¢*) |

(c) e L’entier pg(p—q)(p+¢q) est un carré. Or, soit r un entier premier divisant pq. Alors, p et ¢ étant premiers
entre eux, r divise p ou r divise ¢, mais pas 'autre. Ainsi, r ne divise ni p — ¢ ni p + q. Comme r est
premier, d’aprés Euclide, r ne divise pas (p — q)(p + q). Ainsi, pq et (p — q)(p + ¢) sont premiers entre
eux, et leur produit est un carré.

e La question préliminaire est alors utilisable du fait que tous les facteurs sont positifs : pg et (p — ¢)(p +
q) sont des carrés. On applique une deuxiéme fois la question préliminaire pour obtenir le fait que
‘ p et q sont des carrés, ainsi que p —q et p+ g ‘ (qui sont bien premiers entre eux, d’aprés un raisonne-

ment déja effectué).
Notons p =22, g =92, p—q=v> et p+ q = u>.
(d) e Soit r un entier premier divisant u + v et w —v. Alors r divise 2u et 2v (somme et différence). Si r # 2, r

divise u et v (Euclide), donc r divise p — ¢ et p + ¢ qui sont premiers entre eux ; d’out une contradiction.
Ainsi, le seul diviseur premier possible commun & u + v et u — v est 2.

e Puisque p et ¢ sont de parité différente, p — q et p + ¢ sont impairs, donc v et v sont impairs. On en
déduit que u + v et u — v sont pairs. Ainsi, 2 est bien un diviseur commun.

e Par ailleurs, v étant impair, on a 2v = 2[4], donc (u+v) — (u—v) = 2[4]. Ainsi, u+v et u— v ne peuvent
pas étre tous deux divisibles par 4. On remarque que plus précisément (on s’en sert un peu plus loin),
I'un est pair non divisible par 4, et 'autre est divisible par 4.

¢ En conclusion, ‘ (u+v) A (u—v) =2. ‘

(e) o Ona (u+v)(u—v)=u®>—10v?=2¢ =2y La question précédente montre que 4 divise (u + v)(u — v)
(et méme 8), donc 2 divise y2, puis y. Ecrivons ¢’ = £. On a alors :

(u+v)(u—v) = 8y



e Par ailleurs, plagons-nous dans le cas ot u — v est divisible par 4 et u + v seulement par 2 (une des deux
possibilités découlant de I’étude faite dans la question précédente ; la seconde s’étudie de fagon similaire).

On a alors
u—v u+v /2
4 2
. u+v u—v . R )
Comme (u +v) A (u—v) = 2, les entiers et sont premiers entre eux, donc aussi t

&

uU—"v . . e .. u+v u—v
. On déduit alors de la question préliminaire que 5 et
et u — v étant positifs (aprés échange des valeurs de u et v dans I’énoncé)

e On obtient les dénomiateurs inversés dans ’autre cas. On suppose qu’on est dans le premier cas, et on
+ v uU—"v

4

sont des carrés, | les entiers u + v

et s2 =

note 12 =

(f) o On obtient alors :

2 2

(r)?+(25°)7 =rt +4s' = — (u+0v)* + (u—v)?) = %(u +07) = %((pfq)+(p+q>) =p =2

R

Ainsi,

(r?,2s?, 1) est un triplet pythagoricien‘

e Comme r et s sont premiers entre eux, il en est de méme de 72 et s2. Comme de plus, r est impair, 2

et 252 sont aussi premiers entre eux. Ainsi, le triplet ci-dessus est primitif.
e Son aire est r2s% = (rs)?, c’est donc un carré.

2 < p < p? < p?+ ¢2, donc le troisiéme paramétre du triplet

e Par ailleurs, le paramétre x vérifie r < x
décroit strictement, tout en restant entier positif. Le principe de descente infini nous dit donc que cette
situation est impossible.

Ainsi, pour tout triplet pythagoricien primitif dont ’aire du triangle associé est un carré, on en a construit
un autre vérifiant la méme propriété, et dont la troisiéme composante est entiére, positive, strictement plus

petite.

Ainsi, | laire d’un triangle pythagoricien ne peut pas étre un carré.

4. Le théoréme de Fermat pour 1’exposant n = 4

4. on peut diviser par le pged des entiers , ¥ et z. On obtient alors

(a) e Etant donnée une solution z% +y* = 2
une solution primitive non triviale, dans le méme sens que pour les triplets pythagoriciens. On montre
de méme qu’avant que dans ce cas, x, y et z sont premiers entre eux dans leur ensemble si et seulement
si x et y sont premiers entre eux. Ainsi, I'existence d’une solution implique 'existence d’une solution
primitive. On peut donc se contenter de montrer qu’il n’existe pas de solution primitive.

e De plus, étant donnée une solution primitive (z,y,z), « et y n’étant alors pas tous deux divisibles par
2, I'un au moins est impair, disons y. Si x est impair aussi, on a alors 2 = 1[4] et y? = 1[4], donc

2

aussi 2% = y* = 1 [4]. Ainsi, 2* + y* = 2 [4], ce qui n’est pas possible (si z est impair, 22 aussi, donc

(22)2 = 1[4], et si z est pair, 2* est divisible par 2%, donc par 4). Ainsi, x est pair.

Il suffit de montrer ‘ qu’il n’existe pas de solution primitive avec = pair. ‘

(b) Soit (z,y, 2) une solution primitive, vérifiant donc z* + y* = 2*.

e On a alors
wt= 2t oyt = (2 ) ).
Puisque z et y sont impairs, on est dans la méme situation que précédemment avec u et v : 'un de ces
termes est divisible par 2 mais pas par 4, Iautre étant divisible par 4 au moins. Or, 22 et y? étant tous
deux congrus & 1 modulo 4, 22 — y? est divisible par 4, et 22 + 2 est divisible par 2 mais pas par 4.
e Par ailleurs, v2(z%) étant un multiple de 4, on en déduit que v,(22 — y?) est au moins 3 : 22 — y? est
divisible par 8. On a alors :
22 —y? . 22 +9° _ (x)4

8 2 2

22_y?
8
entre eux. Comme ils sont positifs, la question préliminaire permet alors de conclure qu’ils sont les

2 2
e Par ailleurs, le méme raisonnement que pour u et v montre que les entiers et % sont, premiers

puissances quatriémes d’entiers positifs a et b : il existe a et b entiers tels que

22 —y? = 8a* et 22 +y? = 2b%|.



(c) On a alors (2a?)? + (b*)? = 22, donc (2a?,b?, 2) est un triplet pythagoricien, l'aire du triangle associé étant
a’b? = (ab)?, ce qui contredit la question précédente.

Ainsi, | 'équation z# + y* = z* n’admet pas de solution dans (N*)3. ‘

Partie IT — Le théoréme de Fermat pour ’exposant n = 3 (Euler, Gauss)

1. Résolution de p? + 3¢* = s3.
Un résultat plus général (résolution de p? + 3¢? = s”) fait 'objet d’un autre probléme.
On suppose que p, ¢ et s sont trois entiers vérifiant p? + 3¢ = s>, tels que p A ¢ = 1.

(a) Ceci est un argument important, valable aussi pour passer du pged de deux polynémes sur un corps K, au
pged sur un corps plus gros K’ : d’aprés le théoréme de Bezout, il existe des entiers u et v tels que

up +vq = 1.

Cette relation peut aussi étre vue comme une relation de Bézout dans Z[j], donc p et ¢ sont premiers entre
eux dans Z[j].

De fagon plus formelle,
1 € pZ + qZ < pZ[j] + qZlj],

et un idéal contenant 1 étant 'anneau tout entier, on a
PZj] + qZ[j] = Z[;].
Etant donné r un entier d’Eisentein divisant p et ¢, on a alors (les idéaux étant pris dans Z[j]) :
p)c(r) et (¢9c(r), done:  (p)+(¢) = (r) done:  (r)=Z[j].

Ceci équivaut a r € Ug (i.e. r est une unité de Z[j]), donc p et ¢ n’ont pas de diviseurs communs autre que
les unités.

Ainsi,

p et g sont premiers entre eux dans Z[j] ‘

(b) On montre deux lemmes de primalité :
e Lemme 1 : L’entier d’Eisenstein 2 est premier.

On utilise la norme N(z) = |z|%. On vérifie sans peine (on I'a déja fait dans un DM ou un DS) que N est
a valeurs dans N et est multiplicative. Si 2 se décompose de fagon non triviale (c’est-a-dire sans unité)
sous la forme 2 = 2129, on a alors 4 = N(z1)N(22). De plus, z1 et 23 ne sont pas des unités, donc N(z1)
et N(z3) sont strictement supérieurs & 1. Ainsi, N(z1) = N(z2) = 2. Cherchons les éléments de z de
norme 2. Soit z = a + bj, avec a et b entiers. On a N(z) = a® + b*> — ab = 2. Obtenons une contradiction
sur la parité :

* Si a et b sont de parité opposée, a® 4+ b?> — ab est impair d’ot1 une contradiction.

* Si a et b sont tous deux impairs, a? + b? — ab est impair aussi;

* @ et b ne peuvent pas étre tous deux pairs, car sinon, 2 divise z donc 4 < N(2) < N(z) = 2.

Ainsi, il n’existe pas d’éléments de Z[j] de norme 2, donc ‘ 2 est premier d’Eisenstein. ‘

e Lemme 2 : L’entier d’Eisentein i+/3 est premier.
Tout d’abord, c’est bien un entier d’Eisentein, puisqu’il s’écrit

ivV3=1+2j

On utilise de méme la norme :

N(iv3) =3,

qui est premier (dans N), donc ne peut pas se décomposer en N(z1)N(z2), sauf si N(z1) ou N(z2) est
égal a 1. Ainsi, i4/3 ne peut pas se décomposer en produit de 2 entiers d’Eisenstein non inbersibles.
e On a:
p+ivBg=p+(2i+1)g et p—iv3g=p—(2j+ 1)

Soit 7 un diviseur premier commun de p —iv/3q et p +14/3¢ (au sens d’Eisenstein). L’entier premier
d’Eisenstein r divise alors 2p et 214/3¢. Comme 2 est premier d’Eisenstein, soit r = 2 (a inversible pres),
soit r divise p.



e Sir =2 (a inversible prés), 2 divise p +iv/3¢ = p + (2§ + 1)g = p + ¢ + 2jg. On peut donc trouver u et
v tels que
p+q+2jq=2a+2bj.

Or, la décomposition d’un complexe sous la forme a + bj est unique (se ramener & une identification des
parties réelles et imaginaires), donc 2b = 2¢ et 2a = p + ¢. La deuxiéme égalité nous indique que p et ¢
sont de méme parité, et comme ils sont premiers entre eux, ils sont impairs. En écrivant p = 2k + 1 et
q =20+ 1, il vient p? + 3¢> = 4k(k + 1) + 12¢(¢ + 1) + 4. Puisque k(k + 1) est pair, on obtient donc :

p® + 3¢ = 4[8],

donc p? + 3¢? est divisible par 4 mais pas par 8. Or, puisqu’il s’agit d'un cube, les valuations p-adiques
doivent étre multiples de 3, d’ot une contradiction. Ainsi, r # 2.

e On en déduit que r divise p. D’un autre coté, r divise 2¢i/3, et 7 # 2. Comme i+/3 est premier, on en
déduit que r = i4/3 (a inversible prés) ou 7 divise g.

e Supposons donc que 7 = iv/3 = 2j + 1. On a alors iv/3 | p +iv3 et ivV3 | p—iv3 et, donc 3 divise
le produit p? + 3¢?, donc 3 divise p?, donc p. Ainsi, comme p et q sont premiers entre eux (donc ¢ non
divisible par 3) p? + 3¢% # 0 [9], ce qui n’est pas possible, puisque 3 divise s3, donc s, donc 9 (et méme
27) divise p? = 3p?.

Ainsi, 7 # i4/3. Le raisonnement est le méme si on multiplie cette quantité par un élément inversible.

e Il en résulte que r divise ¢, ce qui contredit le fait que p et ¢ sont premiers entre eux.

e Par conséquent,

p— i(Z\/g et p+ iq\/§ sont premiers entre eux. ‘

(c¢) On utilise alors la question préliminaire, adaptable dans Z[j] (mais il faut faire attention aux unités : le
résultat donné n’est vrai qu’a unité prés, probléme qu’on avait souligné dans le cas d’une puissance impaire,
dans 7Z) : les entiers d’Eisenstein (p — iv3- q) et (p+ iv/3 - ) étant premiers entre eux, et leur produit
valant p? 4+ 3¢% = s3, la question préliminaire donne l'existence d’un élément o + 335 et d’une unité z tels
que (o + B5)% = p+i+v/3 - ¢. On a alors aussi :

p+iv3-g=a(aj+ Bj*)? = 2(=B + (o — B)j)?,

ainsi que
p+i\/§-q=x(aj2 +8)? =z(B—a—aj)?.

Or des entiers 8, o — § et —a (coeflicients de j dans cette écriture), I'un au moins est pair, et l'entier
d’Eisenstein correspondant sera alors dans Z[i4/3]. Ainsi, il existe des éléments u et v de Z tels que p +
i3 - q=x(u+ ivx/g)?’. Il reste donc & montrer que x = +1.

Notons (u 4+ ivv/3)3 =« +iv’v/3. On suppose que = = j = %(—1 +1i4/3). On a alors

1
z(u+ivV3)? = 3 ((—u’ —3v') +iV3(—v + u’))
Par ailleurs, en développant et en identifiant parties réelles et imaginaires, on a :
' =u® —9uv® = u(u—3v)(u+3v) et v =3uv— 30> =3v(u—v)(u+v).

e Si v est impair, alors u, u — 3v et u + 3v sont impairs, donc u est impair et v est pair. On en déduit que
v’ est pair. Ainsi, —u’ — 30" et —v' + u’ sont impairs, donc z(u + ivy/3)3 ¢ Z[i/3];

e De méme, si v’ est impair, alors v est impair et u pair, donc u’ est pair, et on conclut de méme.
Ces deux cas amenant une contradiction, on en déduit que «’ et v’ sont pairs. Mais dans ce cas, p + iv/3¢
est divisible par 2 dans Z[j]. On a méme mieux que cela. En effet, v’ et v’ étant pairs, supposons que u et
v ne soient pas tous les deux pairs. Dans ce cas, u ne peut pas étre pair, car alors v est impair ainsi que
u—v et u + v, ce qui contredit la parité de v'. De méme v ne peut pas étre pair. Ainsi u et v sont impairs.
Chaque facteur u + v, u — v, u + 3v et u — 3v est divisible par 2, donc u’ et v’ sont divisibles par 4.

Ainsi, p +i¢y/3 est divisible par 4 dans Z[j]. Il existe donc a et b tels que

p+igV3=4(a+bj) =4(a— g(—l +iv3)).

L’identification des parties réelles et imaginaires montre alors que 2 divise p et ¢, ce qui contredit le fait
qu’ils sont premiers entre eux.



Ainsi, 'unité z ne peut pas étre égale a j.

On montre par le méme principe (il n’y a que certains signes qui changent) que z ne peut pas étre égal a 52,
aj+1ouaj?+1. Ainsi, z = 1 ou —1, et quitte & changer le signe de u et v si = —1, on peut supposer
que x = 1.

Il existe donc des entiers u et v tels que

p+igV3 = (u+ivy3)3

Au passage, on a donc u’ = p et v = ¢, donc on a déja établi les relations

p=u—9uw?| et [q=3uv— 37|

Les deux relations précédentes montrent que p € (u) + (v) et ¢ € (u) + (v), donc (p) < (u) + (v) et
(q) < (u) + (v), dou (p) + (¢) < (u) + (v). Or, p et g sont premiers entre eux, donc (p) + (¢) = Z, d’on
(u) + (v) = Z.

On en déduit que ‘ u et v sont premiers entre eux. ‘

2. Un changement de variables

On suppose que (Jc, Yy, z) sont trois entiers relatifs non nuls tels que 3+ y3 = 2z°.

(a)

()

(d)

3

Comme précédemment, si une solution existe, en divisant par le pged global de x, y et z, on trouve une
solution constituée d’entiers x, y et z premiers entre eux dans leur ensemble. Le méme raisonnement que
pour les triplets pythagoriciens montre qu’alors x, y et z sont premiers entre eux deux & deux.

En particulier, au moins deux des trois entiers x, y et z sont impairs. Comme les entiers considérés sont
relatifs, quitte & changer leur signe pour les passer de part et d’autre de 1’égalité, on peut supposer que
‘x et y sont impairs (et donc z pair) |

On pose p = ZT’Ly et ¢ = %5¥. Comme z et y sont impairs, p et ¢ sont entiers, et p +q =z, p— q = y.

On a alors :

S

2 =p+9)?+ (p—q)?® =20+ 6pg® =8~ (p* + 3¢%).

=

3
On a bien la relation (%) = g(pQ +3¢%).

Puisque z et y sont impairs, p et ¢ ne peuvent pas étre de méme parité. Ainsi, p? et 3¢> ne sont pas de

méme parité, donc ‘ p? + 3p? est impair.

Puisque z est pair, (%)3 est entier, donc 4 divise p(p? + 3¢?). Comme de plus, 4 est premier avec p? + 3¢

d’aprés la question précédente, on en déduit que . Ainsi, ‘ p est pair et ¢ est impair.

3. Premier cas : z non divisible par 3

On suppose dans cette question que z n’est pas divisible par 3.

(a)

Pour commencer, justifions que p et ¢ sont premiers entre eux. Si k est un entier premier divisant p et g,
comme p et ¢ n’ont pas méme parité, k # 2, et k divise p + ¢ et p — ¢ donc x et y, ce qui contredit que x et
y sont premiers entre eux.

Montrons ensuite que £ et p? + 3q¢? sont premiers entre eux. Supposons qu'il existe un diviseur premier

commun k. L’entier k divise alors p, et donc p?, puis 3¢%. Si k = 3, 3 diviserait (%)3, donc z, ce qui n’est
pas le cas. Donc k est premier avec 3, donc divise g2, puis ¢q. Cela contredit le fait que p et g sont premiers

entre eux.
Ainsi, | & et p* + 3¢® sont premiers entre eux.

Le produit de ces entiers est un cube : on utilise alors la question préliminaire pour conclure que chacun

d’eux est un cube (il n’y a ici pas de probléme d’unité : on est dans Z avec un exposant impair) : il existe

des entiers r et s tels que | & = 73 et p? + 3¢* = s°.

La question 1(c) nous donne alors I'existence d’entiers u et v tels que p + iv3-q= (u+ iv3-v)3 etuetw
premiers entre eux. Par ailleurs,

p=u — Juv? = u(u® — 9?) = ‘ u(u + 3v)(u — 3v) ‘ et q = 3vu® — 3uv? = | 3v(u? — v?)




(¢) On a justifié ci-dessus que p est pair et ¢ est impair. L'imparité de ¢ et son expression en fonction
de uw et v nous assure que u et v ne peuvent pas étre de la méme parité et que v est impair. Ainsi,

‘u est pair, et v impair.

(d) L’expression de p en fonction de u et v, et la divisibilité de p par 4, ainsi que I'imparité de u — 3v et u + 3v
permet d’affirmer que u est divisible par 4. On considére alors :

3_pb_u
7 === —(u+3v)(u—3v).
B = S+ 30)(w - 30)
Comme précédemment, z étant non divisible par 3, on montre que 7, u + 3v et u — 3v sont deux & deux
premiers entre eux, donc d’aprés la question préliminaire, ils s’écrivent chacun comme un cube : il existe a,
b et c des entiers tels que | § = ad,u+3v=0ctu—3v=c?

On a alors ‘ b3 + ¢ = (2a)? |, d’oil une autre solution de I'équation de Fermat, b et ¢ étant premiers entre

eux (puisque u — 3v et u + 3v le sont).

|2abe|® = 2|u(u + 3v)(u — 3v)| = 2|p| < 2(p* + 3¢%) < |2)® < |wyz]>.

Ainsi, on peut contruire une suite infinie de solutions 2% + y3 = 23 tel que I'entier strictement positif |zyz|3
soit strictement décroissant. Pour pouvoir utiliser le principe de descente infinie, il faut soit justifier que
la solution vérifie toujours ’hypothése de non divisibilité par 3, soit terminer d’abord la descente dans le
second cas.
. Second cas : z divisible par 3

On rappelle que (%)3 = %(p2 +3¢?). Supposons que 3 ne divise pas p. Alors puisque 3 divise z, 3 divise p? + 3¢>

d’aprés le lemme d’Euclide, donc 3 divise p?, et le lemme d’Euclide nous dit qu’alors 3 divise p, ce qui améne

une contradiction. Ainsi, 3 divise p. Par ailleurs, 3 ne divise pas ¢ (car p et ¢ sont premiers entre eux). Ainsi,

3 (2)2 + ¢* est premier avec 3. Or, comme 3? divise &(p? + 3¢*)), on en déduit que 9 divise &, donc £ est un

3 36
entier. On peut alors écrire :
Z\3  p N2
) = (3(5) + ).
(6) 36 ( 3) 71
Soit 7 un diviseur premier de 4. C’est donc un diviseur de p, donc pas de g (p et g étant premiers entre eux)
e Sir # 3, r divise 3 (§)2 mais pas ¢2, donc r ne divise pas (3 (%)2 + q2).

e [’argument reste valable si » = 3, du fait du facteur 3 devant le terme (%)2.

2 L . .. .
E) + qQ). Cette conclusion étant vraie pour tout diviseur premier de Iz,

Ainsi, r n’est pas un diviseur de (3 (3

. 2 . o -
on en déduit que 1% et (3 (%) + q2) sont premiers entre eux. Leur produit étant un cube, nous pouvons utiliser

la question préliminaire pour en déduire que (3 (§)2 + q2) est un cube, ainsi que 4%. Il existe alors, d’apres

II-1, des entiers u et v premiers entre eux tels que
¢ +3 (g)Q = (u® + 30?)°.
On a de plus :
q=u® — 9uv® = u(u + 3v)(u — 3v) et = = 3u?v — 3v® = 3u(u? — v?),

2 — 2 est impair. Comme

et u et v sont premiers entre eux. En particulier, u et v n’ont pas méme parité, donc u
p est pair, v est nécessairement pair, et u est donc impair (u et v étant premiers entre eux).
Puisque 4 divise p et u + v et u — v sont impairs, I’expression de % montre que 4 divise v. Ainsi, on a :

P v

—=-(u+v)lu—-v

2~ 2+ v)w—w),
les trois termes étant entiers. De plus, la méme preuve que précédemment montre que ces trois entiers sont
premiers entre eux deux a deux. La question préliminaire permet de conclure que ce sont des cubes. Notons
3 U

=7

3

a B =u+v et ¢’ =u—o.

On a comme avant (2a)® = b® — ¢ = b3 + (—c)3, les trois termes 2a, b et ¢ étant premiers entre eux. De plus,

3
=2 BT yp

1
2abel]® = = —
[2abc]| 5 [v(u + v)(u —v) 5 < 5



Ainsi, dans les deux cas, on a construit, & partir d’une solution de ’équation, une autre solution, de sorte &
avoir stricte décroissance de l'entier positif |xyz|.

il n’existe pas de solution entére non triviale de I’équation 23 + y3 = 23 |.

D’aprés le principe de descente infinie,

Partie IIT — Le théoréme de Sophie Germain

Soit p un entier tel que dans le théoréme de Sophie Germain. Soit z, y, z premiers entre eux tels que zP + y? + 2P = 0.
On suppose que ni x, ni y, ni z ne sont divisibles par p.

p—1
1. Soit r un nombre premier divisant simultanément y + z et 2 yP~17* 2k Montrons d’abord que 7 # p. En effet,
k=0
p—1
R I G e T
k=0

donc r divise 2P, donc « (d’aprés le lemme d’Euclide). Comme 2 n’est pas divisible par p, r # p.

Par ailleurs y = —z mod [r], puis
p—1 p—1
0= D (=DFyp 1 7Fzh = Y (= D)F(—2)P R = p(— 1) 1],
k=0 k=0

Comme r # p, et r premier, p est inversible modulo r, donc 2P~ = 0 [r], puis y = 0 [r]. Ceci contredit le fait
que y et z sont premiers entre eux.

p—1
Ainsi, il n’existe par de diviseur premier commun & y + z et Z(fl)kypflszk, donc ces nombres sont
k=0

premiers entre eux.

2. Comme on vient de le voir,

(y+2) (Z (l)kyplkzk> = —a? = (—x)".

k=0

Ainsi, la question précédente et la question préliminaire permettent d’obtenir l’existence d’entiers a et a’ tels

que
o SO

De plus, (aa’)? = (—z)?P. Comme p est impair, x — 2P est une bijection de R dans R, donc

Les roles de x, y et z étant symétriques, on obtient de méme, par permutation des variables :

p—1

D (—1)kerikgh = P

k=0

p—1
k=0

3. Du fait de la symétrie des hypothéses en z, y et z, et d’aprés la propriété (i), ('égalité ¥ + y? + 2P = 0 nous
autorise a 'utiliser), on peut supposer que = 0 [p]. On a alors

(—a)? + b7 + " = —(y+2) + (e +y) + (@ +2) =22 =0 [q].

D’aprés la propriété (i), on a alors a, b ou ¢ multiple de ¢. Mais comme z, y et z sont deux a deux premiers
entre eux et ¢ | x, ¢ ne divise pas x + y, ni & + z. Donc ¢ ne divise pas b? ni ¢, donc ¢ ne divise ni b ni ¢. On

en déduit que m

4. On a donc b? + ¢’ =0 [q], donc 2z + y + z = 0[q], donc z = —y[q]. En remplacant dans I'expression de (a’)?,

on obtient :
p—1

(@)=Y v =py = pyty [d],
k=0
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ol ¢’ est un représentant de l'inverse modulo ¢ de y (I'inversibilité étant assurée par le fait que ¢ ne divise pas
y et est premier). On a donc :

[p=(ay)"y = (@Yo [p]]

la derniére congruence étant assurée pas le fait que ¢ =z +y =y [q].

Cela entre en contradiction avec le point (ii). Ainsi, 'hypothése faite en début de raisonnement est fausse. On

en conclut que |z, y ou z est divisible par p. ‘

5. Soit p un nombre impair tel que ¢ = 2p + 1 soit aussi un nombre premier.

(i) Supposons que z, y et z vérifient 2P + y? + 2P = 0[q]. Supposons que z, y et z ne soit pas divisibles par gq.
On sait alors, par le petit théoréme de Fermat, que z9~! =1 mod [q], donc 2?P = 1[q]. L’équation y* = 1
n’ayant que les deux solutions 1 et —1 dans le corps Fy, on en déduit que 2P = £1 [q]. Il en est de méme
pour yP et zP. Ainsi,

a? +yP + 2P =-3,-1,1,3 [q].

Aucune de ces possibilités n’est compatible avec I’hypothése aP + y? + 2P = 0 [¢], puisque ¢ = 2p + 1 = 5.

Ainsi,

x, y ou z est divisible par q. ‘

(ii) Soit x dans Z. Siz = 0[q], 2P = 0 # p [¢], et si « # 0[q], Vargument précédent montre que z? = +1 # p [q].
Dans tous les cas,

Ainsi, ‘ les nombres de Sophie Germain vérifient les hypothéses du théoréme.
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