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DM no 22 : Balbutiements d’algèbre linéaire

Corrigé du problème 1 –

1. ‚ Soit F un sous-espace de E. Il est donc non vide, et stable par combinaisons linéaires à coefficients complexes ;

il est donc a fortiori stable également par combinaisons linéaires à coefficients réels, et est donc un sous-

espace sur R de E. Tout sous-espace vectoriel (sur C) de E est donc un sous-espace vectoriel sur R.

‚ La réciproque n’est pas vraie ; un sous-ensemble stable par combinaisons linéaires à coefficients réels n’a

pas de raison en général d’être stable par combinaisons linéaires à coefficients complexes. Donnons un contre-

exemple. Soit E “ C. Alors F “ R Ă C est un sous-espace sur R de C, mais n’est pas un sous-espace de C,

car F n’est pas stable par combinaisons linéaires à coefficients complexes ; par exemple, i ¨1 R R.

2. (a) ‚ Pour commencer, pour tout y P iF , il existe x P F tel que y “ ix, et comme x P E et que E est un

espace vectoriel sur C, ix P E. Ainsi, iF est un sous-ensemble de E.

‚ On a : 0 “ i ¨0, et comme 0 P F , on a donc 0 P iF .

‚ Soit px, yq P piF q2, et soit λ P R. Alors il existe x1 et y1 dans F tels que x “ ix1 et y “ i y1. Ainsi :

λx` y “ ipλx1 ` y1q.

Comme F est un sous-espace sur R de E, il est stable par combinaisons linéaires à coefficients réels ; par

conséquent, λx1 ` y1 P F , puis λx` y P iF . Ainsi, iF est stable par combinaisons linéaires à coefficients

réels.

‚ On en déduit que iF est un sous-espace vectoriel sur R de E.

(b) De façon immédiate, par pseudo-associativité de la loi externe, ipiF q “ ´F , et par stabilité, par prise

d’opposé on obtient ´F Ă F , et puisque ´p´F q “ F , de même F Ă ´F . Ainsi, ipiF q “ F .

(c) Soit pb1, . . . , bnq une base de F . Alors pi b1, . . . , i bnq est une base de iF . En effet, l’application ϕ : F Ñ iF

définie par ϕpxq “ ix est linéaire, et c’est un isomorphisme, sa réciproque étant l’application ψ : iF Ñ F

définie par ψpyq “ ´ i y. Par conséquent, ϕ envoie une base de F sur une base de iF .

On en déduit que dimpF q “ dimpiF q .

(d) ‚ Pour commencer, F 1 “ F X iF Ă F , et F X iF est un sous-espace de E. En effet, F 1 est un sous-ensemble

de E contenant 0, stable par somme (car F et iF le sont). Il reste donc à montrer la stabilité par

multiplication par un scalaire complexe λ “ a` i b. Par stabilité de F et iF par somme et multiplication

par un réel, il suffit de vérifier la stabilité par multiplication par i. Or, étant donné x P F 1, x P F , donc

ix P iF , et de même, x P iF , donc ix P ipiF q “ F . Ainsi, x P F 1.

Par conséquent, F 1 “ F X iF est un sous-espace vectoriel (sur C) de E)

‚ Montrons que c’est le plus grand sous-espace de E contenu dans F . Soit G un sous-espace de E contenu

dans F . On a alors, par stabilité, iG Ă G, et G “ ipiGq Ă iG, donc G “ iG. Comme iG Ă iF , on en

déduit que G Ă F X iF .

Ainsi, F X iF est le plus grand sous-espace (sur C) de E contenu dans F .

(e) Soit G un supplémentaire de F X iF dans F . Puisque G Ă F et iG Ă iF , on a GX iG Ă F X iF , et puisque

G X iG Ă G, il vient

G X iG Ă GX pF X iF q “ t0u,

par définition d’un supplémentaire. L’inclusion réciproque étant évidente, il vient donc GX iG “ t0u, donc

G est un sous-espace réel de E .

3. Soit F un sous-espace réel de E.
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(a) Soit pxjqjPI une famille d’éléments de F , libre sur R. Soit pλjqjPC une famille d’éléments de C presque tous

nuls, tels que
ÿ

jPI

λjxj “ 0.

Écrivons pour tout j P I, λj “ aj ` i bj , où aj et bj sont des réels. Alors les aj et les bj sont presque tous

nuls, et
ÿ

jPI

ajxj “ ´
ÿ

jPI

bjpi xjq. La première somme est dans F , la seconde est dans iF . Ainsi, au vu de

l’égalité, elles sont toutes les deux dans F X iF qui est égal à t0u (F est un sous-espace réel). Ainsi :

ÿ

jPI

ajxj “ 0 et
ÿ

jPI

bjpixjq “ 0.

Comme la famille pxjqjPI est libre (sur R), la première somme (qui est à coefficients réels) amène : @j P

I, aj “ 0.

De plus, en multipliant la seconde somme par ´ i, on obtient
ÿ

jPI

bjxj “ 0. En utilisant de nouveau la liberté

de la famille pxjqjPI sur R, on en déduit que pour tout j P I, bj “ 0.

Ainsi, pour tout j P I, λj “ 0, et la famille pxjqjPI est libre sur C .

(b) ‚ Si dimCE “ n, alors dimRE “ 2n. En effet, si pbjqjPv1,nw est une base de E sur C, alors :

˚ en séparant partie réelle et partie imaginaire des coefficients, toute combinaison à coefficients com-

plexes de pb1, . . . , bnq est combinaison linéaire à coefficients réels de pb1, . . . , bn, i b1, . . . , i bnq.

˚ toute combinaison linéaire à coefficients réels des vecteurs de pb1, . . . , bn, i b1, . . . , i bnq est une combi-

naison linéaire à coefficients complexes des bk (en regroupant les termes bk et i bk). Si elle est nulle,

la liberté sur C de la famille pbkq nous assure la nullité de tous ces coefficients complexes, donc de

leur partie réelle et imaginaire, donc de tous les coefficients de la combinaison initiale.

Ainsi, pb1, . . . , βn, i b1, . . . , i bnq est une base de E sur R

‚ Soit F un sous-espace réel. Comme F et iF ont même dimension, et comme F X iF “ t0u (par définition

d’un sous-espace réel), il vient dimF ` dim iF ď 2n, donc dimF ď n

‚ On a égalité si et seulement si dimRpF ‘ iF q “ dimRpEq. L’inclusion, avec égalité des dimensions, amène

l’égalité. Ainsi, dimF ď n si et seulement si F ‘ iF “ E.

4. Soit G un sous-espace de E de dimension finie. Soit pb1, . . . , bℓq une base sur C de G. Le même argument que

pour E montre que pb1, . . . , bℓ, i b1, . . . , i bℓq est une base de G sur R.

Soit alors F “ VectRpb1, . . . , bℓq. On a iF “ VectRpi b1, . . . , i bℓq, et le fait que pb1, . . . , bℓ, i b1, . . . , i bℓq soit une

base de G amène alors :

G “ F ‘ iF

(l’égalité provenant du caractère générateur, et la somme directe de la liberté).

Cet espace n’est bien sûr pas unique ; en effet, si F est un tel espace, alors iF convient aussi. D’autres contre-

exemples : si E “ G “ C, soit z P C˚, et soit F “ Rz (ainsi, F est n’importe quelle droite réelle dans le plan

complexe). Alors iF X F “ t0u, et C “ F ‘ iF . On a trouvé une infinité de sous-espaces F qui conviennent.

5. On considère F l’ensemble des sous-espaces vectoriels sur R de G tels que F ‘ iF soit directe (et nécessairement

inclu dans G, par stabilité de G par multiplication par un scalaire complexe), ordonné par l’inclusion.

Soit pFiqiPI un sous-ensemble totalement ordonné de F . Alors :

‚ si I “ ∅, t0u est un majorant de pFiq

‚ si I ‰ ∅, soit F “
Ť

iPI Fi.

˚ Montrons que F est un sous-espace vectoriel sur R de E. Soit x, y P F . Il existe pi, jq P I2 tels que x P Fi

et y P Fj . L’ordre étant total sur pFiqiPI , on a Fi Ă Fj ou Fj Ă Fi. Ainsi, x et y sont soit tous deux dans

Fi, soit tous deux dans Fj . Pour se fixer les idées, supposons que x et y soient dans Fi. Alors pour tout

λ P R, x` λy P Fi, donc x` λy P F . Comme de plus, F est de toute évidence inclus dans E, et contient

0 (car I ‰ ∅), on en déduit que F est un sous-espace vectoriel sur R de E.

˚ F est inclus dans G. De plus, soit x P F Ă iF . Il existe donc i et j tels que x P Fi et x P iFj . De même

que précédemment, on peut supposer i “ j car l’ordre est total, donc x P Fi X iFi “ t0u. Ainsi, x “ 0.

Par conséquent, F X iF “ t0u, et la somme F ‘ iF est directe.
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Ainsi, F est un majorant dans F de pFiq.

On en déduit que F est inductif. D’après le lemme de Zorn, il admet donc un élément maximal F . On a

F ‘ iF Ă G. Si ce n’est pas une égalité, alors soit x P GzpF ‘ iF q.

Il n’est pas très dur de se convaincre que F est un sous-espace vectoriel (sur C) de G. Ainsi, on obtient

pF ‘ iF q ‘ Cx Ă G.

Or, vu comme espace sur R,

F ‘ iF ‘ Cx “ F ‘ iF ‘ Rx‘ R ix “ pF ‘ Rxq ‘ piF ‘ R ixq “ pF ‘ Rxq ‘ ipF ‘ Rxq.

Cela contredit la maximalité de F .

Ainsi, F ‘ iF “ G.

6. Soit F un espace vectoriel sur R quelconque.

(a) On définit des opérations sur F ˆ F par :

px, yq ` px1, y1q “ px` x1, y ` y1q et pa ` i bq ¨ px, yq “ pax´ by, bx` ayq.

Pour vérifier que cela définit une structure d’espace vectoriel, il faut vérifier toutes les propriétés d’un espace

vectoriel (ici, ce n’est par le sous-espace vectoriel de quelque chose !) :

‚ Structure de groupe abélien pour la somme : la définition donnée pour la somme n’est rien d’aure que

la définition de la structure de groupe produit G ˆH , abélien si les deux groupes G et H le sont.

‚ Compatibilité avec le neutre 1 P C :

@x, y P F ˆ F, 1 ¨ px, yq “ p1 ` i ¨0q ¨ px, yq “ p1 ¨ x´ 0 ¨ y, 0 ¨ x` 1 ¨ yq “ px, yq.

‚ Le produit est associatif : pour tout px, yq P F 2, et tous a, b, c, d P R,

ppa` i bqpc` i dqqpx, yq “ pac´ bd` ipbd` adqqpx, yq “ ppac´ bdqx´ pad` bcqy, pad` bcqx` pac´ bdqyq,

et : pa ` i bqppc ` i dqpx, yqq “ pa` i bqpcx´ dy, dx` cyq

“ papcx ´ dyq ´ bpdx` cyq, bpcx´ dyq ` apdx ` cyqq “ ppa` i bqpc ` i dqqpx, yq.

‚ Distributivité du produit sur la somme de C :

ppa ` i bq ` pc ` i dqqpx, yq “ ppa ` cq ` ipb ` dqq “ pa ` cqx´ pb` dqy, pb ` dqx` pa ` cqyq,

et : pa ` i bqpx, yq ` pc` i dqpx, yq “ pax´ by, bx` ayq ` pcx´ dy, dx` cyq

“ ppa ` cqx´ pb ` dqy, pb` dqx` pa ` cqyq.

‚ Distributivité du produit sur la somme de F ˆ F : de même.

Au passage, remarquez à quel point c’est préférable de pouvoir définir un espace vectoriel comme un sous-

espace d’un espace connu : il y a beaucoup moins de vérifications à faire !

(b) ‚ Tout d’abord, montrons que F est un sous-espace sur R de FC ; pour cela, étudions la stabilité par

combinaisons linéaires. Soit X “ px, 0q et Y “ py, 0q deux éléments de F , et λ P R. Alors λX ` Y “

pλx ` y, 0q. Or, λx ` y est dans F , par stabilité de F , donc pλx ` y, 0q P F , d’après l’abus de notation

précisé dans l’énoncé. Comme p0, 0q P F , on en déduit que F est un sous-espace sur R de FC .

Remarquez que l’abus de notation se justifie par le fait que l’application linéaire F ÝÑ F (de l’ancien

F vers le nouveau) donnée par x ÞÑ px, 0q est un isomorphisme.

‚ Soit maintenant X “ px, 0q un élément de F . Alors iX “ p0, xq, d’après la description de la loi externe.

Ainsi, iF est le sous-espace sur R de FC constitué des couples p0, xq, pour x P F . En particulier,

F X iF “ tp0, 0qu “ t0u. Par conséquent, F est un sous-espace réel de FC .
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(c) On sait déjà que F et iF sont en somme directe (question précédente). Montrons que F ` iF “ FC. Soit

px, yq un élément de FC. Alors px, yq “ px, 0q ` p0, yq, avec px, 0q P F , et p0, yq P iF . Donc FC Ă F ` iF .

L’inclusion réciproque est évidente, puisque F Ă FC et iF Ă FC. Ainsi, F ‘ iF “ FC

(d) Un sous-espace réel de FC n’est pas forcément un sous-espace (sur R) de F .

En effet, si F “ R, alors une vérification immédiate montre que FC “ C ; l’élément i correspond à p0, 1q. Le

produit et l’addition correspondent au produit et à l’addition dans C. On a vu plus haut que toute droite

réelle de C est un sous-espace réel de C. Ainsi, iF “ iR est un sous-espace réel de R, aussi étrange que

puisse paraître la terminologie !

C’est d’ailleurs le cas pour tout sous-espace réel F : iF est alors aussi un sous-espace réel de FC, mais n’est

bien sûr pas contenu dans F , sauf dans le cas où F “ t0u.

7. D’après la question 4, il existe un sous-espace sur R de E tel que F ‘ iF “ E. Montrons que E est isomorphe

à FC. On définit l’isomorphisme

ϕ : FC “ F ˆ F ÝÑ E “ F ‘ iF

par ϕpx, yq “ x ` i y. Cette application est clairement une bijection. En effet l’application définie pour tout

x P F et y P iF par ψpx` yq “ px,´ i yq en est clairement une réciproque.

Montrons que c’est un isomorphisme, c’est-à-dire que cette bijection est une application linéaire. Soit px, yq et

px1, y1q deux éléments de F ˆ F , et λ P C. On écrit λ “ a` i b, où a et b sont deux réels. Alors :

ϕpλpx, yq ` px1, y1qq “ ϕpax´ by ` x1, bx` ay ` y1q “ pax´ by ` x1q ` ipbx` ay ` y1q

“ pa ` i bqpx ` i yq ` px1 ` i y1q “ λϕpx, yq ` ϕpx1, y1q.

Ainsi, ϕ est un isomorphisme de FC sur E : E est isomorphe au complexifié de F .

Corrigé du problème 2 – Polynôme minimal irréductible

Question préliminaire :

Un polynôme annulateur non nul ne peut pas être constant. On écrit alors P “ a0 ` XQpXq, avec Q ‰ 0. Si a0 “ 0,

alors X divise P . Si degpQq “ 0, X serait polynôme annulateur de f , ce qui équivaut à dire que f “ 0, ce qu’exclut

l’énoncé (éprès rectification...)

Ainsi, degpQq ą 0, et P se factorise non trivialement, ce qui contredit son irréductibilité.

On en déduit que a0 ‰ 0. Par un argument classique, on peut alors montrer que f est bijectif, en exprimant une

réciproque :

a0id “ ´f ˝Qpfq “ ´Qpfq ˝ f,

donc ´ 1

a0

Qpfq est une réciproque de f . On en déduit que f est un isomorphisme, donc que Kerpfq “ t0u.

Partie I – Polynôme minimal ponctuel

1. ‚ Le polynôme nul est clairement dans I et Jx.

‚ Soit P et Q dans I, alors pP ´Qqpfq “ P pfq ´Qpfq “ 0LpEq

‚ Soit P et Q dans Jx, alors pP ´Qqpfqpxq “ P pfqpxq ´Qpfqpxq “ 0E .

‚ Soit P P I et Q P KrXs. Alors pPQqpfq “ P pfq ˝Qpfq “ 0 ˝Qpfq “ 0

‚ Soit P P Jx et Q P KrXs, alors pPQqpfqpxq “ Qpfq ˝ P pfqpxq “ Qpfqp0q “ 0.

Ainsi, I et Jx sont des idéaux de KrXs .

2. Comme KrXs est principal, on en déduit que I et Jx sont principaux, engendrés par des polynômes unitaires Q et Qx .

Tout autre polynôme de ces idéaux sont alors des multiples de ceux-là.

3. En particulier, P étant un polynôme annulateur, P est un multiple du polynôme minimal Q. Comme P est

irréductible, P et Q sont nécessairement associés. Les deux étant unitaires, on a donc P “ Q .

4. Soit x P Ezt0u. D’après la question préliminaire fpxq ‰ 0, donc Qx n’est pas constant

Par ailleurs, P est un polynôme annulateur ponctuel en x, donc Qx divise P . L’irréductibilité de P et le caractère

unitaire des polynômes montre que Qx “ P .
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Partie II – Endomorphisme induit

1. F étant stable, pour tout x P F , fpxq P F , et on peut donc définir f̃ : F Ñ F par :

@x P F, f̃pxq “ fpxq.

La linéarité de f se transfert de façon triviale à f̃ .

Ainsi, f̃ P LpF q .

On remarque dans un premier temps que par stabilité de F , pour tout x P F et k P N, fkpxq P F . Ainsi, à

chaque itération, f correspond à f̃ . On en déduit que fkpxq “ f̃kpxq, puis que si P est un polynôme annulateur

de f

0 “ P pfqpxq “ P pf̃qpxq.

Ceci étant vrai pour tout x P F , P pf̃q “ 0, donc P est un polynôme annulateur de f̃ .

2. Le polynôme minimal de f̃ est alors un diviseur de P (puisque P est annulateur de f). Puisque P est irréductible,

ce polynôme minimal (unitaire) est donc 1 ou P . Le premier cas est impossible car id n’est pas nulle sur F

(ayant été supposé distinct de t0u).

Ainsi, le polynôme minimal de f̃ est P .

Partie III – Dimension de E

1. Soit e1 P Ezt0u. Montrons que pe1, fpe1q, . . . , fd´1pe1qq est une famille libre de E. Pour cela considérons une

relation
d´1
ÿ

i“0

λif
ipe1q “ 0.

Soit R “
řd´1

i“0
λiX

i. Si R ‰ 0, R est un polynôme annulateur ponctuel de f en ei, non divisible par P , ce qui

contredit I-4.

Ainsi, R “ 0 et les λi sont tous nuls.

On en déduit que pe1, fpe1q, . . . , fd´1pe1qq est libre.

Ayant trouvé dans E une famille libre de cardinal d, on peut affirmer que dimpEq ě d.

2. Notons P “
řd

k“0
akX

k. Comme P est unitaire, on a ad “ 1. Soit x P E1. Il existe donc des coefficients

λ0, . . . , λd´1 tels que

x “
d´1
ÿ

i“0

λif
ipe1q.

En appliquant f , il vient :

fpxq “
d´2
ÿ

i“0

λif
i`1qpe1q ` λd´1f

dpe1q

“
d´2
ÿ

i“0

λif
i`1qpe1q ´ λd´1

d´1
ÿ

i“0

aif
ipe1q,

puisque P est annulateur de f . Ainsi, fpxq P E1, d’où la stabilité de E1 par f .

3. On suppose que E1 ‰ E, et on considère e2 P EzE1. On note E2 “ Vectpe2, fpe2q, . . . , fd´1pe2qq.

(a) Tout comme E1, E2 est stable par f . Soit alors x P E1 XE2. Par stabilité de E1, fpxq P E1, et par stabilité

de E2, fpxq P E2. Ainsi, fpxq P E1 X E2. On en déduit que E1 X E2 est stable par f .

(b) Puisque E1 X E2 est stable par f , on peut considérer l’endomorphisme f̃ induit par f sur E1 X E2. Si

E1 X E2 ‰ t0u, d’après la partie II, f̃ admet P comme polynôme annulateur. Mais d’après III-1, cela

implique que dimpE1 X E2q ě d.

Ainsi, E1 X E2 Ă E2 et d’après la question III-1 (appliquée à e2), dimpE2q “ d ď dimpE1 X E2q. Ceci n’est

possible que si E1 X E2 “ E2, donc E2 Ă E1. Ceci contredit le fait que e2 R E1.

On en déduit que E1 X E2 “ t0u , donc que la somme E1 ‘ E2 est directe.

5



(c) On continue cette construction tant que possible : supposons e1, . . . , eℓ construits, et E1, . . . , Eℓ les sous-

espaces vectoriels correspondants, qu’on être en somme directe.

Si leur somme est égale à E, on a ce qu’on veut.

Sinon, on considère eℓ`1 P EzpE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓq et on construit l’espace Eℓ`1 comme les précédents.

La question III-1 montre que dimpEℓ`1 “ d. La question 2 montreque tous les Ei sont stables, donc la somme

E1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Eℓ aussi, et un argument similaire à la question 3a justifie la stabilité de pE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Eℓq XEℓ`1.

Si cette intersection n’est pas réduite à t0u, f y induit un endomorphisme f̃ dont P est le polynôme minimal,

d’après II-2. Ainsi, d’après III-1,

dimppE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓq X Eℓ`1q ě d “ dimpEℓ`1q.

Comme de plus

pE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓq X Eℓ`1 Ă Eℓ`1,

on en déduit que pE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓq “ Eℓ`1 Ă Eℓ`1, puis que

Eℓ`1 Ă E1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓ,

ce qui contredit la définition de eℓ`1.

Ainsi, pE1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓq X Eℓ`1 “ t0u, donc la somme suivante est directe :

E1 ‘ E2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eℓ ‘ Eℓ`1.

On peut donc continuer cette construction par récurrence, tant que la somme n’est pas égale à E. Cette

construction finit par s’arrêter, car à chaque étape, la dimension de la somme augmente strictement, et

doit rester bornée par dimpEq. Ainsi il existe k P N˚ et une famille pe1, . . . , ekq tels que les sous-espaces

E1, . . . , Ekq associés vérifient :

E “
k

à

i“1

Ei .

4. D’après la question III-1, pour tout i P v1, kw, dimpEiq “ d. Ainsi, la propriété des dimensions des sommes

directes amène

dimpEq “ kd, donc: d | dimpEq .

Les pei, . . . f
d´1peiqq sont des bases des Ei, donc, par concaténation de ces bases, on obtient une base adaptée

à la somme directe décrivant E. En particulier, c’est donc une base de E.
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