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Corrigé du problème 1 – Sous-espaces stables par un endomorphisme

Partie I – Quelques résultats préliminaires sur les sous-espaces stables

1. Intersection et somme de sous-espaces stables. Soit u P LpEq.

(a) E est trivialement stable par u. On peut aussi considérer le sous-espace trivial t0u.

(b) Soit pFiqiPI une famille de sous-espaces stables par u.
‚ Soit x P

č

iPI

Fi. Pour tout i P I, x P Fi, donc par stabilité de Fi par u, upxq P Fi. Ainsi, ceci étant valable

pour tout i P I, upxq P
č

iPI

Fi. On en déduit que
č

iPI

Fi est stable par u.

‚ Soit x P
ÿ

iPI

Fi. Il existe donc des xi P I (presque tous nuls si I est infini) tels que x “
ř

iPI xi. Par

linéarité, on a alors
upxq “

ÿ

iPI

upxiq.

Or, les upxiq étant dans Fi (et presque tous nuls si I est infini), on en déduit que upxq P
ÿ

iPI

Fi, donc que

ÿ

iPI

Fi est stable par u.

2. Endomorphismes laissant stable un sous-espace donné. Soit F un sous-espace de E.

(a) Soit F stable par u et v.
‚ Soit x P F . On a upxq P F et vpxq P F . Comme F est un sous-espace vectoriel de E, il est stable par

combinaison linéaire, donc λupxq ` vpxq P F . Ainsi, F est stable par λu ` v.
‚ Soit x P F . Puisque F est stable par v, vpxq P F , et puisque F est stable par u, upvpxqq P F , donc
u ˝ vpxq P F . Ainsi, F est stable par u ˝ v .

(b) Soit A “ tu P LpEq | upF q Ă F u. Le sous-ensemble A de LpEq contient le neutre idE , est stable par combi-

naison linéaire et par produit d’après la question précédente. Il s’agit donc d’une sous-algèbre de LpEq.

(c) Une algèbre A sur un corps K étant stable par produit et par combinaison linéaire, pour tout x P A, et
tout polynôme P à coefficients dans K, P pxq est un élément de A. Ainsi, avec les notations de la question
précédente, si u P A, pour tout P P KrXs, P puq P A. En d’autres termes, si F est stable par u, alors

F est stable par tout élément P puq de Krus (P P KrXs).

3. Sous-espaces stables définis par des noyaux et images de polynômes en u. Soit u P LpEq.

(a) ‚ Soit x P Kerpuq. On a upxq “ 0, donc upupxqq “ up0q “ 0, donc upxq P Kerpuq. Ainsi, Kerpuq est stable par u .

‚ Soit x P Impuq. On a évidemment upxq P Impuq par définition de Impuq. Ainsi, Impuq est stable par u .

(b) Soit P P KrXs.
‚ Soit x P KerpP puqq. On a donc P puqpxq “ 0, donc u ˝ P puqpxq “ 0, et d’après la règle rappelée dans

l’énoncé sur la commutation des polynômes d’endomorphisme, P puq˝upxq “ 0, c’est-à-dire P puqpupxqq “

0. Ainsi, upxq P KerpP puqq. Par conséquent, KerpP puqq est stable par u.
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‚ Soit x P ImpP puqq. On fait de même : il existe y tel que x “ P puqpyq. On a alors

upxq “ u ˝ P puqpyq “ P puq ˝ upyq “ P puqpupyqq.

Ainsi, upxq P ImpP puqq, donc ImpP puqq est stable par u.

4. Polynôme minimal ponctuel. Soit u P LpEq et x P E.

(a) La famille pukpxqqkPv0,nw est liée, car de cardinal n ` 1 alors que E est de dimension n. Ainsi, il existe une
relation non triviale entre ces vecteurs, donc il existe des scalaires non tous nuls tels que

0 “
n

ÿ

k“0

λku
kpxq “ P puqpxq ,

avec P “
n
ř

k“0

λkX
k ‰ 0.

(b) Soit Ix l’ensemble des polynômes P tels que P puqpxq “ 0.
‚ On a évidemment O P Ix
‚ Si P et Q sont dans Ix, pP ´Qqpuqpxq “ P puqpxq ´Qpuqpxq “ 0, donc P ´Q P Ix ;
‚ Ainsi, Ix est un sous-groupe additif de KrXs.
‚ Soit P P Ix et Q P KrXs. On a alors

pPQqpuqpxq “ Qpuq ˝ P puqpxq “ Qpuqp0q “ 0.

Ainsi, PQ P Ix.
‚ On en déduit que Ix est un idéal de KrXs .

(c) L’idéal Ix n’est par réduit à t0u d’après 4(a). Puisque K est un corps, KrXs est principal, donc l’idéal Ix est
engendré par un polynôme πu,x qu’on peut choisir unitaire . Ce polynôme divisant tout autre polynôme de
Ix, il est de degré minimal parmi les polynômes non nuls de Ix.

5. Sous-espaces cycliques. Soit u P LpEq.

(a) Soit F l’ensemble des sous-espaces de E stables par u et tels que X Ă F . L’ensemble F n’est pas vide,
puisqu’il contient trivialement E. On considère alors

F0 “
č

FPF

F .

D’après 1(b), F0 est stable par u. Il contient X car c’est le cas de chaque terme de l’intersection. Il est
minimal pour cette propriété car par définition de l’intersection, pour tout F P F , F0 Ă F .

(b) ‚ Puisque ă x ąu est stable par u, il est stable par uk pour tout k P N (question 2c), donc, puisque x
en est un élément, ukpxq Pă x ąu, pour tout k P N. S’agissant d’un espace vectoriel, on en conclut que
Vectpukpxq, k P Nq Ăă x ąu.

‚ Réciproquement, F “ Vectpukpxq, k P Nq est stable par u. En effet, soit y “
ř

kPN

λku
kpxq un élément de

F (les λk étant presque tous nuls). On a alors

upyq “
ÿ

kPN

λku
k`1pxq P F.

De plus, F contient x (prendre k “ 1). Ainsi, par minimalité de ă x ąu pour ces propriétés, on a
ă x ąuĂ Vectpukpxq, k P Nq.

‚ Ainsi, ă x ąu“ Vectpukpxq, k P Nq

‚ La famille pukpxqqkPv0,d´1w est libre, sinon on pourrait trouver une relation non triviale entre ces vecteurs,
contredisant la minimalité du degré de πu,x.

‚ Soit y P Vectpukpxq, k P Nq. Il s’écrit donc sous la forme y “ P puqpxq, pour un certain polynôme P de
KrXs. Soit P “ πu,xQ`R la division euclidienne de P par πu,x. On a alors degpRq ă degpπu,xq. De plus

y “ P puqpxq “ Q ˝ πu,xpuqpxq `Rpuqpxq “ Rpuqpxq.

Or, R étant de degré strictement plus petit que d, Rpuqpxq s’écrit comme combinaison linéaire des ukpxq,
pour k P v0, d´ 1w. Ainsi, pukpxqqkjPv0,d´1w est génératrice de Vectpukpxq, k P Nq, donc de ă x ąu.
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‚ Par conséquent, Bx “ pukpxqqkPv0,d´1w est une base de ă x ąu.

(c) Soit bk “ ukpxq, k P v0, d´ 1w. Pour tout k P v0, d´ 2w, on a upbkq “ bk`1, et de plus, en notant

πu,x “ Xd `
d´1
ÿ

k“0

akX
k,

on a, puisque πu,xpuqpxq “ 0 :

upbd´1q “ udpxq “ ´
d´1
ÿ

k“0

aku
kpxq “ ´

d´1
ÿ

k“0

akbk.

On obtient donc la matrice d’ordre d suivante :

MatBx
puxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´a0

1
. . .

...
...

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 ´ad´2

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ´ad´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Soit ux l’endomorphisme de ă x ąu induit par u sur le sous-espace stable ă x ąu. Déterminer sa matrice
dans la base Bx en fonction des coefficients du polynôme πu,x.

Partie II – Sous-espaces stables par un projecteur ou une symétrie

Soit p un projecteur de E.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de Imppq et G un sous-espace vectoriel de Kerppq. Puisque p est un projecteur
et que F Ă Imppq, pour tout x P F , ppxq “ x P F . Donc F est stable par p. Par ailleurs, pour tout x P G,
upxq “ 0 P G, donc G est stable par u. On en déduit que F `G est stable par u (question I-1(b))

2. Soit H un sous-espace vectoriel de E stable par p.
‚ Puisque p est un projecteur, Imppq ‘ Kerppq “ E. Donc Imppq X Kerppq “ t0u, et donc

pH X Imppqq X pH X Kerppqq “ t0u.

On en déduit que la somme pH X Imppqq ` pH X Kerppqq est directe.
‚ On a évidemment pHXImppqq`pHXKerppqq Ă H , les deux memebres de la somme vérifiant cette inclusion.
‚ Soit h P H . Comme Imppq ‘ Kerppq “ E, on peut décomposer h “ x ` y, avec x P Imppq et y P Kerppq. On

a alors ppxq “ x et ppyq “ 0, donc pphq “ x. Comme h P H et H stable par p, on en déduit que x P H . Puis
y “ h ´ x P H . Ainsi, x P Imppq XH et y P Kerppq XH . On a bien obtenu

h P pH X Imppqq ` pH X Kerppqq,

de quoi on déduit l’inclusion H Ă pH X Imppqq ` pH X Kerppqq.

‚ Les deux inclusions amènent : H “ pH X Imppqq ‘ pH X Kerppqq.

3. La question 1 montre que la somme d’un sous-espace de Imppq et d’un sous-espace de Kerppq est stable par p.
La question 2 montre que tout sous-espace stable est de cette forme.

Ainsi, les sous-espaces stables sont exactement les sous-espaces s’écrivant sous la forme H “ F `G , où F est
un sev de Imppq et G un sev de Kerppq.

Partie III – Diagonalisation

1. Valeurs propres et espaces propres

(a) Le scalaire λ est valeur propre si et seulement s’il existe x P E non nul tel que upxq “ λx, donc pu ´

λidqpxq “ 0, donc si et seulement si Kerpu´ λidq n’est pas réduit à 0. Cela équivaut à la non-injectivité de
l’endomorphisme u´ λid, donc à sa non bijectivité, puisque la dimension est finie.

Ainsi, λ est valeur propre de u si et seulement si u´ λid est pas un automophisme .

D’après ce qu’on vient de voir, les vecteurs propres associés à λ sont alors les vecteurs non nuls tels que
pu´ λidqpxq “ 0, c’est-à-dire tels que x P Kerpu´ λidq .
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(b) Soit λ1, . . . , λk des valeurs propres de u et F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels de Eλ1
puq, . . . , Eλk

puq.
Pour tout i P v1, kw, et tout x P Fi, on a x P Eλi

puq, donc upxq “ λix P Fi, puisque Fi est stable par
multiplication par un scalaire. Ainsi, pour tout i P v1, kw, Fi est stable par u. D’après la question I-1(b),
F1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fk est stable par u.

2. Valeurs propres et polynôme annulateur

(a) Soit P un polynôme, et x un vecteur propre de u, associé à une valeur propre λ. On a upxq “ λx, puis
u2pxq “ λupxq “ λ2x, et par une récurrence immédiate, ukpxq “ λkx.

Notant P “
řd

k“0 akX
k, on a alors

P puqpxq “
d

ÿ

k“0

aku
kpxq “

d
ÿ

k“0

akλ
kx. “ P pλqx .

(b) Soit P un polynôme annulateur de u et λ P Sppuq, et x un vecteur propre associé à λ. On a alors

0 “ P puqpxq “ P pλqx.

Par définition d’un vecteur propre, x ‰ 0, donc P pλq “ 0, donc λ P racpP q. Ainsi, Sppuq Ă racpP q.

(c) L’argument est à peu près le même que pour le polynôme minimal ponctuel, à part qu’on raisonne sur u au
lieu de upxq.
‚ Iu est non vide puisqu’il contient O le polynôme nul.
‚ Soit P et Q dans Iu. On a alors P puq “ 0 et Qpuq “ 0, donc pP ´ Qqpuq “ P puq ´ Qpuq “ 0. Donc
P ´Q P Iu. On peut déjà conclure que Iu est un sous-groupe additif de KrXs.

‚ Soit P dans Iu et Q dans KrXs. On a alors

pPQqpuq “ Qpuq ˝ P puq “ Qpuq ˝OLpEq “ 0.

Ainsi, PQ P KrXs. On en déduit que Iu est un idéal de KrXs.

‚ L’espace E étant de dimension finie n, LpEq est de dimension n2, donc la famille pu0, u1, . . . , un
2

q est
liée, puisqu’on son cardinal est supérieur à la dimension de l’espace LpEq dans lequel sont les ui. Une
relation non triviale entre les objets de cette famille fournit un polynôme annulateur non nul de u. Ainsi,
Iu n’est par réduit à t0u.

‚ Puisque KrXs est principal, on en déduit que Iu est engendré par un polynôme πu (qu’on peut choisir
unitaire), de degré minimal parmi les polynômes non nul. On a alors Iu “ pπuq, donc par définition, tout

P de Iu vérifie πu | P .

(d) Soit λ une racine de πu. On écrit πu “ pX ´ λqQ, avec Q P KrXs. On a alors

0 “ πupuq “ pu´ λidq ˝Qpuq.

Si λ n’est pas une valeur propre de u, d’après 1(a), u ´ λid est un automorphisme, donc inversible dans
l’anneau LpEq, donc régulier. On en déduit que Qpuq “ 0. Or, πu étant non nul, Q ‰ 0, et degQ ă deg πu,
donc πu ne divise par Q, alors que Q est un polynôme annulateur de u. Cela contredit la définition de πu .

(e) D’après la question précédente, toute racine de πu est valeur propre de u, donc racpπuq Ă Sppuq. Comme

πu annule u, l’inclusion réciproque est assurée par la question 2(b). Ainsi, racpπuq “ Sppuq.

(f) Le polynôme πu étant non nul, il admet un nombre fini de racines, donc d’après la question précédente,

l’ensemble Sppuq est fini.

3. Lemme de décomposition des noyaux. Soit u P LpEq.

(a) Soit P et Q deux polynômes de KrXs premiers entre eux. D’après le théorème de Bezout, il existe deux
polynômes U et V tels que

UP `BV “ 1.

On a alors, en spécialisant à u :
Upuq ˝ P puq `Bpuq ˝Qpuq “ id.

‚ Soit x P KerpP puqq X KerpQpuqq. On a alors, en appliquant l’identité précédente à x :

x “ UpuqpP puqpxqq `BpuqpQpuqpxqq “ Upuqp0q `Bpuqp0q “ 0.

Ainsi, KerpP puqq X KerpQpuqq “ t0u, donc la somme est directe.
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‚ On a trivialement KerpP puqq Ă KerpQpuq ˝ P puqq “ KerppPQqpuqq, et de même pour KerpQpuqq. Par
stabilité par somme, il vient alors

KerpP puqq ‘ KerpQpuqq Ă KerppPQqpuqq.

‚ Réciproquement, soit x P KerppPQqpxqq. On applique l’identité obtenue ci-dessus à l’aide d’une relation
de Bezout :

x “ Upuq ˝ P puqpxq ` V puq ˝Qpuqpxq.

Or,

QpuqpUpuq˝P puqpxqq “ Qpuq˝Upuq˝P puqpxq “ Upuq˝P puq˝Qpuqpxq “ Upuq˝pPQqpuqpxq “ Upuqp0q “ 0,

puisque x P KerppPQqpxqq. Ainsi, Upuq ˝P puqpxq P KerpQpuq. On montre de même que V puq ˝Qpuqpxq P

KerpP puqq. Ainsi, on a bien décomposé x comme somme d’un élément de KerpP puqq et d’un élément de
KerpQpuqq. Par conséquent,

KerppPQqpuqq Ă KerpP puqq ‘ KerpQpuqq.

‚ Les deux inclusions amènent KerppPQqpuqq Ă KerpP puqq ‘ KerpQpuqq.

(b) On raisonne par récurrence sur k P N
˚ pour montrer que si P1, . . . , Pk sont des polynômes deux à deux

premiers entre eux, alors

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pkqpuqq “ KerpP1puqq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ KerpPkpuqq.

Le résultat est trivial pour k “ 1. Il a été démontré dans la question précédente pour k “ 2. Soit k ě 2 tel que
le résultat soit vrai pour k polynômes premiers entre eux 2 à 2, et considérons P1, . . . , Pk`1 premiers entre
eux deux à deux. On a alors P1 ¨ ¨ ¨Pk et Pk`1 qui sont premiers entre eux (les facteurs irréductibles de Pk`1

n’étant facteur irréductible d’aucun autre Pi, donc par non plus du produit d’après le lemme d’Euclide). On
utilise la question précédente, qui donne :

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pk`1qpuqq “ KerppP1 ¨ ¨ ¨Pkqpuqq ‘ KerpPk`1puqq.

L’hypothèse de récurrence amène alors :

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pk`1qpuqq “ KerpP1puqq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ KerpPkpuqq ‘ KerpPk`1puqq .

Le principe de récurrence permet donc de conclure que la propriété est vraie pour tout k P N
˚.

4. Diagonalisabilité.

(a) Considérons le polynôme P “
k

ś

i“1

pX ´ λiq. Les λi étant deux à deux distincts, les polynômes X ´ λi sont

deux à deux premiers entre eux. D’après le lemme de décomposition des noyaux, il vient alors :

KerpP puqq “
k

à

i“1

Kerpu ´ λiidq “
à

Eλi
puq.

La propriété de somme directe fait partie du résultat fourni par le lemme de décomposition des noyaux.

(b) ‚ Si u est diagonalisable, il existe une base B “ pb1, . . . , bnq de E telle que MatBpuq soit diagonale.
Notons mi son i-ième coefficient diagonal. On a donc, par définition de la matrice d’un endomorphisme,
upbiq “ mibi pour tout i P v1, nw, donc, bi étant non nul, mi est une valeur propre, et bi est dans un
espace propre, donc dans la somme des espaces propres. On a donc obtenu :

@i P v1, nw , bi P
à

λPSppuq

Eλpuq.

Par stabilité par combinaison linéaire (ou par définition par minimalité de Vect), on a donc :

E “ Vectpb1, . . . , bnq Ă
à

λPSppuq

Eλpuq.

L’incusion réciproque étant évidente, on a E “
à

λPSppuq

Eλpuq.
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‚ Réciproquement, si E “
À

λPSppuq Eλpuq, on obtient une base de E en juxtaposant des bases des Eλpuq.
Une telle base est constituée de vecteurs bi appartenant chacun à l’un des espaces propres. Ainsi,
pour tout i P v1, nw, il existe λi P Sppuq tel que upbiq “ λi Par définition de la matrice associée à
u, la matrice MatBpuq est donc diagonale, ses coefficients diagonaux étant les λi. L’endomorphisme
u est donc diagonalisable.

(c) On note λ1, . . . , λk les valeurs propres de u.
‚ Si u est diagonalisable, on a donc, en combinant 4a et 4b,

E “ Kerp
k

ź

i“1

pu´ λiidqq.

Ainsi, en posant P “
k

ś

i“1

pX´λiq, KerpP puqq “ E, donc P puq “ 0, donc P est un polynôme annulateur de

u. Ainsi, πu divise P . Comme ce dernier est scindé à racines simples, πu est aussi scindé à racines simples.
‚ Réciproquement, supposons que πu est scindé à racines simples. On a alors d’après 2(e) et le caractère

unitaire de πu,

πupXq “
k

ź

i“1

pX ´ λkq.

La question 4a amène alors

Kerpπupuqq “
k

à

i“1

Eλk
puq.

Or, πu étant un polynôme annulateur de u, Kerpπupuqq “ E, donc on est ramené à la question 4(b),
nous permettant de conclure que u est diagonalisable .

Partie IV – Description des sous-espaces stables

1. Les Pαi

i sont deux à deux premiers entre eux. Le théorème de décomposition des noyaux amène donc :

E “ Kerpπupuqq “
k

à

i“1

KerpPαi

i puqq.

2. (a) Pour tout P P KrXs, P puq laisse F stable (question I-2(c)) et coïncide clairement avec P pvq. Ainsi, P pvq

est l’endomorphisme induit par P puq sur F . En particulier, son noyau est obtenu en prenant l’intersection
avec F du noyau de P puq, d’après le cours. Ainsi, pour tout i P v1, kw,

KerpPαi

i pvqq “ KerpPαi

i puqq X F.

(b) Par ailleurs, piupuq “ 0, et comme dit dans la question précédente, πupvq est l’endomorphisme induit sur F
par πu. On a donc aussi πupvq “ OLpF q. Ainsi, en appliquen le lemme des noyaux à πupvq, on obtient cette
fois :

F “ Kerpπupvqq “
k

à

i“1

KerpPαi

i pvqq,

et en vertu de la question précédente,

F “
k

à

i“1

pKerpPαi

i puqq X F q .

3. ‚ D’après I-1(b), si F est somme de sous-espaces des KerpPαi

i uqq chacun stable par u, alors F est stable par u .

‚ Réciproquement, si F est stable par u, la question précédente montre que F est somme de sous-espaces Fi

des KerpPαi

i puqq, chaque Fi étant défini par :

Fi “ KerpPαi

i puqq X F.

De plus, Fi est intersection de sous-espaces stables par u (d’après I-3(b) pour le noyau), donc Fi est stable par u
(d’après I-1(b)).
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4. Comme on l’a déjà montré dans III-1(b) tout sous-espace Fi d’un espace propre de u est stable par u (car
x P Fi vérifie upxq “ λx). Ainsi, d’après la question précédente, les sous-espaces stables par u sont précisément
les sous espaces obtenus comme sommes de sev de chacun des espaces propres de u.

Cela complète la question III-1(b) en établissant la réciproque.

5. Pour un projecteur, un polynôme annulateur est donné par X2 ´ X . D’après 2(b), les seules valeurs propres
possibles sont 0 et 1 (éventuellement l’un seul des deux si p “ 0 ou p “ id). D’après le cours, Kerppq ‘

Imppq “ E, et Imppq “ Kerpp ´ idq. Cette décomposition correspond donc à celle de la question III-4(b). On
en déduit que p est diagonalisable, et d’après ce qui précède, les sous-espaces stables sont bien obtenus comme
somme d’un sous-espace de Kerppq et d’un sous-espace de Imppq. C’est bien le résultat obtenu dans la partie

II.

6. On suppose que u possède n valeurs propres distinctes, n étant la dimension de E.

(a) Par définition, si λ est une valeur propre, Kerpu ´ λidq ‰ t0u, donc sa dimension est au moins 1. De plus,
en notant λ1, . . . , λn les valeurs propres distinctes de u, d’après III-3b, on a une somme directe

n
à

i“1

Eλi
puq Ă E.

En passant aux dimensions,

dimpEq ě dim

˜

n
à

i“1

Eλi
puq

¸

“
n

ÿ

i“1

dimpEλi
puqq ě

n
ÿ

i“1

1 “ n.

Ceci implique que dim

˜

n
à

i“1

Eλi
puq

¸

“ n, donc que l’inclusion
Àn

i“1Eλi
puq Ă E est une égalité donc d’après

III-4(b), u est diagonalisable.

Par ailleurs, l’enchaînement des inégalités ci-dessus n’est possible que si toutes les inégalités considérées sont
des égalités, ce qui nécessite, pour tout i P v1, nw, l’égalité dimpEλi

puqq “ 1. Ainsi, les sous-espaces propres
sont tous des droites.

(b) Les sous-espaces stables sont alors sommes de sous-espaces vectoriels des Eλi
puq. Or, chaque Eλi

puq étant
une droite, il n’a que deux sous-espaces possibles, t0u et lui-même. On obtient donc une description simple
des sous-espaces stables :

FI “
à

iPI

Eλi
puq I P Ppv1, nwq.

Chaque choix de I fournit un sous-espace différent. En effet, si I ‰ I 1, il existe j tel que j P I et j P I 1

(ou l’inverse, qui se traite de même). Soit x P Eλjpuq non nul. On a alors x P FI , mais x R FI1 , car

sinon, cela contredirait l’unicité de la décomposition de x dans la somme directe
n

à

i“1

Eλi
puq, une première

décomposition étant donnée par son appartenant à FI1 ayant une composante nulle sur Eλj
puq, puisque

j R I 1, et une seconde étant donnée par lui-même sur Eλj
puq, et des 0 partout ailleurs.

Ainsi, il y a autant de sous-espaces stables que de sous-ensembles I de v1, nw, à savoir 2n .

Partie V – Endomorphismes semi-simples

1. Soit y P E. On a par définition πu “ 0LpEq, donc en particulier πupyq “ 0. L’ensemble des polynômes vérifiant

cela étant par définition l’idéal engendré par πu,y (voir question I-4c), on en déduit que πu,y divise πu.

2. On suppose dans cette question que πu est irréductible. On souhaite montrer que u est semi-simple.

(a) Soit y non nul dans E. Dans ce cas, πu,y n’est par constant. Comme il divise πu qui est irréductible, on a
nécessairement πu,y “ πu .

(b) Soit F un sous-espace stable par u tel que F ‰ E, et soit x P EzF . Comme F et ă x ąu sont stables par
u, FX ă x ąu est stable par u. On a alors

De plus, supposons qu’il existe y ‰ 0 dans cette intersection. Comme FX ă x ąu est un sous-espace vectoriel
stable par u contenant y, on a, par minimalité de ă y ąu, une inclusion ă y ąuĂ FX ă x ąuĂă x ąu .
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Par ailleurs x et y étant non nuls, ils ont, d’après 2a, même polynôme minimal ponctuel, égal à πu. D’après
I-5b, on en déduit que ă y ąu et ă x ąu ont même dimension. On déduit alors que les inclusions précédentes
sont des égalités :

ă y ąu“ FX ă x ąu“ă x ąu .

La deuxième égalité contredit le fait que x R F . Ainsi, il n’existe pas d’élément non nul dans FX ă x ąu,
donc FX ă x ąu“ t0u .

(c) Soit F un sous-espace stable par u, et G un sous-espace stable par u de dimension maximale tel que F ‘G

soit directe. Un tel sous-espace existe, car l’ensemble des sous-espaces stables en somme directe avec F est
non vide (il constient t0u) et la dimension de ces espaces est bornée par la dimension de E.

Par I-1b, F ‘ G est alors stable par u. Supposons que F ‘ G ‰ E. Alors la question précédente donne
l’existence de x tel que la somme F ‘ G‘ ă x ąu soit directe. L’espace G‘ ă x ąu est alors stable par u
(toujours d’après I-1b), et de dimension strictement supérieur à G (car on a une inclusion stricte, obtenue
en considérant x). De plus, sa somme avec F est directe. Cela contredit la maximalité du degré de G.

Ainsi, G est un supplémentaire de F , stable par u.

Pour tout sous-espace F stable par u, on a trouvé un supplémentaire de F stable par u, donc u est semi-simple.

3. On suppose dans cette question que πu “ P1 ¨ ¨ ¨Pk, les Pi étant irréductibles unitaires distincts.

(a) Quitte à renuméroter les Pi, on peut se contenter de montrer que KerpP1puqq ‰ t0u.

Si KerpP1puqq “ t0u, P1puq est un automorphisme, donc régulier dans LpEq. L’égalité P1puq ˝ P2puq ˝ ¨ ¨ ¨ ˝

Pkpuq “ 0 se simplifie donc en P2puq˝ ¨ ¨ ¨˝Pkpuq “ 0, ce qui contredit la minimalité du polynôme annulateur

πu. Ainsi, KerpP1puqq ‰ t0u .

D’après la partie I, KerpPipuqq est stable par u. On peut donc considérer l’induit ϕi de u sur cet espace. On
a alors, pour tout x P KerpPipuqq

Pipvqpxq “ Pipuqpxq “ 0.

Donc Pi est un polynôme annulateur de v. Le polynôme minimal πv de v divise donc Pi qui est irréductible,
donc πv “ 1 ou πv “ Pi. Le premier cas n’est pas possible (cela signifierait id “ 0, ce qui contredit que
KerpPipuqq ‰ t0u). Ainsi, πv “ Pi.

Donc vi a un polynôme minimal irréductible, donc d’après la question 2, vi est semi-simple.

(b) Soit F un sous-espace stable par u. On a alors, d’après IV-2b,

F “
k

à

i“1

pKerpPαi

i puq X F q

Pour tout i P v1, kw, KerpPαi

i puq X F est stable par vi, qui est semi-simple. Cet espace admet donc un
supplémentaire Gi dans KerpPαi

i puq, stable par vi, donc aussi stable par u. On a alors

E “
k

à

i“1

KerpPαi

i puqq “
k

à

i“1

pKerpPαi

i puq X F q ‘Gi

“
k

à

i“1

pKerpPαi

i puq X F q ‘
k

à

i“1

Gi “ F ‘G,

où on a posé G “
k

à

i“1

Gi, stable par u d’après I-1b et la stabilité de chaque Gi.

Ainsi, on a bien trouvé un supplémentaire de F stable par u, donc u est semi-simple.

4. On suppose inversement qu’il existe un irréductible unitaire P de KrXs tel que P 2 divise πu. On note πu “ PQ,
avec Q P KrXs. Soit F “ KerpP puqq. Le sous-espace F est stable par u d’après I-3. Supposons qu’il existe un
supplémentaire S de F stable par u.

(a) Soit x P S. On a alors
0 “ πupuqpxq “ P puq ˝Qpuqpxq “ P puqpQpuqpxqq.

Ainsi, Qpuqpxq P KerpP puqq “ F . Or, S étant stable par u, il est stable par Qpuq aussi (I-2). Comme x P S,

il vient donc Qpuqpxq P S. On a donc Qpuqpxq P SXF “ t0u, ces deux espaces étant supplémentaires. Ainsi,

Qpuqpxq “ 0 .
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(b) Pour tout x P F , P puqpxq “ 0, donc aussi Qpuqpxq “ 0, puisque P est aussi encore facteur de Q par
hypothèse. Pour tout x P S, on a aussi Qpuqpxq “ 0. Ainsi, par linéarité, pour tout x P E “ F ‘ S, on a
Qpuqpxq “ 0, donc Q est un polynôme annulateur de u. Cela contredit la minimalité de P .

Ainsi, KerpP puqq est stable par u mais n’admet pas de supplémentaire stable par u. On en déduit que
u n’est pas semi-simple.

On a donc montré que u est semi-simple si et seulement si son polynôme minimale n’a pas de facteur irréductible
multiple.

Partie VI – Krus-modules et sous-espaces stables

1. L’application ϕu : KrXs Ñ LpEq définie par ϕupP q “ P puq est un morphisme d’anneau : on a en effet
ϕup1q “ idLpEq, ϕupP ` Qq “ pP ` Qqpuq “ P puq ` Qpuq “ ϕupP q ` ϕupQq et ϕupPQq “ pPQqpuq “

P puq ˝Qpuq “ phiupP q ˝ ϕupQq.

Ainsi, l’image de ϕu est un anneau. Or par définition, Impϕuq “ Krus. Ainsi, Krus est un anneau.

Par ailleurs, par définition, Kerpϕuq est l’idéal des polynômes annulateurs de u, engendré par πu. En quotientant

par le noyau et en corestreingant à l’image, on obtient donc un isomorphisme d’anneaux KrXs{pπuq » Krus.

2. On a déjà la structure de groupe abélien provenant de la structure d’espace vectoriel sur K. Il reste à vérifier
les propriétés relatives au produit externe :

‚ pP puq ˝Qpuqq ¨ x “ P puq ˝Qpuqpxq “ P puqpQpuqpxqq “ P puq ¨ Qpuqpxq “ P puq ¨ pQpuq ¨ xq.
‚ id ¨ x “ idpxq “ x

‚ P puq ¨ px` yq “ P puqpx` yq “ P puqpxq ` P puqpyq ` P puqcdotx` P puq ¨ y

‚ pP puq `Qpuqq ¨ x “ pP `Qqpuqpxq “ P puqpxq `Qpuqpxq “ P puq ¨ x`Qpuq ¨ x.

Ainsi, toutes les propriétés requises sont satisfaites : E est un Krus-module.

3. Soit M un sous-Krus-module de E. Alors M est par définition non vide, stable par somme, et stable par multi-
plication externe définie comme ci-dessus par un élément de Krus. Les deux autres propriétés étant satisfaites,
il suffit de vérifier que M est stable par multiplication par un scalaire λ de K.

Considérons l’élément λid P Krus. Pour tout x P M , on a alors pλidq ¨ x P M , c’est-à-dire λx P M .

Ainsi,M est non vide, stable par somme et par multiplication par un scalaire λ deK. Donc M est un sous-K-ev de E.

la réciproque n’est pas vraie en général. Supposons que tout sous-K espace vectoriel de u soit un sous-Krus-
module. En particulier, pour tout x P E, la droite Kx est stable par Krus. En prenant u P Krus, on obtient la
stabilité de Kx par u. Ainsi, toute droite est stable par u. En d’autres termes, pour tout x P E, x et upxq sont
liés. Cela ne vous rappelle par quelque chose ?

On en déduit que u est une homothétie . Réciproquement, si u est une homothétie, on a un polynôme annu-
lateur de degré 1 (de la forme πu “ X ´ λ). Ainsi, Krus “ K{pX ´ λq » K (par division euclidienne). Via cet
isomorphisme, la loi externe définie sur Krus coïncide avec celle définie sur K. Ainsi, les notions de Krus-module
et de K-ev coïncident dans cette situation.

4. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
‚ Si F est stable par u, il est stable par tout élément P puq de Krus. Ainsi, il est stable par produit externe par

un élément P puq de Krus. Comme par ailleurs, il est aussi stable par somme (en tant que sev) et contient

0, il s’agit bien d’un sous-KrXs-module de E.

‚ Récirpoquement si F est un sous-KrXs-module de E, il est stable par muliplication externe par tout
P puq de Krus, donc en particulier, il est stable par muliplication externe par u, ce qui équivaut à la
stabilité du sev F par l’endomorphisme u.

5. On suppose que πu est irréductible.

(a) L’anneau Krus est isomorphe à KrXs{pπuq. On a déjà montré que cet anneau est un corps lorsque πu est
irréductible. En effet, si a est un élément non nul, représenté par un polynôme Q, ce polynôme est premier
avec πu (car leur pgcd divisant πu, il est 1, ou πu, par irréductibilité, ce dernier cas étant impossible, sinon
a serait nul). Soit UQ` V πu “ 1 une relation de Bezout. On passe dans le quotient : Ua “ 1. Cela prouve
bien l’inversibilité de a.

Donc KrXs{pπuq est un corps, donc Krus est un corps .

(b) En particulier, puisque Krus est un corps, les Krus-modules sont en fait des Krus-ev. Soit alors F stable par
u. F est donc un sous-Krus-ev de E. Puisqu’on travaille ici avec des espaces vectoriels et non seulement des
modules, F admet donc un supplémentaire G en tant que Krus-ev (on est en dimension finie, et même sinon,
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on pourrait le faire avec l’axiome du choix). Ainsi, ce supplémentaire est un K-ev muni d’une structure de
Krus-ev donc stable par u et est un supplémentaire de F également au sens des K-ev.

On a bien montré que tout sous-espace stable admet un supplémentaire stable par u.

Ainsi, u est semi-simple.

Partie VII – Endomorphismes cycliques et endomorphismes simples

1. On suppose dans cette question que u est cyclique, et on fixe x P E tel que ă x ąu“ E. Soit F un sous-espace
stable par u.

(a) C’est toujours pareil, il suffit de montrer que I est un idéal de KrXs. La stabilité de F par somme nous
donne facilement la structure de groupe abélien. Si P P I et Q P KrXs, pQP qpuqpxq “ QpuqpP puqpxqq.
Comme P puqpxq est dans F qui est stable par u, donc aussi par Qpuq, on en déduit que pQP qpuqpxq P F ,
donc QP P I.

Ainsi, I est un idéal de KrXs, non nul puisqu’il contient tout polynôme annulateur de u (donc en particulier

πu). Il est donc engendré par un polynôme unitaire D : I “ pDq. De plus, puisque πu P I, on a alors

D | πu .

(b) ‚ Puisque Dpuqpxq P F et F est stable par u, par minimalité de ă Dpuqpxq ąu pour cette propriété, on a
l’inclusion ă Dpuqpxq ąuĂ F .

‚ Réciproquement, si y P F , comme ă x ąu“ E, et par description de ă x ąu (I-5b), il existe P tel que
y “ P puqpxq. Comme y P F , par définition de I (question précédente), on a P P I, et cet idéal étant
engendré parD, il existe un polynôme Q tel que P “ QD. On a alors y “ QpuqpDpuqpxqq Pă Dpuqpxq ąu.
Par conséquent, F Ăă Dpuqpxq ąu.

‚ Les deux inclusions donnent l’égalité ă Dpuqpxq ąu“ F .

(c) Puisque x est fixé, un sous-espace stable est entièrement déterminé par la seule donnée d’un diviseur unitaire
D de πu (en disant cela, on n’affirme pas que le choix de deux diviseurs distincts fournit deux sous-espaces
stables distincts). Comme πu admet un nombre fini de diviseurs unitaires (donné par le choix, pour chaque
facteur irréductible intervenant dans πu, de sa multiplicité, devant rester inférieur ou égal à la multiplicité
totale dans πu), on en déduit qu’il existe un nombre fini de sous-espaces stables par u.

2. On suppose que K est infini. Supposons que E n’admet qu’un nombre fini de sous-espaces stables par u. En
particulier, E n’admet qu’un nombre fini de sous-espaces cycliques de la forme ă x ąu. On note F1, . . . , Fk

les sous-espaces de ce type. Chaque élément x P E appartient à l’un des Fi (car x Pă x ąu, et par définition
ă x ąu est l’un des Fi). Ainsi, E “ F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn.

On a déjà vu en exercice que si K est infini, E n’est pas l’union de sous-espaces vectoriels stricts. En effet,
supposons que les Fi sont des sev stricts. On peut alors considérer x P F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1 tel que x R Fn (sinon,
on a une inclusion, et l’égalité de l’union à E amène Fn, ce qui contredit notre hypothèse). Quitte à supprimer
certains des derniers termes de l’union, on peut supposer que F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1 ‰ E, et on peut faire le même
raisonnement de façon symétrique : il existe y P Fn tel que y R F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1. Considérons alors les vecteurs
x ` ty, pour t P K. Ces vecteurs sont en nombre infini (car K est infini), et sont chacun dans l’un des Fi, qui
sont en nombre fini. Il existe donc au moins deux valeurs distinctes t1 et t2 tels que x` t1y et x` t2y sont dans
le même Fi (principe des tiroirs). On a alors, par différence, pt2 ´ t1qy P Fi, donc puisque t2 ´ t1 ‰ 0, y P Fi.
Cela contredit la définition de y, sauf si i “ n. Mais dans ce cas, puisque x ` t1y P Fn et y P Fn, on obtient
x P Fn, ce qui contredit cette fois la définition de x.

Ainsi, E ne peut pas être une union finie de sous-espaces stricts. On en déduit que l’un des Fi est égal à E.
Or, pour un tel i, par définition des Fi, il existe un vecteur x tel que ă x ąu“ Fi “ E. On en déduit que
u est cyclique.

3. Dans cette question, on souhaite montrer que u est simple si et seulement si son polynôme minimal est irréduc-
tible de degré égal à n “ dimpEq.

(a) Comme précédemment, πu étant irréductible, Krus est un corps, isomorphe à KrXs{pπuq. Nous avons déjà
eu l’occasion de montrer que les classes de 1, X , . . . , Xd´1 forment alors une base sur K de cet espace.
Ainsi, Krus est un K-ev de dimension d. Soit F un sous-Krus-espace vectoriel de E, de dimension k. Soit
c1, . . . , ck une base de F en tant que Krus-ev. Soit pb1, . . . , bdq une base de Krus en tant que K-ev. La famille
pbicjq est alors une base de F en tant que K-ev. En effet,
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‚ elle est génératrice : soit x P F , il existe des éléments λ1, . . . , λk de Krus tels que

x “
k

ÿ

j“1

λjcj .

Comme les λj sont dans Krus et que pb1, . . . , bdq est une base de Krus sur k, il existe, pour tout j P v1, kw,
des scalaires µ1,j , . . . , µd,j tels que

λj “
d

ÿ

i“1

µi,jbi.

On a donc : x “
k

ÿ

j“1

d
ÿ

i“1

µi,jbicj ;

‚ elle est libre : en effet, soit pmi,jq une famille de scalaires de K tels que

0 “
ÿ

pi,jqPv1,dwˆv1,kw

µi,jbicj . “
k

ÿ

j“1

˜

d
ÿ

i“1

µi,jbi

¸

cj .

Les éléments
d

ÿ

i“1

µi,jbi étant dans Krus, par liberté de la famille pcjq sur Krus, on obtient, pour tout

j P v0, kw,
d

ÿ

i“1

µi,jbi “ 0, puis par liberté de pbiq, pour tout j P v0, kw, pour tout i P v0, dw, µi,j “ 0.

Ainsi, la dimension sur K de F est kd, donc divisible par d.

(b) Si πu est irréductible de degré n, tout sous-espace stable F sera donc un sous-Krus-ev de E, donc de
K-dimension divisible par n “ dimE, ceci n’est possible que si F “ t0u ou F “ E. Ainsi, u est simple.

(c) Réciproquement, si u est simple, il est en particulier semi-simple, donc πu n’admet pas de facteur multiple
dans sa décomposition irréductible. S’il admet plusieurs facteurs irréductibles, la décomposition en noyaux
de la question IV-1 fournit une décomposition non triviale de E en somme directe de sous-espaces stables,
ce qui conredit la simplicité de u. Ainsi, πu est irréductible. D’après ce qui précède, son degré d va diviser
n (car E est un Krus-module). Si d ‰ n, E est de Krus-dimension strictement supérieure à 1, donc admet
des sous-Krus-ev stricts non triviaux, correspondant à des sous-ev stricts non triviaux de E stables par u.
cela contredit la simplicité de u.

Ainsi, le polynôme minimal de u est irréductible de degré n.

Corrigé du problème 2 – Dualité et théorème d’Erdös-Kaplansky

Partie I – Résultats préliminaires

1. Famille duale d’une base, base duale

(a) Soit x P E, de coordonnées pxβqβPB dans la base B. Ainsi, par linéarité de b˚,

b˚pxq “ b˚

˜

ÿ

βPB

xββ

¸

“
ÿ

βPB

xβb
˚pβq

“
ÿ

βPB

xβδb,β

“ xb

Ces calculs sont justifiés par le fait que par définition d’une base, et de la décomposition d’un vecteur dans
une base, la somme ne contient qu’un nombre fini de termes non nuls.

(b) Soit pλbqbPB une famille de scalaires à support fini. On suppose que
ÿ

bPB

λbb
˚ “ 0.
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Soit β P B. On a alors, en évaluant en β :

0 “
ÿ

bPB

λbb
˚pβq “

ÿ

bPB

λbδb,β “ λβ .

Ainsi, pour tout β P B, λβ “ 0. On en déduit que pb˚qbPB est libre .

(c) On suppose E de dimension finie n. Se servir de la dimension de E˚ (vue dans le cours) est ici un peu abusif,
car la démonstration du cours repose en fait sur l’étude de cette base (qui est un cas particulier de la base
des pui,jq construite dans le cours pour LpE,F q). On montre donc de façon directe le caractère générateur
de B˚, en remarquant que d’après la question 1(a),

@x P E, x “
n

ÿ

i“1

b˚
i pxqbi,

où on a noté pb1, . . . , bnq la base B. Ainsi, si ϕ P E˚, on peut écrire, par linéarité :

@x P E, ϕpxq “
n

ÿ

i“1

b˚
i pxqϕpbiq,

et donc :

ϕ “
n

ÿ

i“1

ϕpbiqb
˚
i P Vectpb˚

1 , . . . , b
˚
nq.

Cela montre que B˚ est génératrice de E˚, et donc, d’après 1(b), B˚ est unne base de E˚ .

2. Codimension d’un espace vectoriel

(a) Un vecteur x P E est dans Kerpp|Sq si et seulement s’il est dans le domaine de définition S et vérifie
p|Spxq “ ppxq “ 0. Ainsi

Kerpp|Sq “ S X Kerppq “ S X F donc: Kerpp|Sq “ t0u ,

puisque S et F sont supplémentaires. On en déduit que p|S est injective .

(b) ‚ Soit B une base de S. Puisque p|S est injective, l’image par p|S est une famille libre C0 “ pppbqqbPB de

Impp|Sq Ă T . On peut donc la compléter en une base C de T .
‚ De plus, la construction de la base C montre que la restriction i de p à B est une bijection de B sur
C0 Ă C, donc une injection i : B Ñ C .

(c) ‚ On en déduit que |B| ď |C| (notation du préambule). Ainsi, dimpSq ď dimpT q (inégalité au sens des
cardinaux)

‚ L’argument pouvant être symétrisé en intervertissant le rôle de S et T , on a aussi dimpT q ď dimpSq.

Donc, d’après le théorème de Cantor-Bernstein, dimpSq “ dimpT q .
‚ Remarquez que pour que cet argument soit valide, il faut disposer du théorème de la dimension, nous

assurant qu’on n’est pas obligé de garder les mêmes bases pour la réciproque, et donc que les dimensions
sont bien définies au sens des cardinaux.

Partie II – Dualité en dimension finie

1. ‚ px, yq ÞÑ xx, ϕy est bien une forme (à valeurs dans K)
‚ Linéarité par rapport à la première variable. Soit px, yq P E2, λ P K, et ϕ P E˚. On a alors :

xx` λy, ϕy “ ϕpx` λyq “ ϕpxq ` λϕpyq “ xx, ϕy ` λ xy, ϕy ,

car ϕ est linéaire.
‚ Linéarité par rapport à la deuxième variable. Soit x P E, pϕ, ψq P E˚, et λ P K. Alors :

xx, ϕ ` λψy “ pϕ ` λψqpxq “ ϕpxq ` λψpxq “ xx, ϕy ` λ xx, ψy .

‚ Ainsi, px, ϕq ÞÑ xx, ϕy est une forme bilinéaire .
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2. Soit x P E. On a alors, pour tout ϕ P E˚

x̃pϕq “ xx, ϕy .

Ainsi, la linéarité de x̃ provient de la bilinéarité de px, ϕq ÞÑ xx, ϕy. Il s’agit ici plus précisément de la linéarité

par rapport à sa deuxième variable. Puisque x̃ va bien de E˚ dans K, on en déduit alors que x̃ P E˚˚ .

3. ‚ La linéarité de J équivaut à la linéarité par rapport à la première variable de px, yq ÞÑ xx, yy, donc est
acquise. En effet, si px, yq P E2 et λ P K, pour tout ϕ P E˚ :

Jpx` λyqpϕq “ xx` λy, ϕy “ xx, ϕy ` λ xy, ϕy “ Jpxqpϕq ` λJpyqpϕq.

‚ Soit x ‰ 0. Montrons que x R KerpJq, donc qu’il existe ϕ P E˚ tel que x̃pϕq ‰ 0, i.e. ϕpxq ‰ 0.
Pour construire une telle forme linéaire ϕ, on considère S un supplémentaire de Kx dans E. Soit alors y P E,
et y “ λx` s sa décomposition dans la somme directe E “ Kx‘ S. On définit :

ϕpyq “ ϕpλx ` sq “ λ.

Une vérification sans difficulté montre que ϕ est linéaire (on peut aussi construire ϕ par rigidité en considé-
rant une base de S complétée par x en une base de E), et ϕpxq “ 1 ‰ 0.
Ainsi, x R KerpJq.

‚ On en déduit que KerpJq “ t0u, donc que J est injective .
‚ Si E est de dimension finie, la question 1(c) appliquée successivement à E et E˚ montre que dimE “

dimE˚ “ dimE˚˚, donc, par caractérisation des isomorphismes en dimension finie, on en déduit que
J est un isomorphisme .

Partie III – Orthogonalité duale

1. Propriétés élémentaires

(a) ‚ Étude de G˝.
˚ Par définition G˝ Ă E˚.
˚ Pour tout x P G, xx, 0y “ 0pxq “ 0, donc 0 P G˝ (ici 0 “ 0E˚ , c’est donc l’application nulle).
˚ Soit pϕ, ψq P G˝ et λ P K. Alors, pour tout x P G,

xx, ϕ ` λψy “ xx, ϕy ` λ xx, ψy “ 0.

Donc ϕ ` λψ P G˝.
˚ Ainsi, G˝ est un sous-espace vectoriel de E˚ .

‚ Étude de H˝.
˚ Par définition H˝ Ă E.
˚ Pour tout ϕ P H , x0, ϕy “ ϕp0q “ 0, donc 0 P H˝.
˚ Soit px, yq P H˝ et λ P K. Alors, pour tout ϕ P H :

xx` λy, ϕy “ xx, ϕy ` λ xy, ϕy “ 0.

Ainsi, x` λy P HK.
˚ Par conséquent, H˝ est un sous-espace vectoriel de E

(b) ‚ Soit x P G. Pour tout ϕ P G˝, on a xx, ϕy “ 0 par définition de G˝. Ceci étant vrai pour tout ϕ P G˝,
par définition de pG˝q˝, on obtient x P G˝˝. Ainsi, G Ă G˝˝ .

‚ Soit ϕ P H . Pour tout x P H˝, on a xx, ϕy “ 0 par définition de H˝. Ceci étant vrai pour tout x P H˝,
par définition de pH˝q˝, on obtient ϕ P H˝˝. Ainsi, H Ă H˝˝ .

(c) ‚ Soit G1 et G2 sont deux sous-espaces de E tels que G1 Ă G2. Soit ϕ P G˝
2. Ainsi, pour tout x P G2,

xx, ϕy “ 0. Comme G1 Ă G2, a fortiori, l’égalité xx, ϕy “ 0 est aussi vraie pour tout x P G1, donc ϕ P G˝
1.

On en déduit que G˝
2 Ă G˝

1 .

‚ Soit H1 et H2 sont deux sous-espaces de E˚ tels que H1 Ă H2. Soit x P H˝
2 . Ainsi, pour tout ϕ P H2,

xx, ϕy “ 0. Comme H1 Ă H2, a fortiori, l’égalité xx, ϕy “ 0 est aussi vraie pour tout ϕ P H1, donc
x P H˝

1 . On en déduit que H˝
2 Ă H˝

1 .

(d) Soit f l’application de E˚ dans G˚ ˆ S˚ définie par

fpϕq “ pϕ|G, ϕ|Sq.

13



‚ Linéarité. Soit pϕ, ψq P E˚ et λ P K. Alors

fpϕ` λψq “ ppϕ ` λψq|G, pϕ ` λψq|Sq

“ pϕ|G ` λψ|G, ϕ|S ` λψ|Sq

“ pϕ|G, ϕ|Sq ` λpϕ|S , ϕ|Sq

“ fpϕq ` λfpψq.

‚ Injectivité. Soit ϕ P Kerpfq. Alors ϕ|G “ 0 et ϕ|S “ 0. Soit x P E “ G ‘ S, et x “ xG ` xS sa
décomposition dans cette somme directe. On a alors

ϕpxq “ ϕpxGq ` ϕpxSq “ ϕ|GpxGq ` ϕ|SpxSq “ 0.

Ainsi, Kerpfq “ t0u, donc f est injective.
‚ Surjectivité. N’étant pas en dimension finie, on est obligé de la vérifier. Soit pα, βq P G˚ ˆ S˚. Avec les

mêmes notations que ci-dessus pour la décomposition de x dans G ‘ S, on définit ϕ par :

@x P E, ϕpxq “ αpxGq ` βpxSq.

On vérifie facilement que ϕ est bien linéaire. En effet, si px, yq P E2, λ P K, et z “ x` λy, on a

z “ pxG ` λyGq ` pxS ` λySq,

et puisque xG ` λyG P G et xS ` λyS P S, on obtient, du fait que la somme est directe :

zG “ xG ` λyG et zS “ xS ` λyS .

Par conséquent,

ϕpx ` λyq “ ϕpzq “ αpzGq ` βpzSq

“ αpxG ` λyGq ` βpxS ` λySq

“ αpxGq ` λαpyGq ` βpxSq ` λβpySq

“ ϕpxq ` λϕpyq

Ainsi, ϕ P E˚, et de façon évidente, ϕ|G “ α et ϕ|β “ β. Ainsi, fpϕq “ pα, βq, ce qui prouve la surjectivité
de ϕ.

‚ On en déduit que f est un isomorphisme .

(e) ‚ ˚ Soit ϕ P G˝. Ainsi pour tout x P G, ϕpxq “ 0, donc G Ă Kerpϕq. Par conséquent,

G˝ “ tϕ P E˚ | G Ă Kerpϕqu.

˚ Soit ϕ P tϕ P E˚ | G Ă Kerpϕqu. Ainsi, G Ă Kerpϕq, donc pour tout x P G, ϕpxq “ 0. Par définition
de G˝, on en déduit que ϕ P G˝.

˚ Ainsi, G˝ “ tϕ P E˚ | G Ă Kerpϕqu

‚ Notons T “ t0u ˆ S˚ Ă G˚ ˆ S˚. Clairement, T est isomorphe à S˚. Par ailleurs, l’application f étant
celle introduite dans la question précédente,

f´1pT q “ tϕ P E˚ | ϕ|G “ 0u “ tϕ P E˚ | G Ă Kerpϕqu “ G˝.

Or, puisque f est un isomorphisme, f´1pT q est isomorphe à T , lui-même isomorphe à S˚.

Donc G˝ est isomorphe à S˚ . L’isomorphisme qu’on a établi consiste en la restriction à S.

2. Cas de la dimension finie

On suppose dans cette question que E est de dimension finie.

(a) D’après la question précédente,
dimpG˝q “ dimpS˚q.

De plus, S étant de dimension finie, la question I-1(c) montre que dimS˚ “ dimS. Par ailleurs, S et G
étant supplémentaires dans E,

dimpEq “ dimG ` dimS donc: dimpEq “ dimG ` dimG˝
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(b) ‚ La question 1(b) montre déjà que G ˝G˝˝.
‚ Réciproquement, on montre que dimpGq “ dimpG˝˝q. On peut pour cela génnéraliser la question 2(a) à
H , soit en refaisant un raisonnement similaire, soit en utilisant le principe de dualité, c’est-à-dire le fait
que J soit un isomorphisme. En effet, en notant H̃˝ l’orthogonal de H dans E˚˚,

H̃˝ “ tx̃ P E˚˚ | x̃pϕq “ 0u “ tx̃ P E˚˚ | ϕpxq “ 0u “ JpH˝q.

Ainsi, H̃˝ et H˝ sont isomorphes, donc

dimpH˝q “ dimpH̃˝q.

Or, d’après III-2(a) appliqué à H (dans le bon sens, en allant en direction du dual),

dimH ` dim H̃˝ “ dimE˚˚ “ dimE,

donc dimH ` dimH˝ “ dimpEq. Avec H “ G˝, on obtient donc

dimG˝ ` dimG˝˝ “ dimpEq.

En combinant cette égalité et celle de la question III-2(a), on obtient bien

dimG “ dimG˝˝, puis: G “ G˝˝ .

(c) ‚ On a déjà montré que dimH ` dimH˝ “ dimpEq dans la question précédente.

‚ La question III-2(a) nous assure alors également que

dimH˝ ` dimH˝˝ “ dimE,

et en combinant les deux, dimH “ dimH˝˝. La question 1(b) permet alors de conclurs que H “ H˝˝ .

3. Dans cette question, on ne suppose plus E de dimension finie, et on étudie H˝˝, lorsque H est un sous-espace

de dimension fini de E˚.

(a) Soit S un supplémentaire de G dans E. On a montré dans la question 1(e) que S˚ et G˝ sont isomorphes.
Or, S est de dimension finie (G de codimension finie), donc aussi S˚. On en déduit que G˝ est de dimension
finie. De plus,

dimG˝ “ dimpS˚q “ dimpSq “ codimEpGq .

(b) Soit H un sous-espace vectoriel de dimension finie p de E˚, et pϕ1, . . . , ϕpq une base de H . On pose G “ H˝

son orthogonal dans E. Soit u : E ÝÑK
p définie pour tout x P E par

upxq “ pϕ1pxq, . . . , ϕnpxqq.

‚ u est clairement linéaire.
‚ Soit x P H˝. Ainsi, pour tout ϕ P H , ϕpxq “ 0. En particulier, pour tout i P v1, pw, ϕipxq “ 0, donc
upxq “ 0. Par conséquent x P Kerpuq. On a donc l’inclusion H˝ Ă Kerpuq.

‚ Réciproquement, soit x P Kerpuq. Ainsi,

pϕ1pxq, . . . , ϕppxqq “ 0, donc: @i P v1, pw , ϕipxq “ 0.

Soit ϕ P H . Puisque pϕ1, . . . , ϕpq est une base de H , il existe λ1, . . . , λp tels que

ϕ “ λ1ϕ1 ` ¨ ¨ ¨ ` λpϕp.

Par conséquent
ϕpxq “ λ1ϕ1pxq ` ¨ ¨ ¨ ` λpϕppxq “ 0.

Ainsi, x P H˝

‚ Par principe de double-inclusion, H˝ “ Kerpuq .

(c) C’est une adaptation du théorème du rang (on revient en fait à la preuve, en introduisant un supplémentaire).
Soit donc S un supplémentaire de Kerpuq dans E. Alors

Kerpu|Sq “ S X Kerpuq “ t0u,

donc u|S est injective. De plus u|S P LpS,Kpq. Ainsi, l’injectivité amène :

codimpKerpuqq “ dimpSq “ dimpupSqq ď dimpKpq “ p “ dimH.

La question précédente permet de conclure :

codimEpH˝q “ codimpKerpuqq ď dimH .
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(d) On en déduit notamment que H˝ est de codimension finie, et on peut lui appliquer 3(a) :

dimpH˝˝q “ codimEpH˝q ď dimH.

En particulier, H˝˝ est aussi de dimension finie.

Or, on a déjà montré que H Ă H˝˝ (1(b)). L’inégalité sur les dimensions qu’on vient de trouver (allant dans
l’autre sens) montre alors que H “ H˝˝

Partie IV – Transposée d’une application linéaire

1. ‚ Par propriété des composées d’applications linéaires, pour tout ϕ P F˚, tfpϕq est bien dans E˚. Ainsi, tf

est bien une application de F˚ dans E˚.
‚ Soit pϕ, ψq P pF˚q2, et λ P K. Alors

tfpϕ ` λψq “ pϕ ` λψq ˝ f “ ϕ ˝ f “ λψ ˝ f “ tfpϕq ` λ tfpψq.

Ainsi, tf P LpF˚, E˚q .

2. ‚ Soit ϕ P Kerp tfq. Ainsi, ϕ ˝ f “ 0. On en déduit que Impfq Ă Kerpϕq, i.e. que ϕ s’annule sur Impfq. Par
définition, on a alors ϕ P Impfq˝.

‚ Réciproquement, soit ϕ P ImpfqK. Ainsi, pour tout x P Impfq, ϕpxq “ 0, donc pour tout x P E,

ϕ ˝ fpxq “ 0

On en déduit que
tfpϕq “ ϕ ˝ f “ 0,

donc que ϕ P Kerp tfq.

‚ Ainsi, Kerp tfq “ Impfq˝ .

3. On suppose que E et F sont de dimension finie. D’après III-3(a) et la question précédente

dimKerp tfq “ dim Impfq˝ “ codimF Impfq “ dimF ´ rgpfq.

Par ailleurs, d’après le théorème du rang,

dimKerp tfq “ dimpF˚q ´ rgp tfq “ dimF ´ rgp tfq.

En comparant les deux égalités ainsi obtenu, on en déduit que rgpfq “ rgp tfq .

4. Soit f P LpE,F q et B “ pb1, . . . , bpq, C “ pc1, . . . , cnq des bases de E et F tels que M “ MatB,Cpfq (on peut
prendre par exemple l’endomorphisme canoniquement associé). On note M “ pmi,jq.

Pour tout j P v1, nw,

fpbjq “
n

ÿ

i“1

mi,jci,

donc pour tout i P v1, pw, d’après I-1(a) :
c˚
i pfpbjqq “ mi,j .

Or, pour tout x P E,

x “
n

ÿ

j“1

b˚
j pxqbj ,

donc

tpfqpc˚
i qpxq “ c˚

i ˝ fpxq

“
n

ÿ

j“1

b˚
j pxqc˚

i fpbjq

“
n

ÿ

j“1

b˚
j pxqmi,j
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Ainsi,

tpfqpc˚
i q “

n
ÿ

j“1

mi,jb
˚
j .

par conséquent, en posant N “ MatC˚,B˚ p tfq, le coefficient en position pj, iq de N est mi,j . Cette description
correspond à la description de la transposée de M . Ainsi,

MatC˚,B˚ p tfq “ tM.

On déduit alors de la question 3 que

rgp tMq “ rgpMatC˚,B˚ p tfqq “ rgp tfq “ rgpfq “ rgpMatB,Cpfqq,

et finalement, rgpMq “ rgp tMq .

Partie V – Minoration de la dimension d’un sous-espace de K
A

1. Description du dual de K
pAq.

Soit A un ensemble quelconque

(a) Soit, pour tout a P A, ea l’application de K
pAq définie par

@b P A, eapbq “ δa,b.

Le principe de la démonstration est à peu près le même que la question I-1(c).
‚ La famille est libre. En effet, soit pλaqaPA une famille de scalaires presque tous nuls tels que

0 “
ÿ

aPA

λaea.

En évaluant en b P A quelconque, on obtient alors λb “ 0. D’où la liberté.
‚ Soit f P K

pAq. Puisque f est à support fini, la famille pfpaqqaPA est à support fini, et une vérification
simple montre que

f “
ÿ

aPA

fpaqea.

Ainsi, peaqaPA est génératrice.

‚ On en déduit que peaqaPA est une base .

(b) ‚ Pour commencer, montrons la linéarité de Φ. Soit f et g dans KA, et λ P K. Alors Φpf `λgq est l’unique
forme linéaire sur K

pAq telle que pour tout a P A

Φpf ` λgqpeaq “ pf ` λgqpaq “ fpaq ` λgpaq.

Or, Φpfq ` λΦpgq vérifie aussi ces égalités. Par propriété de rigidité (coïncidence sur une base), on en
déduit que Φpf ` λgq “ Φpfq ` λΦpgq.

‚ Injectivité : soit f P K
a dans KerpΦq. Ainsi, ϕf “ 0, donc en particulier, pour tout a P A,

fpaq “ ϕf peaq “ 0.

On en déduit que f “ 0, donc que KerpΦq “ t0u, donc que Φ est injective.
‚ Surjectivité : Soit ϕ P pKpAqq˚. On définit f P K

A par

@a P A, fpaq “ ϕpeaq.

Ainsi, ϕf et ϕ coïncident sur tous les vecteurs de la base peaq, donc ϕf “ ϕ, i.e. ϕ “ Φpfq.

‚ Cela montre bien que Φ est un isomorphisme de K
A dans pKpAqq˚ .

2. CNS de minoration de la dimension d’un sous-espace de K
A.
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(a) Soit V un sous-espace vectoriel de K
A. On suppose qu’il existe a1, . . . , ap P A et f1, . . . , fp P V . Montrons

que pf1, . . . , fpq est une famille libre de V . On peut refaire le même raisonnement que plus haut pour la
liberté de la famille des ea, en évaluant une relation en chaque ai, ou bien se ramener à cette propriété,
en remarquant que si on définit B “ ta1, . . . , apu, la restriction r : f ÞÑ f|A est une application linéaire de
K

A dans K
B. Or, l’image de la famille pf1, . . . , fpq correspond alors exactement à la base canonnique de

K
B “ K

pBq (cette dernière égalité résultant du fait que B est fini). On en déduit que la famille pf1, . . . , fpq

est envoyée par l’application linéaire r sur une famille libre. Elle est donc elle-même libre.

Puisqu’il existe dans V une famille libre de cardinal p, on en déduit que dimV ě p .

(b) Réciproquement, on suppose que dimV ě p, et on considère V 1 “ ΦpV q P pKpAqq˚. Soit H un sous-espace
vectoriel de V 1 tel que dimH “ p.

i. ‚ D’après III-3(d), H étant de dimension finie, H˝˝ “ H , donc dimpH˝˝q “ dimpHq “ p. Or, d’après
III-3(c), H˝ est de codimension finie et donc dimpH˝˝q “ codimEpHq “ p, où E “ K

pAq. Soit B une
base de H . D’après le théorème de la base incomplète (admis en dimension quelconque), on peut
compléter la base B par ajout de vecteurs d’une famille génératrice G donnée. Prenons pour G la base
canonique de K

pAq.
‚ On peut donc compléter B en ajoutant des vecteurs formant une famille B1 telle que B1 Ă G.
‚ On a alors E “ VectpBq ‘VectpB1q “ H˝ ‘VectpB1q, donc S “ VectpB1q est un supplémentaire de H˝

dans E. D’après I-2, la dimension de ce supplémentaire est égal à la codimension de H˝, donc p. Or,
la famille génératrice B1 de S est aussi une sous-famille de la famille libre G, et est donc elle-même
libre. Il s’agit donc d’une base de S, et son cardinal est donc égal à p.

‚ On peut donc écrire B1 “ tea1
, . . . , eap

u, pour des éléments eai
de la base canonique, ai P A. On a

montré que Vectpea1
, . . . , eap

q est un supplémentaire de H˝ dans K
pAq .

ii. Soit pour tout i P v1, pw,
f̃i “ e˚

ai
P pKpAqq˚ et fi “ Φ´1pf̃iq.

On a alors, pour tout pi, jq P v1, pw
2,

fipajq “ Φ´1pf̃iqpajq “ f̃ipeaj
q “ e˚

ai
peaj

q “ δai,aj
,

et les ai étant deux à deux distincts (nécessairement, sinon, la famille pea1
, . . . , eap

q ne serait pas libre
et n’engendrerait pas un espace de dimension p), on en déduit que

fipajq “ δi,j .

Partie VI – Théorème d’Erdös-Kaplansky (partie difficile)

1. Soit L un sous-corps de K, et pf1, . . . , fpq une famille libre de K
A telle que pour tout i P v1, pw, et tout a P A,

fipaq P L. On pose V “ VectLpf1, . . . , fpq Ă L
A et W “ VectKpf1, . . . , fpq Ă K

A

(a) La famille pf1, . . . , fpq étant libre sur K, elle l’est aussi sur L. Ainsi, c’est une L-base du L-espace vectoriel
V . On en déduit que V est de dimension p.

On peut donc appliquer V-2(b), nous donnant l’existence de pa1, . . . , apq P Ap et pg1, . . . , gpq P V p tels que

@pi, jq P v1, pw
2
, gipajq “ δi,j .

(b) D’après la preuve effectuée en V-2(a), pg1, . . . , gpq est alors une famille libre de V . Comme dimpV q “ p, c’en
est une base. On en déduit donc qu’elle est génératrice, et donc

@i P v1, pw , fi P VectLpg1, . . . , gpq Ă VectKpg1, . . . , gkq.

Comme les fi forment une famille K-généatrice de W , les gi aussi, et comme dimKpW q “ p, elle est minimale.

Ainsi, pg1, . . . , gpq est une K-base de W .

(c) Soit f P W . On décompose f dans la base pg1, . . . , gpq :

f “
p

ÿ

i“1

λigi.
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En évaluant en aj , on obtient

fpajq “
p

ÿ

i“1

λiδi,j “ λj .

Ainsi,

f “
p

ÿ

i“1

fpajqgi.

Pour tout a P A, on a alors

fpaq “
p

ÿ

i“1

fpajqgipaq.

Or, les éléments fpajq sont dans Lrfpa1q, . . . , fpapqs et les gipaq sont dans L, donc aussi dans Lrfpa1q, . . . , fpapqs.
Par stabilité de ce corps par somme et produit, on en déduit que

fpaq P Lrfpa1q, . . . , fpapqs .

2. (a) ‚ Pour commencer, M Ă G1, donc |M | ď |G1|.
‚ On montre le lemme suivant : si X est infini, alors |X | “ |X‚|, où X‚ est défini par

X‚ “
ď

nPN

Xn.

L’ensemble M0 est ici par convention t∅u. En effet :
˚ Pour tout k P N

˚, |Xk| “ |X |, par itération de la propriété admise dans le préambule.
˚ En particulier, on dispose donc pour tout k P N de surjections ϕk : X Ñ Xk (y compris pour
k “ 0, en prenant la surjection constante de valeur ∅). L’application ϕ : X ˆ N Ñ X‚ définie par
ϕpm, kq “ ϕkpmq est alors surjective. On en déduit que |X‚| ď |X ˆ N|.

˚ Comme X est infini, |N| ď |M |, donc |X ˆ N| ď |X ˆX | “ |X |, d’après le préambule.
˚ Ainsi, |X‚| ď |X |, et clairement |X | ď |X‚| (X s’injectant dans X‚ via les 1-uplets). Ainsi, d’après

le théorème de Cantor-Bernstein, |X | “ |X‚|.
‚ Les éléments de G1 s’écrivent (en notation multiplicative) sous la forme x1 ¨ ¨ ¨xn, où n P N et les xi sont

dans M YM´1. Ainsi en posant X “ M YM´1, on dispose d’une surjection s : X‚ Ñ G1, définie par

sppx1, . . . , xnqq “ x1 ¨ ¨ ¨xn.

Par conséquent, |G1| ď |X‚| “ |X |. Par ailleurs, on dispose d’une surjection M ˆ t´1, 1u ÝÑM Y M´1

définie par pm, εq ÞÑ mε. Par conséquent,

|G1| ď |X | ď |M ˆ t´1, 1u| ď |M ˆM | “ |M |.

‚ On déduit du théorème de Cantor-Bernstein que |G1| “ |M | .

(b) On montre par récurrence sur n P N que An et Pn sont de même cardinal que M .
‚ |A0| “ |M | d’après l’initialisation de la suite pAnq. De plus, A0 XK

˚ diffère de A0 d’au plus un élément.
Comme A0 est infini, |A0 X K

˚| “ |A0| “ |M |. On déduit de la question précédente, appliqué dans le
groupe multiplicatif pK˚,ˆq, que |P0| “ |M |.

‚ Soit n P N. Supposons que |An| “ |Pn| “ |M |. Alors, en appliquant la question précédente dans le
groupe additif pK,`q, Pn étant infini, |An`1| “ |Pn| “ |M |. Montrer que |Pn`1| “ |An`1| se fait alors
exactement comme dans l’initialisation, pour passer de A0 à P0.

‚ Ainsi, d’après le principe de récurrence, pour tout n P N, |An| “ |Pn| “ |M |.

(c) Montrons que K
1 “

ď

nPN

An.

‚ Montrons pour commencer que pour tout n P N, An Ă K
1. On le montre par récurrence.

˚ L’initialisation A0 Ă K
1 provient du fait que par définition, M Ă K

1.
˚ Si An Ă K

1, alors le sous-groupe multiplicatif K1˚ de K
˚ contient tous les éléments de An X K

˚. Par
minimalité du groupe engendré, on a donc Pn Ă K

1˚.
˚ On a donc Pn Ă K

1, qui est un sous-groupe additif de K. Par minimalité du groupe (additif) engendré,
on a donc An`1 Ă K

1.
˚ Ainsi, d’après le principe de récurrence, pour tout n P N, An Ă K

1, donc
ď

nPN

An Ă K
1.
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‚ Posons K
2 “

ď

nPN

An Ă K
1. Montrons que K

2 est un corps :

˚ Pour commencer, K2 Ă K.
˚ Pour tout n P N, 1 P Pn, donc 1 P An. Ainsi, 1 P K

2.
˚ Soit px, yq P pK2q2. Les Ai formant une suite croissante (on enlève 0 pour construire Pn, mais on le

remet ensuite, tous les autres éléments sont à chaque fois gardés), il existe n P N tel que x et y soient
dans An. Comme An est un groupe additif, x´ y P An, et donc x´ y P K

2.
˚ Si de plus x et y sont non nuls x et y sont dans Pn qui est un groupe multiplicatif. Donc xy´1 P Pn Ă

An`1 Ă K
2.

˚ On en déduit que K
2 est un sous-corps de K.

‚ D’après les deux points précédents, et la minimalité de K
1, on en déduit que K

1 “ K
2. Ainsi,

|K1| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

nPN

An

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

La question précédente, et le même argument qu’en question 2(a) pour faire l’union dénombrable

montrent alors que |K1| “ |M | .

3. Soit K un corps, et C un ensemble infini tel que |C| ě |K|.

(a) On construit une injection :
ı : KpCq Ñ Pf pC ˆ Kq,

qui à f P K
pCq associe

ıpfq “ tpc, fpcqq | fpcq ‰ 0u.

Cette application est bien définie, puisque f est à support fini (donc ıpfq est bien une partie finie de CˆK).

Par ailleurs, supposons que ıpfq “ ıpgq “ X . Notons

C 1 “ tc P C | Dλ P K, pc, λq P Xu “ πCpXq,

où πC est la projection sur le premier facteur du produit cartésien C ˆ K. On remarque d’abord que si
c P C 1, alors par définition d’une application (unicité de l’image), π´1

C pcq ne contient qu’un élément λ, égal
à la fois à fpcq et à gpcq. On en déduit que pour tout c P C 1, fpcq “ gpcq.

Par ailleurs, si c P CzC 1, par définition de ıpfq et ıpgq, fpcq “ gpcq “ 0. Ainsi, pour tout c P C, fpcq “ gpcq,
donc f “ g.

On a bien construit une application injective de K
pCq dans Pf pC ˆ Kq, d’où

|KpCq| ď |Pf pC ˆ Kq| .

(b) ‚ D’après le lemme montré danns la question 2(a), si X est de cardinal infini, |X | “ |X‚|. Par ailleurs, on
dispose d’une surjection (de façon évidente) de X‚ Ñ PfpXq, définie par

px1, . . . , xnq ÞÑ tx1, . . . , xnu.

Ainsi,
|Pf pXq| ď |X‚| “ |X |.

De façon évidente, |X | ď |PfpXq|, puisque X s’identifie à l’ensemble des singletons. Ainsi, si X est de
cardinal infini, |Pf pXq| “ |X |.

‚ En appliquant cela à C ˆ K, qui est infini, d’après nos hypothèses sur C (et le fait que K soit un corps,
donc non vide), d’après la question précédente, on obtient

|KpCq| ď |C ˆ K| ď |C ˆ C| ď |C|,

puisque |C| ě |K|, et d’après la propriété admise en préambule.
‚ Réciproquement, c ÞÑ ec fournit une injection de C dans K

pCq, donc |C| ď |KpCq|.

‚ On en déduit que |KpCq| “ |C| .

4. Démonstration du théorème d’Erdös-Kaplansky.

(a) On va suivre l’indication assez détaillée donnée dans l’énoncé.
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‚ On suppose qu’on n’a pas |K| ď dimpKNq. Alors |K| ą dimpKNq. Remarquez que cette propriété (le fait
que la relation d’ordre définie par les cadinaux soit totale) n’est pas complètement triviale. Elle repose
sur l’axiome du choix. Je n’en donne pas la preuve, utilisant le lemme de Zorn (elle est disponible dans
un autre sujet, que je n’ai pas donné en DM cette année). Il existe donc une base B de K

N telle que
|B| ă |K|. Soit

M “ tβpnq, pβ, nq P B ˆ Nu,

l’ensemble de toutes les valeurs prises par les fonctions définissant la base B.
‚ L’application pβ, nq ÞÑ βpnq étant, par définition de M , une surjectionn de BˆN sur M , on a l’inégalité :

|M | ď |B ˆ N| ď |B ˆ B| “ |B|.

En effet B est infini ( K
N n’est pas de dimension finie, pusique les peaqaPN en forment une famille libre),

donc |N| ď |B| d’une part, et d’autre part on peut utiliser le résultat admis dans le préambule.
‚ Si M est fini, on peut lui ajouter des éléments de K en nombre dénombrable (c’est possible, car K

lui-même est infini, du fait de l’hypothèse |K| ą dimpKNq), on aura alors toujours

|M | ď |N| ď |B|.

Ainsi, on peut supposer M infini, vérifiant |M | ď |B|, et contenant toutes les valeurs des images de la
base B.

‚ On construit alors L le sous-corps de K engendré par M . Puisque M est infini, d’après la question 2(c),

|L| “ |M | ď |B| ă |K|.

‚ En particulier, L Ĺ K, et il existe ξ0 P KzL. On construit alors la suite pξnqnPN par récurrence. On
suppose pξ0, . . . , ξnq construits tels que pour tout k P v1, nw,

ξk R Lrξ0, . . . , ξk´1s.

Puisque L est infini (car de même cardinal que |M |), l’ensemble L Y tξ0, . . . , ξnu est de même cardinal
que L à savoir |M |. Or, Lrξ0, . . . , ξns est le sous-corps de K engendré par LY tξ0, . . . , ξnu. Ainsi, d’après
la question 2(c),

|Lrξ1, . . . , ξns| “ |M | ă |K|.

On a donc une inclusion stricte
Lrξ1, . . . , ξns Ĺ K,

ce qui nous permet de trouver un élément ξn`1 de K vérifiant

ξn`1 P KzLrξ1, . . . , ξns.

‚ On considère alors f : N ÞÑ ξn, élément de K
N. Puisque B est une base de K

N, f se décompose comme
CL d’un nombre fini d’éléments de B. On dispose donc d’un sous-ensemble fini B0 “ tf1, . . . , fpu de B

tel que f P VectpB0q. De plus, B0 étant un sous-ensemble d’une base, c’est une famille libre. On est donc
dans les conditions d’application de la question 1. Il existe donc pa1, . . . , apq P N

n tels que

@g P Vectpf1, . . . , fpq, @a P A, gpaq P Lrgpa1q, . . . , gpapqs.

Sans perte de généralité, on peut supposer a1 ă a2 ă . . . ,ă ap (quitte à renuméroter les fi). Appliquons
cela à la fonction f :

@a P N, fpaq P Lrfpa1q, . . . , fpapqs “ Lrξa1
, . . . , ξap

s Ă Lrξ1, . . . , ξap
s.

Mais par définition, pour a “ ap ` 1,

ξap`1 “ fpap ` 1q R Lrξ1, . . . , ξap
s,

d’où une contradiction.
‚ On en déduit que l’hypothèse initiale est fausse. On en déduit in fine que |K| ď dimK

N .

(b) ‚ Puisque A est infini, |A| ě |N|. Il existe donc une surjection s : A Ñ N. On définit alors Φ : KN Ñ K
A

par Φpfq “ f ˝ s.
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‚ On vérifie que Φ est injective. Soit en effet f et g dans K
N tels que f ˝ s “ g ˝ s. Soit n P N. Puisque s

est surjective, il existe a P A tel que spaq “ n. On en déduit que

fpnq “ fpspaqq “ gpspaqq “ gpnq,

donc f “ g. Ainsi, Φ est injective.
‚ Clairement, Φ est linéaire. L’injectivité nous assure alors que Φ envoie une base B de K

N bijectivement
sur une famille libre de K

A, qu’on peut compléter en une base C. Ainsi,

|B| ď |C|, donc: dimpKAq ě dimpKNq ě |K| .

(c) Soit B une base de K
A. Ainsi,

|B| “ dimpKAq ě |K|.

Par ailleurs, KA est isomorphe à K
pBq. Ainsi, d’après la question 3(c),

|KA| “ |KpBq| “ |B|, soit: dimpKAq “ |KA| .

(d) Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et B une base de E. On a donc

E “ K
pBq et E˚ » K

B.

D’après ce qui précède,
dimpE˚q “ |KB|.

Par ailleurs, K contient au moins 0 et 1, qui sont distincts. Ainsi, |K| ě 2, donc

|KB| ě |t0, 1uB| “ |PpBq| ą |B|,

d’après le théorème de Cantor. On en déduit in fine que :

dimK
B “ |KB| ą |B| “ dimE, donc: dimpE˚q ą dimpEq .

On en déduit notamment que dimpE˚˚q ą dimE˚ ą dimE, donc que E˚˚ ne peut jamais être isomorphe à
E lorsque E est de dimension finie. Il est même beaucoup plus gros, puisqu’il y a au moins 2 cardinaux de
différence entre les deux.

Question subsidiaire.

On montre dans cette question le théorème de la dimension dans le cas infini, à savoir l’égalité des cardinaux de toutes
les bases d’un même espace vectoriel E de dimension infinie.
Soit B et C deux bases de E. Chaque vecteur b P B se décompose sur un nombre fini de vecteurs de la base C. Ainsi,
pour tout b P B, on peut trouver un sous-ensemble fini γpbq Ă C tel que

b P Vectpγpbqq.

Ainsi,

E “ VectpBq Ă Vect

˜

ď

bPB

γpbq

¸

.

Si
ď

bPB

γpbq Ĺ C, cela contredit la minimalité de la famille génératrice C. Ainsi,

C “
ď

bPB

γpbq.

Puisque pour tout b P N, γpbq est finis, il existe une surjection sb : N Ñ γpbq. On peut alors construire une surjection

σ : B ˆ N ÝÑ
ď

bPB

γpbq “ C

en posant σpb, nq “ sbpnq. Comme de plus |B ˆ N| ď |B ˆ B| “ |B|, on en déduit que |B| ě |C|.

En intervertissant les rôles de B et C, on obtient aussi |C| ď |B|. Ainsi, |B| “ |C| .
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Remarquez que la démonstration donnée est indépendante (et assez différente) de celle donnée en dimension finie,
et ne convient pas dans le cas de la dimension finie, les arguments utilisés nécessitant l’hypothèse d’infinitude. En
revanche, elle n’est pas particulièrement plus dure (à condition de savoir manipuler un peu les cardinaux), presque au
contraire, du fait que les cardinaux infinis donnent un peu plus de souplesse que les cardinaux finis, qui nécessitent de
faire les choses de façon très précise, au vecteur près.
Remarquez tout de même la dépendance vis-à-vis de l’axiome du choix (comme une grande partie des arguments de
ce DS), pour l’existence de bases d’une part et pour la comparaison entre B ˆ B et B utilisée tout à la fin.

Sources :

Arnaudiès, Lelong-Ferrand, Cours de mathématiques, 1. Algèbre (Dunod)
Bourbaki, Algèbre, chapitres 1 à 3, (Springer), II-7.5 et exercice II-7.3 p II.193
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