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Corrigé du problème 1 – Réduction de Jordan

Partie I – Réduction du problème

1. On a u ˝ pu ´ λiidqαi “ pu ´ λiq
αi ˝ u, donc, pour tout x P Kerppu ´ λiidqαiq,

pu ´ λiidqαipupxqq “ u pu ´ λiidqαipxqq “ up0q “ 0.

Ainsi, upxq P Kerpu ´ λiidqαi . On en déduit que Kerppu ´ λiidqαiq est stable par u .

Plus généralement, le même raisonnement prouverait que pour tous polynômes P et Q, KerpP puqq est stable

par Qpuq. En particulier, Kerppu ´ λiidqαiq est aussi stable par u ´ λiid.

2. Soit A la matrice de u dans la base B, et A “ pAi,jq1ďi,jďk le découpage de A par blocs correspondant à la

décomposition de E en somme des Ei. En notant pi la projection sur Ei parallèlement à
à

j‰i

Ej , le bloc Ai,j

représente alors

Ai,j “ MatBj ,Bi
pi ˝ u|Ej

.

Or, si i ‰ j, par stabilité des Ej par u, Impu|Ej
q Ă Ej , donc pi ˝ u|Ej

“ 0. Ainsi, tous les blocs Ai,j situés

ailleurs que sur la diagonale sont nuls. Les blocs diagonaux, quant à eux, représentent pi ˝ u|Ei
(c’est-à-dire ui)

relativement à la base Bi ; on a la représentation par blocs :

MatBpuq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

MatB1
pu1q 0 ¨ ¨ ¨ 0

0 MatB2
pu2q

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 MatBk
pukq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

3. Puisque Ei “ Kerppu ´ λiidqαiq, pour tout x P Ei, v
αi

i pxq “ 0. Ainsi, l’endomophisme vαi

i de Ei est nul. On en

déduit que vi est nilpotent.

4. Si tout endomorphisme nilpotent d’un C-ev de dimension finie admet une décomposition de Jordan, alors les

vi admettent une décomposition de Jordan. Ainsi, il existe une base Bi relativement à laquelle MatBi
pviq est

diagonale par blocs, chaque bloc diagonal étant une matrice de Jordan de diagonale nulle

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 0

0
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 ¨ ¨ ¨ 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Ainsi, dans cette base, MatBi
puiq est également diagonale par blocs, chaque bloc étant une matrice de Jordan

de diagonale λi :

¨

˚

˚

˚

˚

˝

λi 1 0 0

0
. . .

. . . 0
...

. . .
. . . 1

0 ¨ ¨ ¨ 0 λi

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

La question 2 nous assure alors que dans la base obtenue par concaténation des Bi, la matrice de u est diagonale

par blocs, chaque bloc étant une matrice de Jordan ; il peut y avoir plusieurs blocs de même diagonale λi (et

de taille éventuellement différentes), correspondant aux différents blocs de la décomposition de ui.
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Ainsi, si le résultat est acquis pour les endomorphismes nilpotents,

tout endomorphisme d’un C-ev de dimension finie admet une réduction de Jordan .

Partie II – Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent

1. Argument classique. Soit λ0, . . . , λp´1 tels que

λ0x ` ¨ ¨ ¨ ` λp´1u
p´1pxq “ 0.

Supposons les λi non tous nuls. Soit i le plus petit indice tel que λi ‰ 0. En composant par up´1´i, il vient

alors :

λiu
p´1 ` λi`1u

p ` ¨ ¨ ¨ ` λp´1u
2p´2´ipxq “ 0

Comme up “ 0 et up´1pxq ‰ 0, il vient

λiu
p´1pxq “ 0 puis: λi “ 0,

d’où une contradiction. Ainsi, les λi sont tous nuls, ce qui signifie que :

la famille pup´1pxq, up´2pxq, . . . , upxq, xq est libre.

On note F le sous-espace engendré par cette famille.

2. Il suffit de montrer que l’image par u des éléments de la base pup´1pxq, . . . , upxq, xq de F est dans F . Or, pour

tout i P v0, p ´ 1w, upuipxqq “ ui`1pxq P F , puisqu’il s’agit d’un autre élément de la base si i ‰ p ´ 1, et de

0 P F si i “ p ´ 1. Ainsi, F est stable par u.

3. Soit k P v1, pw.

‚ La somme est directe car up´kpxq R Kerpuk´1q, puisque up´1pxq ‰ 0.

‚ Clairement et classiquement, Kerpuk´1q Ă Kerpukq, et ukpup´kpxqq “ uppxq “ 0, donc Vectpup´kpxqq Ă

Kerpukq.

Ainsi : Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kpxqq Ă Kerpukq

4. Soit Sp un supplémentaire de Kerpup´1q ‘ Vectpxq dans Kerpupq. On a alors :

Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq ‘ upSpq Ă Kerpup´1q.

En effet :

‚ La première somme est directe d’après la question précédente.

‚ Soit y P pKerpup´2q ‘ Vectpupxqqq X upSpq. Il existe donc x1 P Kerpup´2q, λ P C, et x2 P Sp tels que

y “ x1 ` λupxq et y “ upx2q, donc: upx2q “ x1 ` λupxq.

En appliquant up´2, il vient donc :

up´1px2q “ λup´1pxq.

Or, up´1 est injective sur Sp ‘ Vectpxq, supplémentaire de Kerpup´1q dans Kerpupq “ E, et x2 et x sont

dans Sp ‘ Vectpxq. Ainsi, x2 “ λx. Comme Sp X Vectpxq “ t0u, on en déduit que x2 “ 0, puis y “ 0.

Ainsi, la somme Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq ‘ upSpq est directe.

‚ On a Kerpup´2q‘Vectpupxqq Ă Kerpup´1q d’après la question précédente, et upSpq Ă Kerpup´1q (car up “ 0).

Donc

Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq ‘ upSpq Ă Kerpup´1q.

Soit Tp´1 un supplémentaire de Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq ‘ upSpq dans Kerpup´1q. On a donc

Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq ‘ upSpq ‘ Tp´1 “ Kerpup´1q,

donc, Sp´1 “ Tp´1 ‘ upSpq est un supplémentaire de Kerpup´2q ‘ Vectpupxqq dans Kerpup´1q contenant upSpq.

5. Le raisonnement est le même. Supposons Sp, . . . , Sk`1 construits.

‚ On a Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kq Ă Kerpukq d’après la question 3.
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‚ Soit y P pKerpuk´1q ‘ Vectpup´kqq X upSk`1q. Il existe x1 P Kerpuk´1q, λ P C et x2 P Sk`1 tels que

y “ upx2q “ x1 ` λup´kpxq.

En appliquant uk´1 à cette égalité, il vient

ukpx2q “ ukpλup´k´1pxqq.

Or, uk est injective sur Sk`1 ‘ Vectpup´k´1q (car cet espace est en somme directe avec Kerpuk`1q, d’après

la construction de Sk`1). Ainsi, x2 “ λup´k´1pxq. Comme Sk`1 X Vectpup´k´1pxqq “ t0u, il vient x2 “ 0,

puis y “ 0.

Ainsi, la somme Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kq ‘ upSk`1q est directe.

‚ Comme Sk`1 Ă Kerpuk`1q, on a upSk`1q Ă Kerpukq. Les autres inclusions ayant déjà été montrées, il vient

donc :

Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kq ‘ upSk`1q Ă Kerpukq.

Soit Tk un supplémentaire de Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kq ‘ upSk`1q dans Kerpukq et Sk “ Tk ‘ upSk`1q.

Alors Sk est un supplémentaire de Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kq dans Kerpukq, contenant upSk`1q.

6. Soit T “ S1 ` ¨ ¨ ¨ ` Sp.

‚ Par définition de S1, on a Vectpup´1pxqq ‘ S1 “ Kerpuq.

‚ On a ensuite Kerpuq ‘ Vectpup´2pxqq ‘ S2 “ Kerpu2q, donc d’aprè le point précéent :

Vectpup´1pxq, up´2pxqq ‘ S1 ‘ S2 “ Kerpu2q.

‚ Plus généralement, pour tout k P v1, pw,

Vectpup´1pxq, . . . , up´kpxqq ‘ S1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Sk “ Kerpukq.

En effet, si le résultat est aquis pour k ´ 1 ě 1, il vient :

Vectpup´1pxq, . . . , up´kpxqq ‘ S1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Sk

“ Vectpup´1pxq, . . . , up´k`1pxqq ‘ S1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Sk´1 ‘ Vectpup´kpxqq ‘ Sk

“ Kerpuk´1q ‘ Vectpup´kpxqq ‘ Sk “ Kerpukq.

‚ En particulier, pour k “ p, on trouve que T est un supplémentaire de F dans E “ Kerpupq.

‚ Par ailleurs,

upT q Ă upS1q ` ¨ ¨ ¨ ` upSpq Ă t0u ` S1 ` ¨ ¨ ¨ ` Sp´1 Ă T.

Ainsi, T est stable par u.

7. On montre alors le résultat par récurrence forte sur la dimension n de l’espace E.

Lorsque dimE “ 0, il n’y a rien à montrer.

Soit n P N˚. Supposons que tout endomorphisme nilpotent d’un C-ev de dimension k ă n admet une décom-

position de Jordan. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un C-ev E de dimension n, d’indice de nilpotentce

p. Soit x R Kerpup´1q, et F et T construits comme ci-dessus. Alors F et T sont des sous-espaces stables par u.

Soient u1 et u2 les endomorphismes de F et T induits par u.

‚ Comme dimpF q ą 0, on a dimpT q ă n, et on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à T : il existe une

base B2 de T relativement à laquelle MatB2
pu2q est diagonale par bloc, chaque bloc étant une matrice de

Jordan de diagonale nulle.

‚ On ne peut pas appliquer l’hypothèse de récurrence à F (car rien n’assure que dimpF q ă n : T peut être

nul). En revanche, il est facile de trouver une base relativement à laquelle la matrice de u1 est une matrice

de Jordan : B1 “ puk´ppxq, . . . , upxq, xq.

‚ Soit B la juxtaposition des bases B1 et B2. Alors la matrice de u relativement à la base B est diagonale par

blocs :

MatBpuq “

˜

MatB1
pu1q 0

0 MatB2
pu2q

¸

.

D’après les deux points précédents, cette matrice est constituée de blocs diagonaux égaux à des matrices de

Jordan, ce qui achève la preuve.

Ainsi, toute matrice nilpotente admet une réduction de Jordan.
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Corrigé du problème 2 – Théorème de Gerstenhaber (d’après Mines-Ponts MP 2020, largement rema-

nié)

Partie I – Trigonalisation des endomorphismes nilpotents

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n ą 0, et u un endomorphisme nilpotent de E.

1. Soit p tel que up “ 0. Puisque up “ 0, Kerpupq ‰ t0u (puisque dimpEq ą 0), donc u n’est pas injective non

plus. Ainsi, Kerpuq ‰ t0u .

2. On se donne x un vecteur non nul de Kerpuq, et H un supplémentaire de Vectpxq dans E. On note π P LpEq le

projecteur sur H parallèlement à Vectpxq, et u P LpHq définie par :

@z P H, upzq “ πpupzqq.

(a) Pour commencer, Impπq “ H , donc Impπ ˝ uq Ă H . Ainsi, u est bien à valeurs dans H , et correspond à

l’endomorphisme induit sur H (c’est-à-dire la restriction-corestriction) par l’endomorphisme π ˝ u (qui est

bien un endomorphisme en tant que composée de deux endomorphismes).

Ainsi, u est un endomorphisme de H .

(b) On montre par récurrence sur k P N que pour tout k P N et tout z P H , ukpzq “ πpukpzqq.
‚ Pour tout z P H , u0pzq “ idHpzq “ z “ πpzq “ πpidpzqq “ πpu0pzqq.

‚ Soit k P N tel que pour tout z P H , ukpzq “ πpukpzqq. Alors, il existe λ P R tel que

ukpzq “ ukpzq ´ λx P H,

par définition de la projection π. On en déduit que

uk`1pzq “ πpupukpzq ´ λxqq “ πpuk`1pzq ´ λupxqq “ πpuk`1pzqq.

‚ Ainsi, d’après le principe de récurrence, pour tout k P N, et tout z P H , ukpzq “ πpukpzqq .

On en déduit que si p est tel que up “ 0, alors pour tout z P H ,

uppzq “ πpuppzqq “ πp0q “ 0, donc: up “ 0.

Ainsi, u est nilpotent .

(c) ‚ Soit y P E “ Vectpxq ‘ H . Il existe donc λ1 P R et z P H tels que

y “ λ1x ` z.

Comme pb2, . . . , bnq est une base de H , il existe λ2, . . . , λn´1 tels que

z “
n

ÿ

k“2

λkbk.

Ainsi,

y “
n

ÿ

k“1

λkbk,

et la famille pb1, . . . , bnq est une famille génératrice de E. Comme son cardinal est égal à la dimension

de E, on peut conclure que pb1, . . . , bnq est une base de E .

‚ La première colonne de MatBpuq est la décomposition de upb1q “ upxq “ 0 dans la base B ; c’est donc la

colonne nulle.

Soit k ě 2. La colonne k de MatBpuq est constituée des coordonnées de upbkq dans la base B. Or, π

projetant sur Vectpb2, . . . , bnq parallèlement à b1,

rupbkqsB “

ˆ

‚

rπpupbkqqsB1

˙

“

ˆ

‚

rupbkqsB1

˙

.

Autrement dit, il s’agit des coordonnées de upbkq dans la base B1, précédées d’une composante sur b1.

Ainsi,

MatBpuq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0 ‚ ¨ ¨ ¨ ‚

0
... MB1 puq

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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3. Montrons par récurrence sur n “ dimE ą 0 que pour tout endomorphisme nilpotent u de E, il existe une base

B telle que MatBpuq soit triangulaire.

‚ Soit n “ 1, et E un espace de dimension 1. Soit u un endomorphisme nilpotent de E. Comme on l’a justifié

plus haut, Kerpuq ‰ t0u, et donc, par dimensions, Kerpuq “ E. On en déduit que u “ 0, et donc que la

matrice de u est nulle, donc strictement triangulaire supérieure, quelle que soit la base choisie.

‚ Soit n P N
˚, n ě 2. On suppose que la propriété est acquise pour les endomorphismes nilpotents d’un espace

de dimension n ´ 1. On définit x, H et u, comme dans les questions précédentes. Comme dimpHq est de

dimension n´ 1, on peut appliquer l’hypothèse de récurrence à l’endomorphisme nilpotent u de H . Il existe

une base B1 de H telle que MatB1 puq soit triangulaire supérieure stricte . On définit B à partir de B1 comme

dans la question 2(c). Alors, d’après la représentation obtenue en 2(c), MatBpuq est triangulaire supérieure

stricte.

‚ Par conséquent, d’après le principe de récurrence, pour tout R- espace vectoriel E de dimension n ą 0 et

tout endomorphisme nilpotent u de E, il existe une base de E dans laquelle MatBpuq P T``
n pRq .

4. Soit u P N pEq. Alors uk P N pEq. Il existe donc une base B de E telle que MatBpukq soit triangulaire supérieure

stricte. On a alors :

trpukq “ trpMatBpukqq “ 0 .

Partie II – Généralités sur les endomorphismes nilpotents

On considère toujours un R-espace vectoriel E de dimension finie n ą 0.

1. ‚ Pour commencer, le cours nous assure que ϕ “ MatB est un isomophisme de LpEq sur MatB. De plus,

T``
n pRq est un sous-espace vectoriel de MnpRq de dimension

npn ´ 1q

2
(engendré par les Ei,j , i ă j). Ainsi,

puisque NB “ ϕ´1pT``
n pRqq, on en déduit que NB est un sous-espace vectoriel de LpEq, de même dimension

que T``
n pRq.

‚ De plus, les matrices de T``
n pRq sont nilpotentes, de nilindice au plus n. Ainsi

@u P NB, MatBpunq “ MatBpuqn “ 0.

On en déduit que un “ 0. Par conséquent, les endomorphismes de NB sont tous nilpotents.

‚ On en déduit que NB est un sous-espace vectoriel nilpotent de LpEq, et que sa dimension vaut
npn ´ 1q

2
.

2. Soit x P E, et p ě 1 tel que uppxq “ 0 et up´1pxq ‰ 0. On suppose par l’absurde que px, upxq, . . . , up´1pxqq est

liée. Il existe donc des coefficients non tous nuls λ0, . . . , λp´1 tels que

p´1
ÿ

k“0

λku
kpxq “ 0.

Soit k0 l’indice minimal tel que λk ‰ 0. Il vient donc

p´1
ÿ

k“k0

λku
kpxq “ 0,

puis, en appliquant up´1´k0
, du fait que uℓ “ 0 si ℓ ě p,

λk0
up´1pxq “ 0.

Cela contredit le fait λk0
‰ 0 et up´1pxq ‰ 0.

Ainsi, px, upxq, . . . , up´1pxqq est libre .

3. Comme le cardinal d’une famille libre ne peut pas excéder la dimension de l’espace, on déduit de la question

précédente que si u est nilpotente, νpuq ď n .

4. Soit x et y et p ě q tels que uppxq “ uqpxq “ 0 et tels que pup´1pxq, uq´1pyqq soit libre. Supposons que

px, upxq, . . . , up´1pxq, y, upyq, . . . , uq´1pyqq soit liée, et considérons des scalaires non tous nuls tels que

p´1
ÿ

k“0

λku
kpxq `

q´1
ÿ

k“0

µku
kpyq “ 0.
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‚ Si tous les λk sont nuls, l’égalité précédente contredit la liberté de la famille pukpyqqkPv0,q´1w, provenant de

la question 2.

‚ De même, les µk ne peuvent pas être tous nuls.

‚ Soit donc k1 l’indicie minimal tel que λk1
‰ 0, et k2 l’indice minimal tel que µk2

‰ 0.

‚ Si k2 ` p ´ 1 ´ k1 ą q ´ 1, donc si k2 ą k1 ` q ´ p, alors, en appliquant up´1´k1 à la relation, presque tous

les termes s’annulent et on obtient :

λk1
up´1pxq “ 0,

ce qui contredit λk1
‰ 0 et up´1pxq ‰ 0.

‚ De même si k2 ă k1 ` q ´ p i.e. si k1 ` q ´ 1 ´ k2 ą p ´ 1. La symétrie des rôles de x et y amène une

contradiction sur µk2
(l’inégalité entre p et q ne sert à rien dans ce raisonnement, elle a été posée en vue de

simplifier un éventuel raisonnement itératif, que je trouve plus délicat à rédiger, personnellement).

‚ Si k2 “ k1 ` q ´ p, alors en appliquant up´1´k1 , on obtient cette fois une relation non triviale

λk1
up´1pxq ` µk2

uq´1pyq “ 0,

qui contredit la liberté de pup´1pxq, uq´1pyqq.

Ainsi, la famille px, upxq, . . . , up´1pxq, y, upyq, . . . , uq´1pyqq est libre .

5. Soit u est nilpotente de nilindice p ě maxp2, n ´ 1q :

(a) Supposons par l’absurde que dimpImpuq X Kerpuqq ‰ 1.

Il existe x P E tel que up´1pxq ‰ 0. Puisque up “ 0, on en déduit que up´1pxq P Kerpuq. Puisque p ´ 1 ě 1,

up´1pxq P Impuq. On a donc up´1pxq P Impuq X Kerpuq et est non nul. Ainsi, Impuq X Kerpuqq ‰ t0u. Par

hypothèse, cet espace est alors de dimension au moins 2, et il contient un vecteur z tel que pup´1pxq, zq soit

libre. Puisque z P Impuq, on dispose de y tel que upyq “ z, et comme z P Kerpuq, u2pyq “ 0. En appliquant

la quesiton 4 aux vecteurs x et y, on obtient une famille libre de cardinal p ` 1 ą n ce qui est impossible.

Ainsi, dimpImpuq X Kerpuqq “ 1 .

(b) Puisque p ě 2, Impup´1q Ă Impuq et puisque up “ 0, Impup´1q Ă Kerpuq. De plus, puisque up´1 ‰ 0,

dimpImpup´1qq ě 1. D’après la question précédente, on en déduit donc que :

Impup´1q “ Impuq X Kerpuq et rgpup´1q “ 1 .

Partie III – Endomorphismes de rang 1

1. ‚ On remarque que par définition même du produit scalaire, par linéarité de z ÞÑ rzsB et par linéarité de la

somme, le produit scalaire est bilinéaire, c’est-à-dire linéaire par rapport à chacune de ses variables (comme

on le verra bientôt, c’est une des conditions exigées pour définir un produit scalaire).

Soit alors pa, xq P pEzt0uq. On a, pour tous z, z1 P E et λ P R :

pa b xqpz ` λz1q “
@

a, z ` λz1
D

x “
`

xa, zy ` λ
@

a, z1
D˘

x “ xa, zyx ` λ
@

a, z1
D

x “ pa b zqpxq ` λpa b z1qpxq.

Ainsi, pa b zq est bien linéaire. De plus elle est bien à valeurs dans E. On a donc bien a b z P LpEq .

‚ Clairement, Impa b xq Ă Vectpxq, donc rgpa b xq ď 1.

De plus,

pa b xqpaq “ xa, ayx ‰ 0.

En effet, si on note pa1, . . . , akq les coordonnées de a dans la base B,

xa, ay “
n

ÿ

k“1

a2k ą 0,

puisque a ‰ 0 (là encore, c’est une propriété imposée par la définition d’un produit scalaire). Donc rgpabxq ą

0

Ainsi, rgpa b xq “ 1 .

2. On fixe x P Ezt0u. Soit

F “ tu P LpEq | Impuq Ă Vectpxq.u.

Il n’est pas dur de vérifier à la main que F est un sous-espace vectoriel de LpEq.
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On peut aussi voir F comme l’image d’un morphisme, ce qui facilitera ensuite le calcul de sa dimension. Soit ϕ

le morphisme défini de LpE,Vectpxqq dans LpEq par coextension de l’espace d’arrivée (i.e. ϕpuq “ i ˝u, où i est

l’application linéaire d’inclusion de Vectpxq Ă E). L’application ϕ est linéaire, par bilinéarité de la composition

d’applications linéaires, et injective, car i est injective. De plus, ϕ est à valeurs dans F . Réciproquement, toute

application v de F peut se corestreindre à Vectpxq, ce qui définit un antécédent par ϕ de v.

Ainsi, F “ Impϕq, ce qui assure que F est un sous-espace vectoriel de LpEq .

De plus, l’injectivité de ϕ nous assure alors que ϕ de corestreint en un isomorphisme de LpE,Vectpxqq sur son

image F . Par conséquent,

dimF “ dimLpE,Vectpxqq “ dimpEq ˆ dimpVectpxqq donc: dimF “ n .

3. ‚ L’application Φ : a ÞÑ a b x est définie de E sur F .

‚ Φ est linéaire. En effet, pour tout a, a1 P E et λ P R et tout z P E,

Φpa ` λa1qpzq “
@

a ` λa1, z
D

x “ xa, zyx ` λ
@

a1, z
D

x “ Φpaqpzq ` λΦpa1qpzq.

‚ Φ est injective. En effet, si a P KerpΦq, alors pour tout z P E,

xa, zyx “ 0.

En particulier, pour z “ a, puisque x ‰ 0, on obtient xa, ay “ 0, donc, avec les notations introduites plus

haut,
n

ÿ

k“1

a2k “ 0,

ce qui implique que les ak sont tous nuls, donc que a “ 0. Ainsi, KerpΦq “ t0u, puis Φ est injective.

‚ Comme dimpEq “ dimF ă `8, on en déduit que Φ est un isomorphisme .

4. ‚ Puisque Impabxq Ă Vectpxq “ Vectpb1q, pour tout k P v1, nw, rpabxqpbkqsB n’a que sa première coordonnée

éventuellement non nulle.

‚ De plus,

pa b xqpb1q “ xa, xy ¨ x “ xa, xy ¨ b1,

donc

rpa b xqpb1qsB “

¨

˚

˚

˚

˝

xa, xy

0
...

0

˛

‹

‹

‹

‚

.

‚ On en déduit que la matrice de a b x dans la base B a la forme suivante :

MatBpa b xq “

¨

˚

˚

˚

˝

xa, xy ‚ ¨ ¨ ¨ ‚

0 0 0
...

...
...

0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

Ainsi,

trpa b xq “ trMatBpa b xq “ xa, xy .

5. Soit v P LpEq. Pour tout z P E,

v ˝ pa b xqpzq “ vpxa, zy ¨ xq “ xa, zy ¨ vpxq “ pa b vpxqqpzq.

Ainsi, v ˝ pa b xq “ a b vpxq .

On a alors d’après la quesiton précédente : trpv ˝ pa b xqq “ xa, vpxqy .

Partie IV – Deux lemmes sur les sous-espaces nilpotents

L’objectif de cette partie est d’établir les deux lemmes suivants :

‚ Lemme A. Soit u et v dans V . Alors trpukvq “ 0 pour tout entier naturel k.
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‚ Lemme B. Soit x P V‚zt0u. Si KpVq Ă Vectpxq ` Vx, alors vpxq “ 0 pour tout v P V .

1. Un lemme polynomial.

(a) Soit B une base de F . En notant rxsj la coordonnée de x sur le j-ième vecteur de cette base, il vient donc,

pour tout j P v1, dimpF qw, et pour une infinité de valeurs de t :

k
ÿ

i“0

tirxisj “ 0.

Par propriété de rigidité des polynômes il en résulte que pour tout j P v1, dimpF qw et tout i P v0, kw, rxisj “ 0.

Ainsi, pour tout i P v0, kw, xi “ 0 .

(b) Soit S un supplémentaire de F 1 dans F et π la projection sur S parallèlement à F 1. On a alors, pour une

infinité de valeurs de t :

0 “ π

˜

k
ÿ

i“0

tixi

¸

“
k

ÿ

i“0

tiπpxiq.

D’après la question précédente, pour tout i P v0, kw, πpxiq “ 0, donc xi P F 1

Vous verrez l’année prochaine qu’avec une condition supplémentaire (l’égalité valide sur un intervalle d’intérieur

non vide), ces deux propriétés peuvent aussi s’obtenir par dérivation d’une fonction à valeurs dans un espace

vectoriel normé.

2. Soit k P N˚ et u, v P V .

(a) Attention à ne pas utiliser la formule du binôme ici, les endomorphismes ne commutent pas nécessairement !

‚ L’unicité (sous réserve d’existence) provient de la question 1(a). En effet, si pour tout t P R,

k
ÿ

i“0

tif
pkq
i “

k
ÿ

i“0

tig
pkq
i ,

alors en particulier, pour tout z P E,

k
ÿ

i“0

tif
pkq
i pzq “

k
ÿ

i“0

tig
pkq
i pzq,

et la question 1(a) amène :

@z P E, @i P v0, kw , f
pkq
i pzq “ g

pkq
i pzq.

‚ On montre l’existence par récurrence sur k P N˚.

˚ Pour k “ 1, il suffit de poser f
p1q
0

“ u et f
p1q
1

“ v.

˚ Supposons la propriété satisfaite à un rang k P N˚ donné. Soit pf
pkq
0

, . . . , f
pkq
k fournis par hypothèse

de récurrence, vérifiant :

pu ` tvqk “
k

ÿ

i“0

tif
pkq
i .

Alors

pu ` tvqk “ pu ` tvq ˝
k

ÿ

i“0

tif
pkq
i

“
k

ÿ

i“0

tiu ˝ f
pkq
i `

k
ÿ

i“0

ti`1v ˝ f
pkq
i

“ u ˝ f
pkq
0

`
k

ÿ

i“1

tipu ˝ f
pkq
i ` v ˝ f

pkq
i´1

q ` tk`1v ˝ f
pkq
k .

Il suffit donc de poser

f
pk`1q
0

“ u ˝ f
pkq
0

, f
pk`1q
k`1

“ v ˝ f
pkq
k , @i P v1, kw , f

pk`1q
i “ u ˝ f

pkq
i ` v ˝ f

pkq
i´1

,

qui sont bien des endomorphismes de E.

˚ Le principe de récurrence permet de conclure à l’existence d’une telle famille.
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(b) ‚ La question précédente montre que pour tout k P v1, nw, f
pk`1q
0

“ u ˝ f
pkq
0

, et f
p1q
0

“ u. Ainsi, par

récurrence triviale, pour tout k P N˚, f
pkq
0

“ uk .

‚ On montre par récurrence sur k P N˚ que

f
pkq
1

“
k´1
ÿ

i“0

uivuk´1´i.

˚ L’initialisation provient du fait, observé dans la question précédente, que f
p1q
1

“ v.

˚ Soit k tel que la relation soit vérifiée pour f
pkq
1

. Alors, d’après la relation trouvée dans la question

précédente,

f
pk`1q
1

“ u ˝ f
pkq
1

` v ˝ f
pkq
0

“
k´1
ÿ

i“0

ui`1vuk´1´i ` vuk

“
k

ÿ

i“1

uivuk´i ` vuk

“
k

ÿ

i“0

uivuk´i

˚ D’après le principe de récurrence, on en déduit que pour tout k P N˚,

f
pkq
1

“
k´1
ÿ

i“0

uivuk´1´i

3. Soit k P N

‚ Puisque V est un espace vectoriel, pour tout t P R, u`tv P V . Ainsi, d’après la question I-4, trppu`tvqk`1q “

0.

‚ Ainsi, par linéarité de la trace pour tout t P R,

0 “
k`1
ÿ

i“0

ti trpf
pk`1q
i q “ 0.

Par rigidité polynomiale, on en déduit que pour tout i P v0, k ` 1w, trpf
pk`1q
i q “ 0.

‚ En particulier,

0 “ trpf
pk`1q
1

q “
k

ÿ

i“0

trpuivuk´iq.

par propriété de commutation interne de la trace, on en déduit que

0 “
k

ÿ

i“0

trpukvq “ pk ` 1q trpukvq.

Ainsi, trpukvq “ 0 .

4. ‚ Pour tout t P R, pu ` tvqp´1pyq P KpVq, par définition de cet espace (puisque u ` tv P V). Ainsi, d’après la

question 1(b), f
pp´1q
1

pyq P KpVq

‚ De plus, V étant de nilindice générique p, pu ` tvqp “ 0 et donc f
ppq
1

“ 0.

Ainsi, d’après la relation obtenue dans la question 2(a),

0 “ u ˝ f
pp´1q
1

` v ˝ f
pp´1q
0

.

On en déduit que

upf
pp´1q
1

pyqq ` vpup´1pyqq “ 0.

Soit alors x P Impup´1q et y tel que x “ up´1pyq. Alors

vpxq “ vpup´1pyqq “ ´upf
pp´1q
1

pyqq.

D’après le premier point, il vient donc vpxq P upKpVqq .

9



5. Soit x P V‚zt0u tel que KpVq Ă Vectpxq ` Vx. On choisit u P V tel que x P Impup´1q.

(a) Soit y P KpVq. On montre par récurrence sur k P N qu’il existe λk P R et yk P KpVq tels que y “ λkx`ukpykq.

‚ Pour k “ 0, il suffit de prendre λk “ 0 et yk “ y.

‚ Soit k P N. On suppose qu’on dispose de λk P R et de yk P KpVq tels que

y “ λkx ` ukpykq.

Par hypothèse, on a donc yk P Vectpxq ` Vx. Il existe donc v P V et λ P R tels que

y “ λkx ` ukpλx ` vpxqq.

Or, puisque x P Impup´1q, upxq “ 0, donc ukpxq “ δk,0x. Par conséquent,

y “ pλk ` δk,0λqx ` ukpvpxqq.

D’après la question 4, vpxq P upKpVqq, et on en déduit que ukpvpxqq P uk`1pKpVqq. On dispose donc de

yk`1 P KpVq tel que ukpvpxqq “ uk`1pyk`1q. En posant λk`1 “ λk ` δk,0λ, il vient donc :

y “ λk`1x ` uk`1pyk`1q , yk`1 P KpVq.

‚ D’après le principe de récurrence, on en déduit le résultat voulu.

En particulier, pour k ě p, on obtient y “ λkx, et donc y P Vectpxq.

Puisque y a été choisi arbitrairement dans KpVq on en déduit que KpVq Ă Vectpxq .

(b) Soit v P V tel que vp´1 ‰ 0. Ainsi, il existe z tel que vp´1pzq ‰ 0. D’après la question précédente,

vp´1pzq P Vectpxqzt0u. Soit donc λ ‰ 0 tel que

vp´1pzq “ λx.

Comme vp “ 0, il en résulte que λvpxq “ 0, et puisque λ ‰ 0, vpxq “ 0 .

(c) Soit y P E tel que up´1pyq “ x. Alors, avec les notations de 2(a), f
pp´1q
0

pzq ‰ 0, donc d’après 1(a), l’égalité

k
ÿ

i“0

tif
pkq
i pzq “ 0

ne peut être vérifiée que pour un nombre fini de valeurs de t. Il en résulte qu’il existe t P Rzt0u tel que

pu ` tvqp´1pzq ‰ 0. Soit un tel réel t. L’application u ` tv est donc dans V et est de nilindice p .

D’après la question 5(b), on en déduit que upxq`tvpxq “ 0, donc que tvpxq “ 0, et puisque t ‰ 0, vpxq “ 0 .

C’est bien ce qu’il fallait montrer pour obtenir le lemme B.

Partie V – Démonstration du théorème de Gerstenhaber

1. On introduit deux applications :

‚ Φ : V Ñ E, définie par Φpvq “ vpxq ;

‚ Ψ : W Ñ LpHq, définie par Ψpuq “ π ˝ u.

La linéarité de Φ est évidente, et W “ KerpΦq, et Vx “ ImpΦq. Ce sont donc des sous-espaces vectoriels

respectifs de V et de E

En particulier, W étant un espace vectoriel, cela permet de justifier que Ψ est une application linéaire (linéarité

évidente). De plus, Z “ KerpΨq et V “ ImpΨq. Ce sont donc des sous-espaces vectoriels respectifs de W et de

LpHq.

Par ailleurs, en appliquant le théorème du rang à Φ et à Ψ, il vient alors :

dimV “ dimpVxq ` dimpWq “ dimpVxq ` dimZ ` dimV

2. ‚ Pour tout u P Z, π ˝ u “ 0, donc Impuq Ă Vectpxq. On en déduit que Z Ă F , où F est l’espace introduit

dans la partie III.

Or, ϕx : a ÞÑ a b x est un isomorphisme de E sur F d’après III-3. Soit L “ ϕ´1

x pZq. On a donc

Z “ ta b x | a P Lu et dimL “ dimZ ,

puisque ϕx est un isomophisme.
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‚ Puisque pa ˆ xq P W , en particulier, c’est un élément nilpotent. On déduit de III-5 et I-4 que

xa, xy “ trpa ˆ xq “ 0.

Ceci étant vrai pour tout a P L, x P LK .

3. Soit u P V et a P L.

‚ Puisque pa b xq P V , il découle du lemme A que

trpupa b xqq “ 0.

La question III-5 permet alors d’affirmer que xa, upxqy “ 0. Ainsi, upxq P LK. Ceci étant vrai pour tout

u P V , Vx Ă LK .

‚ Plus généralement, pour k ě 1, trpukpa b xqq “ 0 d’après le lemme B, donc on obtient de même avec III-5

que ukpxq P LK . Cela reste vrai pour k “ 0 d’après la question 2.

4. ‚ L’application ϕℓ : x ÞÑ xx, ℓy est une application linéaire. Ainsi, son noyau est un sous-espace vectoriel de

E. Or, on peut décrire LK par :

LK “
č

ℓPL

Kerpϕℓq.

Par conséquent, LK est un sous-espace vectoriel de E , en tant qu’intersection de sous-espaces vectoriels.

‚ Soit ℓ P L X LK. On a donc

0 “ xℓ, ℓy

et donc ℓ “ 0. Ainsi, L X LK “ t0u et la somme L ‘ LK est directe .

5. ‚ Soit y P Vectpxq X Vx. Il existe donc v P V tel que vpxq “ y, et λ P R tel que y “ λx. Ainsi,

vpxq “ λx, puis: vppxq “ λpx.

Comme vppxq “ 0 et x ‰ 0, cela impose λp “ 0, puis λ “ 0. Ainsi, y “ 0.

Par conséquent, la somme Vectpxq ‘ Vx est directe .

‚ Puisque LK est un sous-espace vectoriel de E, et puisque Vectpxq et Vx sont inclus dans LK, on a

Vectpxq ‘ Vx Ă LK

‚ On a donc

dimpLKq ě dimpVectpxq ‘ Vxq “ dimpVectpxqq ` dimpVxq “ 1 ` dimVx.

De plus, puisque la somme L ‘ LK est directe et incluse dans E, on a également

dimL ` dimLK ď n

(on a même l’égalité en fait, ce qu’on prouvera dans le cours d’algèbre bilinéaire). Par conséquent, en

combinant les deux inégalités, dimVx ` dimL ď n ´ 1

6. V est un sous-espace vectoriel de LpHq et d’après I-2(b), ses éléments sont nilpotents.

C’est donc un sous-espace nilpotent de LpHq .

7. Par hypothèse de récurrence, dimpVq ď
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
. Ainsi d’après les questions V-1, V-2 et V-5 :

dimpVq ď
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
` n ´ 1 “

npn ´ 1q

2
.

Dans toute la suite du problème, on suppose que dimV “
npn ´ 1q

2
.

8. Les inégalités de la question précédente doivent donc être des égalités, ainsi :

dimV “
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
, et dimpVxq ` dimZ “ n ´ 1.

Cette dernière égalité implique

dimpVectpxq ‘ Vxq ` dimL “ n

Comme de plus, Vectpxq ‘ Vx Ă LK et dimLK ď n ´ dimL “ dimpVectpxq ‘ Vxq, on déduit que

Vectpxq ‘ Vx “ LK
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9. ‚ Par hypothèse de récurrence, V est isomorphe à un espace de matrices triangulaires supérieures strictes

d’ordre n ´ 1, contenant notamment la matrice de Jordan de nilindice n ´ 1. Ainsi, le nilindice générique

de V est égal à n´ 1 et minore le nilindice générique de V . On en déduit que le nilindice générique de V est

supérieur ou égal à n ´ 1 .

‚ Supposons que Vx “ t0u. Soit B1 “ pb2, . . . , bnq une base de H dans laquelle les éléments de V sont

représentés par une matrice triangulaire stricte (possible par HR). On pose b1 “ x et B “ pb1, . . . , bnq.

Puisque vpb1q “ 0 pour tout v P V (du fait de notre supposition sur Vx), la construction faite en I-2 et I-3

est valide, et la représentation de tout v P V dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Compte tenu du résultat de la question précédente, il ne nous reste plus qu’à établir que l’on peut choisir le vecteur x

tel que Vx “ t0u.

On choisit x dans V‚zt0u. On note p le nilindice générique de V, et on fixe u P V tel que x P Impup´1q. On rappelle

que p ě n ´ 1 d’après la question 9.

10. ‚ Puisque vpxq ‰ 0, νpvq ě 2, donc p ě 2.

‚ Si Impvp´1q “ t0u le résultat est trivial.

‚ On peut donc supposer que Impvp´1q ‰ t0u. Ainsi, v est de nilindice égal à p ě maxp2, n ´ 1q. D’après

la question II-5, rgpvp´1q “ 1. Puisque v est de nilindice p ´ 1, il existe y P E tel que vp´1pyq ‰ 0, et

y R Vectpxq. Soit aussi q tel que vq´1pxq ‰ 0 et vqpxq “ 0. Par hypothèse, q ě 2. Si pvp´1pyq, vq´1pxqq est

libre, la question II-4 donne une famille libre de cardinal strictement plus grand que n. Ainsi, la famille est

liée, donc, les vecteurs étant par définition non nuls,

Vectpvq´1pxqq “ Vectpvp´1pyqq “ Impvp´1q,

la dernière égalité venant du fait que cette image est de dimension 1.

‚ Or, d’après V-3, vq´1pxq P LK et donc, d’après V-8 :

Impvp´1q Ă LK “ Vectpxq ` Vx.

11. Supposons qu’il existe v0 P V tel que v0pxq ‰ 0. Soit v P V . Alors vpxq` tv0pxq ne peut être nul que pour au plus

une valeur de t. Or v ` tv0 P V . Ainsi, pour toutes les valeurs réelles de t sauf au plus une, Imppv ` tv0qp´1q Ă

Vectpxq`Vx. D’après IV-1(b) (en évaluant en chaque z P E) et en regardant le coefficient de t0 du développement

(correspondant à f
pkq
0

de IV-2(a), après avoir renommé les fonctions), on en déduit que

@v P V , Impvp´1q Ă Vectpxq ‘ Vx

12. Le lemme B de la partie IV nous permet alors de conclure que vpxq “ 0 pour tout v P V , donc Vx “ 0. La

question V-9 permet de conclure à la validité de la récurrence, prouvant ainsi le théorème de Gerstenhaber.
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