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MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 25 : Fonctions dérivables sur un intervalle

Corrigé du probléme 1 - Exposant de Holder ponctuel (adapté de Polytechnique MP 2013)

Partie I — Reésultats préliminaires

1. La fonction |f| est continue sur le compact [0,1], donc est bornée et atteint ses bornes. D’ou existence de

SUPgefo,1] |/ ()] dans R | (et c’est méme un maximum).

2. Soit f et g deux éléments de Cy, et \ et u. La fonction A\f + pug est alors continue en tant que combinaison
linéaire de fonctions continues, et s’annule en 0 et en 1. Par conséquent, .
Comme Cy est non vide, cela signifie, dans un langage que vous verrez bientot, que Cy est un sous-espace vectoriel
de CO.

3. Posons xg = a et x,+1 = b. D’apreés U'inégalité des accroissements finis sur chaque intervalle |a;, z;+1[, f étant
continue sur [x;, x;+1], dérivable sur |z;, z;41[ et |f/| < M, on a

|f(zig1) = f(z)| < Mzipr — 2i| = M (2301 — 74),

et d’aprés I'ingalité triangulaire,

|f(0) — fla)] < Z |f(@ip1) — flza)| < M Z (Tit1 — i),

et par télescopage

[17(b) = f(a)] < M(b—a)].

4. C’est une inégalité de convexité : la fonction x — x° est concave, donc par comparaison avec la corde :
a+b\® _ e+

2 -2

On peut aussi le faire par étude de fonction, si on ne voit pas 'argument de convexité, en transformant au

o2) -+ )

Il suffit alors d’étudier la fonction z +— (1 + 2)° — 2175(1 + 2%).

Cela fournit bien I'inégalité voulue.

préalable I'inégalité sous la forme :

Partie IT — Définition de ’exposant de Ho6lder ponctuel
5. Soit f € C°. La fonction f est dans I'°(zg) si et seulement si |f(x) — f(x0)| est bornée. Comme

|f(@)] = [f(@o)| < [f (@) = f(wo)| < [f(@)] + [ f(zo)l,
c’est le cas si et seulement si f est bornée. Comme f est continue sur le compact [0, 1], cette hypothése est
toujorus satisfaite. Ainsi, |IT%(xq) = C|.
6. (a) Soit 0 < 81 < s2 <1, et fel®(xp). On a alors

[f(x) = flo)| _ [f(x) = f(wo)]

|z — @ol* |z — @o|*2

| — 2o]®27 L.

Cette quantité reste bornée sur [0, 1], comme produit de fonctions bornées (puisque s2 — s; = 0). On en
déduit que f € T'*1(xg), d’ou l'inclusion ‘ I's2(zg) < 51 (z9). ‘




(b) Soit f dérivable en z. La fonction z —

f(x) = fxo)
Tr — X
donc est bornée (prolongeable par continuité en une fonction continue sur un compact). Par le méme

argument que dans la question précédente, | f € I'*(xzg) |, pour tout s € [0, 1].

admet une limite en xq et est continue sur [0, 1]\{zo},

(c) Soit xg €]0,1[, et f:x — (r — x0)In(|z — z¢|), prolongé par continuité par 0 en zo. Pour tout s € [0, 1],

e ETCRT L)

admet une limite en z( et est continue ailleurs, donc est bornée. Ainsi, pour tout s € [0, 1[, | f € I'*(zq) |.

Par ailleurs, ‘ f n’est pas dérivable en xg ‘ ce qu’on montre facilement en formant le taux d’accroissement.

7. On a, pour tout z € [0, 1], =+/]1 —422| = /(1 — 22)(1 + 2x). Soit s € [0, 1[. Pour z € [0, 1],

Cette expression admet une limite finie en % sis <

— (L
Ip@ ~pp)| _ f( s 11— 22]2 5|1 + 2z3.
[z =3l

2, et une limite infinie sinon. Comme elle est continue

sur le reste de lintervalle compact [0,1] on en déduit qu’elle est bornée si et seulement si s € [0, 2] Ainsi,

ap(3) = 3.

8. (a) Soit hy < hg dans [0, 1]. On a clairement 'inclusion :

{f) = f@) | zyel01] et [z —yl<hi} < {[fly) = f@)] | z,ye[0,1] et [z —y| <ha},

d’ou I'inégalité sur les sup :
sup{|f(y) = f(2)| | 2,y e[0,1] et [z —y[ < hi} < sup{[f(y) — f(2)| | z,ye[0,1]et [x—y| < ha},

c’est-a-dire wy(h1) < wy(he). Ainsi, ‘wf est croissante. ‘

Remarquons dans un premier temps que wy(0) = 0. Soit ¢ > 0. La fonction f est uniformément continue
sur [0, 1] d’aprés le théoréme de Heine, donc il existe 7 tel que pour tout (z,y) € [0,1]?, si |x —y| < n, alors
|f(z) = fy)l <e.

Soit alors 0 < h < n. L’ensemble sup{|f(y) — f(x)| | «,y € [0,1] et |z — y| < h} est donc majoré par e,
donc wy(h) <e.

Cela prouve bien la ‘ continuité de wy en 0 ‘

Par ailleurs, étant donné h < b/, pour tout (z,y) tels que |z — y| < ', on peut sans perte de généralité
supposer x < y. Les deux boules B(x, h) et B(y, h’ — h) ne sont pas d1SJ01ntes, et leur intersecgion intersecte
Iintervalle ]z, y[. On peut donc trouver z dans B(z,h) n B(y,h — h')n]z,y[. On a alors z €]z, y[< [0, 1].
Ainsi, |z — z| < h et |y — z] <A’ — h. On obtient alors :

[f(@) = f()| <wp(h) et [f(z) = f(y)] Sws(h' = h).
Ainsi,
|f(@) = f)| < |f(@) = f()| + |f(2) = f(W)] < wr(h) +wp(h' = h).
Ainsi, cette inégalité étant valide pour tout (z,y) € [0,1]? tels que |z — y| < &/, on en déduit que

|wp(W) <wp(h) +ws (0 —h)|

Sous les hypothéses de la question précédente, du fait de la croissance de wy, on a alors,
0< Wf(h’) — wf(h) < wf(h’ —h)

Or, w(h' — h) — 0 lorsque K’ — h & h fixé (par continuité en 0), donc, par théoréme d’encadrement,
wy(h') — wy(h) lorsque B’ — h. C’est bien dire que wy est continue en h. Ceci étant vrai pour tout
h € [0,1], on en déduit que

wy est continue sur [0, 1] ‘

Soit M un majorant de ‘wf(h)‘ Soit alors zg € [0, 1] et « € [0, 1]. Par définition de wy,

|[f(x) = f(wo)| _ wilz — o)

| — xol® = | — xol®

< M.

Ainsi, par définition, | f € T'*(z) |



(b) La fonction ¢ est dérivable sur ]0,1], donc pour tout zg €]0,1], | aq(zo) = 1|

Pour tout s < 1, 27 %q(z) = x'7% cos (g) —>,00. Ainsi, cette fonction se prolonge par continuité en une
fonction continue sur 'intervalle compact [0, 1], donc bornée. Par conséquent, ¢ € I'*(0), et ceci pour tout

€ [0,1[. On en déduit que m.

Soit z,, = % et y, = ﬁ On a alors

[f(@n) = fyn)l =

1 1 ‘ dn +1

m  mtl| n+l)

Posons hy, = |z, —yn| = m On a alors | f(zn) — f(yn)| S ws(hn), et |f(zn) — f(Un)| ~+o 24/ Py Ainsi,

Vha

On en déduit que

admet un limite lorsque n — 400, cette limite est supérieure & 2.

wy(h)
NG

ne tend pas vers 0 lorsque h tend vers 0O |.

Partie IIT — Le systéme de Schauder

10. (a) On obtient des fonctions tente, respectivement dans l'ordre : 6y, 61,0 et 011 :

1 1 1 1 1 1
(b) Le graphe de 6, sera de la méme fagon plus généralement constitué d’un affine sur l'intervalle
[k27~, (k + 1)277]. Ainsi, plus j est grand, plus ce pic est resserré.
11. (a) L’inclusion
62797, (k 4+ 1)27971] < (K279, (K + 1)277]
est vérifiée si et seulement si

1
<kL<(k:’+1).

K279 <k2777 P <(k+ 12777 < (K +1)2779, soitt K < 5

[NR N

k
On doit doit avoir k¥’ < = < k' + 1, donc, par définition | k' = [%J . d’ou 'unicité. Réciproquement, cette

valeur convient, d’ou ’existence.

(b) Par définition, et conformément & la représentation graphique suggérée, la valeur de 6; 5 sur les points de
la, subdivision réguliére de pas 277~ est toujours nulle, sauf au somment du pic :

0; k(027771 = 60611

(c) o On vérifie aisément la continuité de 6; 5, par recollement aux points k27¢ et (k + 1)27¢ (c’est-a-dire en
considérant les limites & gauche et & droite en ces points, toutes nulles), la fonction étant continue &
lintérieur des intervalles délimités par ces points (par continuité de la racine et de la valeur absolue).

e Par définition, 6, est nulle sur chaque intervalle [¢277=1 (¢ + 1)27771] lorsque £ # 2k et £ # 2k + 1,
donc affine. Elle est aussi affine sur Uintervalle [2k27771 (2k +1)27771], égale & z +— 271z — 2k (portion
ascendante du pic) et sur U'intervalle [(2k + 1)27771 (2k + 2)27771], égale & x — (2k + 2) — 27 1.

e Pour n > j, d’aprés la question 11(a) (itérée), pour tout ¢ € 7, il existe ¢’ € T;41 tel que [€27", (£ +

127" < [¢27971 (¢ +1)27771]. Ainsi, sur cet intervalle aussi.



(d) La fonction 6} est affine par morceaux, avec une pente maximale égale a 2771, en valeurs absolues. Ainsi,
elle est dérivable sauf en un nombre fini de points, de dérivée majorée en valeur absolue par 2/+1. On déduit
de la question 3 que pour tout (z,y) € [0,1]?, on a :

105 (x) — 05 (y)] < 27z —y| |

12. Soit € > 0. La fonction f étant continue sur le compact [0, 1], elle est uniformément continue. Il existe donc
n > 0 tel que pour tous z,y tels que |z —y| <7, |f(z) — f(y)| < e. Soit J tel que 2=+D < n, et 5= .J. On a
alors

f ((k + %) 2—j> _fk27) + f2((k +1)279)

= % <f (<k+ %) 2-J’> - f(k:2‘j)> +% <f <(k+ %) 2—3’) — f((k+ 1)2‘j)> se

Ceci étant vrai pour tout k € 7j,

. <e.
max e, (/)] < ¢

Ayant obtenu cette inégalité pour tout j > J, cela prouve bien que | lim max lej k()] =01
J—+0 keT;

On peut aussi rédiger cette question en se servant de la fonction wy introduite plus haut. En effet, pour tout
jeNetkeT;,

’f ((k i %> 2j> A fz((k S L @) w27 = w20,

[\]

Le majorant étant indépendant de k, on en déduit que

0< Swyp(27971
Igg(lcgk(f)l wi( )
On conclut par le théoréme d’encadrement, du fait que wy est continue en 0 de valeur nulle.
Il s’agit évidemment du méme argument, réexprimé différemment, puisque wy n’est autre quune mesure de
I’uniforme continuité de f.
13. (a) C’est une évidence.
(b) Soit (j,k) € Z, (i,£) € Z.
e Si 0; ¢ est affine sur [k277, (k +1)277], alors ¢; x(0;¢) = 0 (cela revient a dire que la valeur au milieu est
la moyenne des valeurs). C’est le cas dés lors que j > i.
e Si j < i, la fonction 6; ¢ est nulle en tout point k27971, donc ¢; x(6;¢) = 0.
e Sij =i, la fonction 6; 4 est nulle en tout point k’27771 sauf lorsque k' = 2¢ + 1 (sommet du pic). Ainsi,
¢;k(0ie) = 0 sauf lorsque k = ¢.
On en déduit que ¢; x(6;¢) = 0 sauf lorsque (j,k) = (4,¢). Cela peut se réécrire :

‘ijk(oi,é) = 0;,i0k,¢- ‘

(c) Par conséquent, 'aprés les deux questions précécentes

; Z 2 ¢y (F) (05 a) = a

J'=0k'eT;

Cj.k

tous les autres termes de la somme s’annulant d’aprés la question précédente.
14. (a) Les fonctions 6; ;, intervenant dans la définition de S,,(f) sont toutes affines sur [£27"~1, (£+1)27"~1], donc
‘Sn(f) est affine sur [£27"~1 (£ +1)27"71] ‘

(b) Montrons par récurrence que pour tout n € N et tout £ € T, 11, (S, f)(£27""1) = f(£2=7~1).
e Pour n =0,

(1) = can(Noa = (1 (5) = 50 + 7)) b0 = £ (3 ) oo

Comme 6y s’annule en 0 et en 1 et prend la valeur 1 en 5, on a bien :

) et So(f)(A) = (D).



e Soit n € N* et supposons la propriété vérifiée pour S,,_1. On a alors :

Sn(f) = Snfl(f) + Z Cn,k(f)en,k-

keTn

Puisque 6, ; est nulle en tout ¢27", on a, pour tout ¢ pair de Tp41 (¢ = 2/0) :

Su(HE2777h) = Spa ()(277) = f(e27),

par hypothése de récurrence. Si ¢ est impair, £/ = 20+ 1, alors 0, ;(¢/27"~!) est nulle sauf si ¢/ = 2k +1,
donc £ = k. On a alors

S0 = S04 5) 27 + enel)

Comme S,,_; est affine sur I'intervalle [¢27n, (¢ + 1)27"] dont £ + 1 est le milieu, il vient :

Su(E2) =SS () + Sua D+ 1D27) + ene(f)

Par hypothése de récurrence, puis par définition de ¢, ¢, on a alors :

SO = S 4+ 02 + eneth) = £ ( (045 ) 27 ) = e

e Ainsi, d’aprés le principe de récurrence, pour tout n € N, pour tout £ € 7,41, ‘ Sp(f)(e27m) = f(e27m) ‘

(c) Lafonction Sy, (f) est 'unique fonction continue, affine par morceaux associée a la subdivision réguliére de pas
27"~1 et coincidant avec la fonction f aux points de cette subdivision. C’est par exemple ’approximation
utilisée dans la méthode des trapézes a pas réguliers pour le calcul des intégrales (& un décalage pres de 1
sur U'indice n).

15. (a) Il s’agit encore une fois de l'utilisation de la continuité uniforme de f sur [0, 1], puisqu’on contrdle bien f par
rapport & S, (f) sur des points réguliérement répartis. La continuité uniforme va nous permettre d’étendre
ce contrdle entre les points de la subdivision, sachant que S, (f) est aussi bien controlée entre ces points (il
s’agit d’une fonction affine sur chaque intervalle de la subdivision).
On pourrait rédiger avec des €, mais comme plus haut, on va plutét se servir de la fonction wy.
Soit x € [0,1], n € N, et avec les notations de la partie IV, k, () la partie entiére de 2”1z, Autrement
dit, @ € [kng1(2)27"7 L, (kpy1(z) + 1)277 1

On a alors la majoration suivante :

160~ 80 < 00~ ™) s () 501 ()

[t (Fnsa(@27771) = Suf(@)] -

Or:
e par définition et croissance de wy,

‘f(x) -/ (’;”“(50)27"71)‘ S Wit — Fpyp1 ()21 < wp (27770

o f (Fnar@)2771) = Suf (Bnsa (227 70),

e de plus, S, f est affine sur [kpy1(2)27"", (kni1(z) + 1)27"71], donc

Suf (Fur@)2771) = 8] < [S0f (B (@)27°7) = 8uf ((na @) + 127 7))
= ‘f (l;n+1(x)2*"*1) —f ((/%n_,_l(x) + 1)2—7171)‘

Sws(27"7Y).

On en déduit que pour tout x € [0, 1],

|f(z) = Suf(2)] < 20(27"7H).



Cette majoration étant valable pour tout z de [0, 1],

IF = Sufle = sup 1f(z) = $uf(@)] < 205277

On termine par le théoréme d’encadrement, puisque wy admet une limite nulle en 0. Ainsi,

Tim [/ = 5af o =0}

Soit f € Cy, supposée de classe C'. On peut revenir a la définition de f sous forme d’une somme, et majorer
chaque coefficient ¢; ;(f) avec l'inégalité des accroissements finis (IAF) (notant M7 un majorant de |f’|,
on obtient |¢;x(f)] < M;127"71). L’argument complet sera mis en place pour le cas f de classe C? (vous
Padapterez facilement). On peut aussi court-circuiter cet argument et utiliser la majoration obtenue dans
la question précédente, en majorant wy(27""1) a I'aide de I'TAF.

En effet, f' étant continue sur le compact [0, 1], elle est bornée. Soit M; un majorant de |f’|. La fonction f
étant continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1[, 'TAF nous permet d’affirmer que pour tout (z,y) € [0, 1]? tel
que |z —y| < h,

[f(z) = f(y)| < Mi|z — y[ < Mih,

donc wy(h) < Myh. La majoration obtenue dans la question précédente ameéne alors :
If = Snflloo <2wp(27" 1) <2M27" 1 = My27",

Cette fois, on majore les coefficients ¢; x(f) un peu plus finement, a aide de 'inégalité de Taylor-Lagrange
(ITL) a lordre 1, en exploitant la symétrie de lexpression de ce coefficient pour faire partir les termes
d’ordre 1.

Pour tout z €]0,1[, et y tel que = + y et  — y soient dans [0, 1], on a, en notant My un majorant de |f”|
sur [0, 1] (existe par théoréme de compacité, f” étant continue par hypothése) :

£+ 9) — F@) — uf @) < M.

De méme 5

[f(z—y) = flz) +uf (y)| < MQ%.

Ainsi, en sommant ces deux inégalités et en utilisant I’inégalité triangulaire,
[f(@ +y) + flz —y) = 2f(x)] < May®.
On utilise cela pour = = (k+ 1) 277 et y = 27771 11 vient :
lejn(f)] < Maa™7 70

La question 15(a) établit la convergence de la série définissant S, f vers f. Il nous faut un peu plus : la
convergence absolue, nous permettant d’utiliser I'inégalité triangulaire sur la série (ou son reste). Pour cela,
on majore la valeur absolue du terme général : pour tout j € N, et tout = € [0, 1],

D ein(HOk@)| < Y lein(DIOj k() < D) Mad™ 710, ().
keT; keT; keT;

Or, par définition des 6, il existe au plus une valeur de k € 7; pour laquelle 6; ;(z) # 0, et pour cette
valeur de k, 0, ,(x) € [0,1]. On en déduit que

2 Cjﬁk(f)ojyk(l') < M247j71.
keT;

Comme la série de terme générale 47771 est convergente, on déduit du TCSTP que la série dont S, f est la
somme partielle est absolument convergente. On peut donc lui appliquer I'inégalité triangulaire, puis utiliser



la majoration ci-dessus pour chacun des termes. Puisque la somme partielle Sy, (f) converge de f, f — S, (f)

est le reste de cette série. Ainsi :

+0
D0 D Gr(Non(@)

j=n+1keT;41

[f(x) = Snf ()]

pad +0 ‘
< Z Z cik(f)lk(z)] < Z Mod—i—1
J=n+1 |keTji1 j=n+1
1 4 1
== M24in72 1 = _M247n72 — _M24—n
-3 3 12

Cette majoration ne dépendant pas de x, en posant M} % (on peut méme garder M), on a bien

[1£ = Snfl < M4~

Remarquez que cette démonstration est trés proche de celle donnée dans le cours pour la convergence de la
méthode du point milieu. Ce n’est pas trés étonnant, vu les liens étroits entre méthode du point milieu et
méthode des trapézes, et vu l'interprétation géométrique de S, f.
16. Soit s € [0, 1[, f € Fs(.’Eo) N Co.
On peut majorer |c; x| en remplagant 'TAF par U'inégalité fournie par 'appartenance a I'*(x¢), ce qui nécessite

I'introduction du point z.

43 FR29) = fao)| + 5 |F (6 +1)279) = f(ao)

esal < |1 (64 5277) = fGao

[(z) = f(zo)]

Or, en notant M un majorant de
| — xol®

S

(04 3027) = stao)| < 2|+ 20—
<M (k277 — @o| +27771)°
<M (k277 — @] +277)°.

Cette majoration s’adapte bien aux deux autres termes, et fournit finalement :

lej ()] < 2M (|k279 — o] +2779)".

Il suffit de poser ¢; = 2M pour conclure.

lejn (NI < er (277 + k277 = wol)”.

Partie IV — Minoration de I’exposant de Hélder ponctuel

17. La suite (27") étant strictement décroissante de limite nulle, les intervalles |27~ 27"] sont deux & deux

disjoints, et forment une partition de ]0,1] :

+

]07 1] = 00]2_”_17 2—n]

n=0

Comme z et g sont deux éléments distincts de [0, 1], |z — x| €]0, 1], donc d’aprés la description ci-dessus, il ap-

partient & un et un seul des intervalles 27"~1, 27", donc il existe un unique ng € N, tel que‘ 270l < g — g < 2770

De fagon plus élémentaire, on peut considérer ng le plus grand des entiers tels que 27" > |z — xg], qui existe
puisqu’a partir d’'un certain rang, toutes les valeurs de n vérifie 27" < |z — z¢| (convergence vers 0). Par
maximalité, 'entier ng répond & la question, et on montre facilement que c’est le seul, en utilisant la stricte

décroissance de la suite (27).



18. Pour tout k € T;, la fonction 6, est affine par morceaux, de pente maximale égale a 27+, donc
10,0(2) — 0j(w0)| < 27"z — o)

d’aprés la question 3. Mais dans la plupart des cas, on a méme mieux, puisque 6; x(z) n’est non nul que si
z e [k2779, (k +1)27771, donc si k = k;(z). Ainsi, |0, x(2) — 6,k (x0)| est nulle deés lors que k est différent de
k;(x) et de k(o).

Supposons dans un premier temps que l;j (x) neql;j (z9). En supprimant tous les termes nuls de la somme
définissant W;, et en utilisant la majoration ci-dessus pour les deux seuls termes restants, il vient :

Wil < (I, oy (D) + 1055 (o (D) 27 = ]|

Lorsque l::j (z) = l;j (x0), il ne reste qu’'un terme dans la somme, et on obtient une majoration deux fois meilleure
(avec I'un seul des coefficients ¢). Mais qui peut le mieux peut le pire, donc la majoration ci-dessus est aussi
valide dans ce cas-la.

19. (a) L’hypothése (P;1) ameéne alors :
Wj < (Cl(Q_j + |I;’] ($)2_j — .Tol)s + (Cl(Q_j + |I;’j(l'0)2_j - $Q|)s) 2j+1|$ — .T0|.
On utilise la question 4 pour obtenir :

W;

A

12" (277 4 [y (@)277 = ol + 277 + [y (@0)277 = wol) 27 o — o).

612(1_s)j21_j28(j_1) (Q_j + |/;‘j(l')2_j — $Q| + 27 + |I;’j(l'0)2_j — .T0|) 2j+1|l' — Xo
(1 1 . ~ . . ~ .
= 4612(1_5)J (5 + 5 + 2J_1|k/’j(l')2_3 - $Q| + 2J_1|k/’j(l'0)2_J — .T0|> |.T - $Q|

Or, par définition |k;(z0)277 — xo| < 277, et pour tout j < ng, |z — x| < 277, donc

ey (@) — o] < [Ey(2) — 2| + & — wo| <279 +279 = 277+,

Il vient alors :

. 1 1 1 s .
W; < 4¢,2(1—9)J <§ + 3 + 3 + 1> |z — o] donc: W, < 4612(175)j35|$ —zol|
(b) On a alors :
no o
ST S e (D] - 1050(2) = 05 (o)l = S W
j=0keT; o)

no
< Z 40,20079)3 35| — ¢
=0
2(1—5)(n0+1) -1
21-s — 1
92(1=s)(no+1)
Tol-s _ 1

= co(270) o — o).

< 4¢13°% |z — o]

< 4c¢13%|x — o)

Puisque, par définition de ng, 27" > |x — x|, et puisque I'exposant s — 1 est négatif, on obtient finalement
la majoration :

n0
SN ()] - 1050(@) — 05 (20)| < 2|z — 20])* & — o] < cale — wol* |
Jj=0keT;

20. Pour tout j € N,
|cj7];;j(z0)(f)| < 01(2_k + |];3j($0)2_j — SC()|)S



Par conséquent,

+00

Z D lenDN0@o)l = D 16 ko) (D18 ey (0]

Jj= no+1k€7} Jj=no+1

+00
< Z ¢, 2(1—9)s

Jj=no+1
9—(no+1)s

1—-2-s

<[aslr —ol)

< 2861

puisque par définition 27~! < |z — 20|

Dans la suite du probleme, on suppose que | f|o =1 et on rappelle que la fonction wy a été définie a la question 8.

21.

22.

L’hypothése | f|o = 1 améne wy(1) = 1 (car f(0) = 0, et il existe un élément d’image dont la valeur absolue est
supérieure ou égale a 1). De plus, w;(27") est décroissante, de limite nulle. On peut alors raisonner comme plus
haut, en considérant n; minimal est que wy (27m~1) < 27105 (ce qui finit bien par arriver par décroissance),
ou en considérant une partition de ]0,ws(1)] par les intervalles Jws(27"71),ws(27n)]. Comme 2770% €]0,1] =
]0,w¢(1)], cela fournit, comme plus haut, I'existence et 'unicité de n; tel que

wp(27MTh) < 2708 L (27 |,

Pour tout k € 7,41, f et Spf coincident en k27", On contréle ensuite ce qui se passe entre ces points par
convergence unforme, controlée par wy. Pour tout x € [0, 1],

F@) = Suf (@) < 1£(@) = FUrnsa @27 + [ (inss (@ >2-" D) = Sy f (s ()27 )+
1S f (R (@)277Y) = S, f ()]
wf<2*”*1>+o+|snf<1%n+1<z>2*”*1> S f(m( )+ 127" 1),

du fait que S,,(f) est affine sur Vintervalle [k, 41 ()27, (kni1(z) + 1)27"1]. Puisque S, f et f coincident
sur les points de la subdivision réguliére de pas 27771, il vient :

[f(2) = Suf(@)] w7 4 | f(knar (@)27"71) = flRnga(2) + 127" S wp (2771 +wp (27770,

Puisque w est croissante, et par définition de ny, pour tout n = nq, et tout x € [0,1] :
(@) = Suf(x)] < 2wp(27™71) <2270

et enfin, par définition de ng, et en passant a la borne supérieure pour z € [0, 1] :

If = Snflloo < 27F o — wo|*

23. (a) Supposons ng < ni. On a :

ni 1
D D leaD 0@ = X 16k (D101 @ (@)
j=no+1keT; j=no+1
2 ) - ) s
< Z c1 (2_J + |k/’j($)2_] — .Tol)
j=no+1
21 . - . s
< 3 e (27 + k@2 —al + o — o)
Jj=no+1
1
< 2 C1 (27]+2*j+|1'7$0|)5
Jj=no+1
n1
< D a@x277 4 |z —ap))?
Jj=no+1
ni
< > aBlr—ol) =] (= no)erd’le — wol |
Jj=no+1




par définition de ng.
Attention, on ne peut pas utiliser directement ce résultat pour montrer que f € I'*(zg), car ng et ny
dépendent de x. Il faut d’abord controler leur évolution en fonction de x, ce qui fait 'objet de la question

suivante.

(b) L’inégalité n; — ng < ny + 1 est évidente. Par ailleurs,
o i —N _
wr(27™M) < ea(N) (1+ [logo(27™])) 7 = ea(N)(1ng) V.

On en déduit que

On a alors :

>3 leah)l - aato)] < e (L2

j=no+1keT;

Orn par définition de nq, et de ng :

w(27™) = 277 = |z — xo®,

d’oll

S Sl (@) < (Ve — 3ol F o = ol =[5 (Wl = 7ol (4]

j=no+1keT;
24. Pour tout n = nq, et tout = € [0,1] (dans un premier temps différent de xg, mais c’est trivialement vrai pour

x = xo également) :

|f(@) = f(zo)| < |f(x) = Snf(@)| + [Snf(x) = Snf(zo)| + |Snf(x0) — f(x0)]
<2|f = Sufllo + [Snf(x) — Snf(z0)]
< 25+2|$ — .Tols + |Snf($) - Snf($0)|

e Si ng = ny, on peut directement utiliser 'inégalité précédente avec n = ng. L’inégalité triangulaire, et

I'utilisation de la question 19 aménent alors
|f(z) = flzo)] < (2572 + co)lw — mo”.

Ceci est encore donné a z fixé (ng et ny dépendant de x).
e Si ng < my, on considére n = ny, et on combine la majoration précédente avec la question 23. Pour tout

N e N*,

1Sy f(@) = Sy f@o)| < [Sno f (@) = Sno f(@o)| + 2 Z le k(S .k () Z Z lejk(f ik (20)|

j=no+1keT; j=no+1keT;

< ealx — xol® + 2¢5(N) |z — x0|(17%)s.

Puisque [z — zo[ <1, on a de plus |z — zo[* < [z — $o|(17%)5. On obtient donc finalement :
(@) = f(zo)] < (2°%2 + o + 2¢5(N)) | — ao| 1),

Ainsi, quelle que soit la valeur de x € [0,1], on a trouvé une constante cg(N) = max(2°2 + c,252 + ¢5 +

2¢5(N)) = 252 + ¢y telle que pour tout z € [0, 1],

|f(x) = f(z0)| < c6(N)|z — 2ol

17%)5.

Il en résulte que f e TU-~)3(2) et donc que ap () = s(1-%).
Ceci étant vrai pour tout N > 1, en passant a la limite lorsque N — +00, il vient m.

10



