LycEE Louis-LE-GRAND, Paris Pour le 14/11/2023
MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 7 : Complexes

Suggestion de travail supplémentaire (4 ne pas me rendre) : Le probléme 2 du DS 3 de 'année derniére.

Probléme 1 — Calcul de cos 117
Le but de ce probleme est de déterminer cos % a Paide de radicaux carrés.

On note dans tout le probléeme a = 1.

Un conseil : posez soigneusement vos calculs, et n’essayez pas d’aller trop wvite..

1. Soit be R, h e R%, h # 0[27], et n € N*. Montrer que :

sin 2 cos (b+ (n—1)%)

cos(b) + cos(b+h) +--- +cos(b+ (n—1)h) = > -
sin b
2. On définit deux réels x ety par :
T = cos3a + cosda + cos Ta + cos 1la
Yy = cosa + cos9a + cos 13a + cos 15a.
(a) Montrer que z + y = 3.
(b) Montrer que xy = —2(cosa — cos 2a + cos 3a — cos4a + cos 5a — cos 6a + cos 7a — cos 8a).

) En déduire que zy = —1.

(d) En déduire un polynéme du second degré dont z et y sont les racines.
(e) Justifier que z >y
(

3. On définit quatre réels z, t, u et v par :

—
=

En déduire des expressions de = et y.

z = cos 3a + cos dba
t =cosT7a+ coslla
u = cosa + cos 13a
v = cos 9a + cos 15a

Montrer que zt = —i et uv = —i.

(a
(

b) En déduire des polynémes du second degré dont z et ¢ d’une part, et v et v d’autre part sont racines.

)
)
(¢) En déduire les valeurs de z, ¢, u et v.
4. (a) Déterminer cos a cos 13a.

(b)

b) En déduire que :

T 1—=V1T A17—-417 — V17
cos - = —— o+ 5 8\/17+3W+ & — V1T 4+ 4V20/17 + V17,

Il existe trés peu de valeurs n pour lesquelles on peut calculer cos 7 avec des radicaur. Gauss a montré que les seules
valeurs de n pour lesquelles il existe une telle expression avec radicaus sont les nombres premiers de la forme 22" + 1
(appelés nombres de Fermat) et les produits de tels nombres. Autrement dit, les deuz plus petites valeurs premiéres de
n apreés 17 pour lesquelles une telle expression existe sont 257 et 65537. La méthode ci-dessus s’adapte théoriquement
au calcul de cos ===

57 et cos mais je vous laisse imaginer les réjouissances...

T
2 655377



Remarquez que, toujours d’aprés Gauss, l'existence d’une expression avec radicaux carrés de cos = est équivalente a la
constructibilité a la régle et au compas du polygone convexe régulier a n cotés. Par exemple, comme vous l’evez peut-étre
vu au lycée, le pentagone est constructible, mais également les polygones a 17 cotés, a 257 cotés (théoriquement!) et a

65537 cotés... En revanche, I’heptagone ou le polygone & 11 cotés ne sont pas constructibles a la régle et au compas.

Probléme 2 — Résolution des équations de degré 3 et 4
2im

On note j =e™s .

Partie I — Equation de degré 3 (formules de Cardan)
Soit a, b et ¢ des nombres complexes. On cherche & résoudre ’équation 2® + az? + bx + ¢ = 0.

1. Montrer qu’a I'aide d’un changement de variable du type y = z — «a, on peut se ramener & la résolution d’une
équation y3 + py + ¢ = 0. Expliciter «, p et ¢ en fonction de a, b et c.

2. On cherche les solutions de I’équation 4> + py + ¢ = 0 sous la forme y; = u + v, yo = uj +vj? et y3 = uj? + vj.
Montrer que pour que yi, y2 et y3 soient solution de ’équation 32 + py + ¢ = 0, il faut et il suffit que v et v
vérifient :

p = —3uw et q=—(u+%).

3. Posons U = u? et V = v3. Montrer que U et V les sont solutions de I’équation 22 + gz — g—i =0.

Vu la symétrie en U et V, on peut prendre pour U n’importe laquelle des deux racines de ce polynéme. On fixe
donc U et V.
4. Montrer que parmi les (au plus) 9 couples (u,v) obtenus par I’équation précédente, au plus 3 vérifient I’égalité
p = —3uw, et que les (au plus) 3 couples obtenus donnent les mémes racines yi, y2 et y3, & permutation pres.
5. Appliquer la méthode ci-dessus pour résoudre dans C I'équation 2® + 322 + 3(1 — 2j)x + 2(3j2 — 1) = 0. On
exprimera les solutions a ’aide de j.

6. A I'aide du polynéome (X — 1)(X? + X + 2), montrer que

V3 = A/2V7 + 3v3 - {2vT - 313,

7. On suppose maintenant que p et ¢ sont des réels. On note A = ¢ + %.

(a) Montrer que si A > 0, 'équation 2> + pr + ¢ = 0 admet une unique solution réelle, et deux solutions

complexes conjuguées, qu’on exprimera a ’aide de j et de vV A.
(b) Montrer que si A < 0, 'équation 23 + px + ¢ = 0 admet 3 racines réelles distinctes.

Remarquez que c’est dans le cas ou le polynéme admet 3 racines distinctes qu’on ne peut pas résoudre ’équation avec
des radicauz réels : la résolution passe par lutilisation d’une racine de A qui est négatif ; méme si les racines sont
réelles, il est nécessaire d’utiliser les nombres complexes pour les exprimer. La théorie de Galois permet de montrer

qu’il est impossible d’exprimer en général les racines a laide de radicaux réels dans cette situation.

Partie IT — Trisection de I’angle

La possibilité de la trisection de langle (couper Uangle en 8) par la régle et le compas a longtemps été une question
ouverte. Le probléeme est li€ a la résolution des équations du troisiéme degré. On dit qu’un réel x est constructible a
la régle et au compas a partir d’une certaine donnée initiale, si on peut construire a la régle et au compas un segment

dont la longueur est égale a x.

1. Montrer que la possibilité de trisecter de 'angle & la régle et au compas équivaut a la constructibilité de cos(%)
a partir de 1 et de cos(6).

2. Soit a = cos(#). Montrer que cos (4) est solution de I'équation u® — 3u —

3 1 =0.

a
1
3. En admettant la remarque de la fin de la partie I, en déduire que cos (g) ne peut pas s’exprimer a 'aide de

radicaux réels.



Ceci implique qu’en général, la trisection de l’angle a la régle et au compas est impossible. En effet, si c’était le cas, on

pourrait construire cos (Q) a la regle et au compas ; les équations de cercle étant de degré 2, cela amerait la possibilité

3
d’exprimer cos (g) a Uaide de radicauz (carrés) réels.

On voit ci-dessous comment on peut se servir des fonctions circulaires et leur réciproque pour résoudre les équations
de degré 3 du type 3 + pxr + q = 0 dans le cas ot p et q sont réels, et A < 0 (ce qu’on suppose désormais)
4. Montrer qu’avec les hypothéses données, on a p < 0.
5. Montrer qu’a 'aide d’un changement de variable y = Az (avec A > 0), on peut se ramener une équation du
type
a
——y—-=0. 1
v =Yg (1)
Expliciter A et a.
6. Justifier que |a| < 1.

7. En déduire les racines de (1) a l’aide de la fonction cos, et de la fonction Arccos, réciproque de la restriction de

cos a [0, ].

Partie IITI — Résolution des équations de degré 4 par la méthode de Ferrari

On voit dans cette partie la méthode employée par Ferrari au XVI¢ siecle pour résoudre les équations du quatriéme
degré

2t a+ B2 +y24+6=0, (2)
pour (a, B,,0) € R

1. Montrer comment, par un changement de variable simple, se ramener & la résolution d’une équation
2t +ax® +bx+c=0.

On exprimera a, b, et ¢ en fonction de «, 3, 7y et §.
2. Que dire du cas ou b = 07 On suppose désormais que b # 0. Soit y € R. Montrer qu’il existe des réels m et n

tels que

1\2
Vr e R, $4+a$2+bx+c=<x2+§y) — (mz +n)?

si et seulement si y est solution réelle supérieure a a de I’équation
v — ay® — dey + dac — b = 0.

Justifier qu'une telle solution existe toujours. Soit yo = a une telle solution.
3. Exprimer m et n en fonction de a, b, ¢ et yg.

4. Exprimer une condition nécessaire et suffisante pour que (2) admette 4 solutions réelles, et donner ces solutions

en fonction de yg, m et n.



