LyciEe Louis-LE-GRAND, Paris Pour le 18/01/2024 et le 23/01/2024
MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 13 : Suites, asymptotique

Suggestion de travail supplémentaire (4 ne pas me rendre) : Encore le DS5 de Pannée derniére.

Consignes de remise des copies :

e Les problémes 1 et 2 sont & me rendre au plus tard le jeudi 18/01, en version numérisée en format pdf, si

possible en un seul fichier. Le nom du fichier doit étre dm13-votre_nom.pdf (par exemple dm13-troesch.pdf
si j’avais une copie a rendre) et doit étre envoyé a 'adresse alain.troesch.pro+dm@gmail.com (ou transmis
par clé usb).

e Le probléme 3 doit étre rendu en format papier mardi 23/01.

Probléme 1 - Formule de Stirling

Partie I — Intégrales de Wallis.

2
Soit, pour n €N, I,, = J. sin” x dzx.

1.
2.

0
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En déduire une expression explicite de I, et de Ip,11 & I'aide de factorielles.

Montrer que pour tout n > 1, I,41 = N S

I > n .
I, n+1

Montrer que pour tout n e N, 1 >

En déduire la formule de Wallis : (2p)! )
. p):
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e VP 22r(ph)2

Partie IT — Formule de Stirling.

Soit, pour n € N*, S, =In
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n\/n

. On admettra que pour toute suite (u,) de limite nulle,
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% + O(ul).

In(1+ up) = up — — + n

(67

. Montrer qu’il existe un réel a non nul qu’on déterminera tel que S,, — Sp,_1 ~ —

+o0 n2
+00
A Paide d’une comparaison avec une intégrale, montrer que Z = est convergente.
k=1
En déduire que (S,,) admet une limite finie S dans R.
nle” o2
. En considérant — | déterminer la valeur de S.

n"\/n Oon
En déduire la formule de Stirling : n! = n"e™"v27wn(1 + o(1)).

Soit, pour n € N* o, =

Probléme 2 —

PARTIE I — Etude d’une suite définie par une récurrence linéaire.

1.

On considére Péquation P(z) = 22 — 22 — 22 + 1 = 0. Montrer qu’elle admet trois racines réelles distinctes
T1 < X9 < x3 vérifiant -2 <1 < —-1<0<ay <1 <3 <2.

. En écrivant P sous forme factorisée a I'aide de ses racines, et en développant, montrer que x1 + 2 + 3 = 1 et

en déduire que |z2| < |x1| < |z3].



3. Soit (an)nen la suite définie par les conditions initiales ag = 0, a1 = 0 et as = 1 et la relation a,+3 =
Gpt2 + 2ap+1 — an. Montrer que la suite (a,)nen est croissante, et que pour tout n = 2, a,, > 0.

4. Montrer qu’il existe un unique triplet (A1, A2, A3) € R tel que
VneN, a,= Azl + Aazhy + Azx3.
On exprimera A1, Ay et A3 en fonction de x1, x2 et x3.

1l est demandé de ne pas utiliser ces expressions dans le reste du probléme.

5. Montrer que si |r] < |s|, alors 7™ = o(s™).
En déduire que (a,)nen est équivalente & une suite géométrique qu’on précisera en fonction des z; et des ;.
An+1

6. Justifier que la suite (b, )nen définie pour tout n € N par b,, = converge vers rs.
Gp

(On pourra utiliser la question 5.)

PARTIE II — Etude et amélioration de la vitesse de convergence de (bn)nen-

On rappelle que si (uy,) et (vy,) sont deux suites telles que (v,,) ne s’annule pas (au moins & partir d’un certain rang),

on dit que (u,) est dominée par (v,,) et on écrit u,, = O(v,), si et seulement si la suite (
Un

) est majorée.

1. Montrer que si u,, = o(v,), et si v, ne s’annule pas, alors u,, = O(v,).
) b

Az \"
2. Soit pour tout n € N, e, = b,, — x3. Montrer que ¢, - (x1 — 1'3)—1 <—1> .
ee]

)\3 I3
n
I3 > ’

4. Soit 8 > 0, et soit E(8) I'ensemble des suites (uy,)nen telles que u,, = O(5™).

(a) Montrer que si 8 < 1, tous les éléments de E(() convergent vers 0.

T

w

. En déduire que |b,, — z3| = O <

(b) Montrer que E () contient toutes les suites géométriques de raison ¢, avec |q| < 8.

(c¢) Montrer que si (un)neny € E(B) et si (vn)nen est une suite convergente de limite non nulle, dont tous les

U
termes sont non nuls, alors [ — et (unvp )nen sont dans E(S).
n / neN
T ToT 1|2 x
5. On pose 3 = max ( =2 , 221 , = ) Veérifier que 8 < ot , et montrer que
I3 €3 I3 I3
)\1 X1 "
bp —x3 — (1 —z3)— | — | =0O(B").
n— o3 — (21 3)A3 <z3> )
b —b T z3\"
6. Pour tout n > 3, on pose ¢, = ot 0 Justifier que ¢, — 2L-0 <<&> > .
bn — bn—l T3 1
b —cpb
7. Pour tout n > 3, on pose d,, = w Montrer que d,, — z3 = O(8"). En quoi peut-on dire qu’'on a
—c,

accéléré la convergence de la suite ?

Probléme 3 - Convergence en un point fixe attractif d’une suite définie par une récurrence

Soit o et B deuz éléments de R tels que oo < B, et soit I =]a, B[ Vintervalle ouvert d’extrémités o et 8. Soit f : I — T
une fonction de classe C' sur I. On note Q = {x e I | f(x) = x} l'ensemble des points fives de f.

On suppose dans tout le probléme que ) est non vide.

On appellera suite récurrente, ou, s’il faut éviter une ambiguité, suite récurrente associée a f, une suite (xp)nen de
points de I vérifiant la relation de récurrence :

VneN, xn,i1 = f(xn)

Partie I — Convergence vers un point fixe attractif

Soit r € Q. On suppose que r est un point fixe attractif, c’est-a-dire tel que |f'(r)| < 1. On considere (x,) une suite
récurrente associée a f.



1. Montrer qu’il existe un réel § > 0 et un réel k € [0, 1] tel que pour tout x €]r — 4,7 + d[, x € I et |f'(z)| < k.

2. En déduire que s’ existe N tel que |z — r| < §, alors pour tout n = N,
|z, — 7] <|zn — k"N,

3. En déduire qu’une suite récurrente (x,)nen converge vers r si et seulement s'’il existe un indice N € N tel que
xn € B(r,9).

Partie II — Estimation de la vitesse de convergence

On se propose dans cette partie d’étudier la vitesse de convergence d’une suite récurrente (xy)nen non stationnaire,
convergeant vers un point fire attractif . On suppose dans la suite de cette partie que f est de classe C? sur I et que
la suite récurrence (x,,) définie par f converge vers r sans étre stationnaire.

1. Montrer que pour tout k > |f'(r)|, |xn — r| = o(k™).

2. Montrer que pour tout suite (uy,)nen de limite 7,

Flun) = ) + (= 1) (1) + 5 = 2 () + ol = 1)?).

3. On suppose dans cette question que f'(r) # 0.
(a) Soit k > |f'(r)|.- Montrer qu'on a :

VjeN, zj1—r=f(r)(z; — 7)1+ R)), oit R; = O(k7).

(b) En déduire que : Yn > 1, x, —r = (f'(r)) 0_7«1—[1+R
7=0

(c) Montrer que pour tout j € N, In(|1 + R;|) est défini, et qu’il existe M tel que
|In(|1 + R;|)| < MK.
(d) En déduire l'existence d'un réel A # 0 tel que =, — Ios A ()"
o8]

4. On suppose dans cette question que f/(r) = 0 et que f”(r) # 0.

(a) Montrer qu'il existe une suite (S;);jen de limite nulle telle que :

fr)

VjEN, Tj41 — T = 5

(zj —7)*(1 + 5;).

(b) En déduire que pour tout n = 2,

" r n—2 -1 2"
Ty — 7T = f”2(r) <f2( )(zo—r)n|1+5j|2 ) (14 Sp-1).
j=0

n—2 o
(c) Montrer que la suite ( IT11+8;% 1) converge et que sa limite est non nulle.
§=0

n=2
m j—1
. —J=
*(d) On note, pour tout n > 2, 7, = mligklao H 1 |1+ S;]°
j=n—

Montrer que la suite (2™ Ilnm,),>2 converge vers 0.
222"
+oo f7(r)

(e) Montrer qu’il existe une constante A €]0, 1], telle que z,, —

Partie IIT — Un exemple : les suites de Héron

Soit a > 0. Pour tout entier p = 2, on définit une fonction f, sur I =]0,+o[ par f,(z) =

1 a
p <(p_ Do+ pfl)'
1. (a) Montrer que quelle que soit la valeur initiale g > 0, la su1te récurrente associée & f, existe, qu’elle vérifie

Ty = av pour tout n = 1, et qu’elle converge vers r = av



(b) Montrer que f, vérifie pour le point fixe r les hypothéses de la question II-4.

Etant donné une suite récurrente (x,)nen non stationnaire associée a f,, on note \y(wo) la constante donnée par
g
II-4(e) telle que x,, — T f”—(r)(/\p(xo)) .
2. Dans cette question, on suppose que p = 2.

. u N " .
(a) Montrer que pour tout n € N, on peut écrire z,, sous la forme —, ol (un,)nen €t (Vn)nen sont définies par
Un
ug = xg, Vg = 1 et les relations :

VneN, upy = ufl + avfl et Unt1 = 2UnUn.

(b) Exprimer pour tout n € N, w,41 + 4/a - v,41 en fonction de u, + v/a - v,.
(c) Exprimer u, + +/a - vy, 4, —+/a - v, puis z, en fonction de xg, \/a et n.

A1 |20 — v/
d) En déd A =
(d) En déduire que Aa(x0) P

3. On ne suppose plus que p = 2. Un nombre réel r > 0 étant donné, on associe, & tout entier naturel ¢ > 1, la
1 r24 a
fonction gq définie sur |0, 40| par gq(x) = <§ (:L'q + F)) .
(a) Montrer que, quelle que soit la valeur yo > 0, la suite récurrente (y,)nen associée & g, existe.
(b) Reconnaitre la relation de récurrence satisfaite par (y2) , et en déduire 'expression de y,, en fonction de yo,
r, q et n.
(c) En déduire que si (yn)neny L'est pas stationnaire, il existe deux constantes non nulles p, et C, que l'on
explicitera en fonction de r, q et yo, telles que y, — 7 Ios C(uq)2 .
[e¢]
p—1 o Up+1
(d) Soit (up)p=2 la suite définie par u, = <—) , et soit, pour tout p > 2, v, = prl
p Up
Montrer, & I'aide d’une étude de fonction, que (vp)p>2 est croissante de limite 1.

(e) En déduire que pour tout p > 2, u, < %

*(f) On pose r = a¥. On note tq(yo) la constante obtenue dans la question 3(c) pour la suite (y,,) initialisée par
Yo-
1
Montrer que pour tout = > a?, fp(z) < gp—1(x).

Indication : on pourra montrer que t — (p -1+ tﬂppfl)) est concave sur [0, 1].
(g) On suppose que zy > a¥ . Soit (Zn)nen €t (Yn)nen les suites récurrentes de méme valeur initiale z, associées

respectivement a f, et g,—1.
Montrer que Ap(zo) < pp—1.



