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Problème 1 – Complexifié d’un espace vectoriel sur R

On rappelle que tout espace vectoriel sur C peut être considéré comme un espace vectoriel sur R. On distinguera

soigneusement, pour un C-espace vectoriel E, les notions de :

‚ sous-espace (pour la structure complexe)

‚ sous-espace sur R (pour la structure réelle)

‚ sous-espace réel (défini en 2)

Dans tout le problème, E désigne un espace vectoriel sur C.

1. Vérifier que tout sous-espace de E est un sous-espace de E sur R, et que la réciproque est fausse.

2. Soit F un sous-espace de E sur R ; on note iF l’ensemble des vecteurs de la forme ix, pour x décrivant F :

ainsi, iF “ tix | x P F u. On dit que F est un sous-espace réel si F X iF “ t0u.

(a) Vérifier que iF est un sous-espace vectoriel de E sur R.

(b) Montrer que ipiF q “ F .

(c) Si F est de dimension finie, exprimer une base (sur R) de iF en fonction d’une base (sur R) donnée b1, . . . , bn
de F . Déterminer une relation entre dimpF q et dimpiF q.

(d) Montrer que F X iF est le plus grand sous-espace de E inclus dans F .

(e) Montrer que tout supplémentaire de F X iF dans F est un sous-espace réel de E.

3. Soit F un sous-espace réel de E. Vérifier que :

(a) toute famille libre (sur R) dans F est libre sur C dans E.

(b) si dimC E “ n, on a dimR F ď n, avec égalité si et seulement si E “ F ‘ iF .

4. Soit G un sous-espace de E de dimension finie. Montrer que G contient un sous-espace réel F vérifiant :

F ‘ iF “ G. Un tel sous-espace est-il unique ?

˚5. En utilisant l’axiome du choix, généraliser la question précédente au cas d’un sous-espace de dimension infinie.

6. Soit F un espace vectoriel sur R quelconque.

(a) Vérifier qu’on définit une structure d’espace vectoriel complexe sur F ˆ F par les opérations :

px, yq ` px1, y1q “ px ` x1, y ` y1q et pa ` i bq ¨ px, yq “ pax ´ by, bx ` ayq.

On note FC l’espace vectoriel ainsi obtenu. Cet espace est appelé le complexifié de F . On note encore F le

sous-espace vectoriel sur R de FC consitué des éléments px, 0q, pour x P F .

(b) Montrer que F est un sous-espace réel de FC.

(c) Montrer que FC “ F ‘ iF .

(d) Un sous-espace réel de FC est-il forcément un sous-espace sur R de F ?

7. Soit E un espace vectoriel sur C (de dimension finie). Existe-t-il un espace vectoriel F sur R tel que E soit

isomorphe au complexifié de F ?
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Problème 2 – Polynôme minimal irréductible

On considère un espace vectoriel E sur un corps K. On admettra le théorème de la dimension : si E admet une base

finie, alors toutes les bases de E sont finies et de même cardinal. Ce cardinal commun est par définition la dimension

de E, qui est notée dimpEq.

On admettra également que si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dimpF q ď dimpEq, et que l’égalité est alors

vérifiée si et seulement si F “ E.

On se donne f un endomorphisme non nul de E, et on suppose que f admet un polynôme annulateur P P KrXs

irréductible unitaire, dont on notera le degré d ą 0.

Question préliminaire :

Montrer que Kerpfq “ t0u.

Partie I – Polynôme minimal ponctuel

On appelle polynôme annulateur ponctuel de f en x P E, un polynôme Q “
ř

i“0k

aiX
i tel que

P pfqpxq “
k

ÿ

i“0

aif
ipxiq “ 0,

où f i désigne l’itérée de la composition.

Soit I le sous-ensemble de KrXs formé des polynômes annulateurs de f et, pour x P E, Jx le sous-ensemble de KrXs

formé des polynômes annulateurs ponctuels de f en x.

1. Montrer que I et Jx, pour x P E, sont des idéaux de KrXs.

2. En déduire l’existence de polynômes unitaires de degrés minimaux, Q et Qx, tels que Q soit annulateur de f

et Qx soit annulateur ponctuel de f en x, et que Q (resp. Qx) divise tout autre polynôme annulateur (resp.

polynôme annulateur ponctuel en x) de f .

3. Montrer que Q “ P

4. Montrer que pour tout x P Ezt0u, Qx “ P .

Partie II – Endomorphisme induit

Soit F un sous-espace réduit à t0u de E. On dit que F est stable par f si fpF q Ă F .

1. Montrer que si F est un sous-espace stable par f , alors f définit par restriction/corestriction un endomorphisme

f̃ (appelé endomorphisme induit par f sur F ) et que tout polynôme annulateur de f est aussi polynôme

annulateur de f̃ .

2. Montrer que sous les conditions du problème, le polynôme minimal de f̃ (i.e. polynôme annulateur non nul

unitaire de plus petit degré) est P .

Partie III – Dimension de E

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie.

1. Soit e1 P Ezt0u. Montrer que pe1, fpe1q, . . . , fd´1pe1qq est une famille libre de E, et en déduire que dimpEq ě d.

On note E1 “ Vectpe1, . . . , f
d´1pe1qq.

2. Montrer que E1 est stable par f .

3. On suppose que E1 ‰ E, et on considère e2 P EzE1. On note E2 “ Vectpe2, fpe2q, . . . , fd´1pe2qq.

(a) Montrer que E1 X E2 est stable par f .

(b) En considérant un polynôme annulateur de l’endomorphisme de E1 X E2 induit par f , en déduire que

E2 X E2 “ t0u.

(c) Montrer l’existence de vecteurs e1, . . . , ek de E tels que

E “
k

à

i“1

Ei,

où, pour tout i P v1, kw, Ei “ Vectpei, fpeiq, . . . , f
i´1peiqq.

4. Montrer que dimpEq est divisible par d, et en décrire une base à l’aide des vecteurs ei (on justifiera la réponse).
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