
Lycée Louis-Le-Grand, Paris Sine die

MP2I – Mathématiques

A. Troesch

DM no 27 : Déterminants, probabilités

Ce DM n’est pas destiné à m’être rendu. Je vous le donne pour vous occuper jusqu’à la fin de l’année.

Suggestion de travail supplémentaire (à ne pas me rendre) : Vous pouvez aussi regarder le DS 10 de l’année

dernière, ainsi que les problèmes 21, 22, 23, 24 de la sélection.

Problème 1 – (Résultant de deux polynômes)

Soit P et Q deux polynômes. Le but de ce problème est de trouver une condition sur les coefficients de P et de Q dans

la base canonique de CrXs pour que deux polynômes aient au moins une racine commune. Cette condition s’exprimera

sous forme de la nullité d’un certain déterminant, appelé déterminant de Sylvester, ou résultant des polynômes P et

Q.

Partie I – Définition du résultant et propriété fondamentale

Dans cette partie, P et Q désignent deux polynômes de CrXs, de degrés respectifs m et n, que l’on écrit :

P “
m
ÿ

k“0

akX
m´k et Q “

n
ÿ

k“0

bkX
n´k

(attention à l’indexation inhabituelle des coefficients) On appelle résultant des polynômes P et Q, noté RpP,Qq, le

déterminant de la matrice carrée d’ordre m ` n suivante (matrice de Sylvester) :

SpP,Qq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 b0 0 ¨ ¨ ¨ 0

a1 a0 0
... b1 b0

. . .
...

... a1
. . .

. . .
...

... b1
. . . 0

...
. . . a0 0

...
. . . b0

am a1 a0
... b1

0 am a1 bn
...

...
. . .

. . .
... 0 bn

...
...

. . . am
...

...
. . .

. . .
...

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 am 0 ¨ ¨ ¨ 0 bn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Cette matrice est constituée de n colonnes construites avec les coefficients de P , décalés d’une colonne à l’autre, et de

m colonnes construites avec les coefficients de Q. Ainsi, RpP,Qq “ detpSpP,Qqq. On prendra garde au fait qu’il n’y

a pas de raison pour que le terme am de la première colonne soit sur la même ligne que le terme a0 de la dernière

colonne construite avec les coefficients de P . Ce n’est en général pas le cas.

1. Montrer que RpP,Qq “ p´1qmnRpQ,P q.

2. Soit α une racine commune de P et Q. Montrer que la vecteur Cα “

¨

˚

˚

˚

˝

αm`n´1

αm`n´2

¨ ¨ ¨

α0

˛

‹

‹

‹

‚

est dans le noyau de tSpP,Qq.

Que peut-on dire de RpP,Qq dans ce cas ?

3. Montrer que si P et Q sont premiers entre eux, toute relation UP `V Q “ 0 avec U P Cn´1rXs et V P Cm´1rXs

implique U “ V “ 0.
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4. En déduire que si P et Q n’ont pas de racine commune, alors RpP,Qq ‰ 0

Indication : on pourra étudier la liberté de la famille des colonnes de SpP,Qq, en interprétant ces colonnes

comme les coordonnées de polynômes dans la base pXm`n´1, . . . , X, 1q de Cm`n´1rXs.

Ainsi, P et Q ont une racine commune si et seulement si RpP,Qq “ 0.

5. On appelle discriminant d’un polynôme P le résultant ∆pP q “ RpP, P 1q.

(a) Justifier que P admet au moins une racine multiple si et seulement si son discriminant ∆pP q est nul.

(b) Montrer que le discriminant du polynôme P “ X3 ` pX ` q est 4p3 ` 27q2.

Il n’est pas très surprenant que cette dernière expression intervienne dans les formules de Cardan exprimant les racines

de X3 ` pX ` q...

Partie II – Expression du résultant à l’aide des racines

On note α1, . . . , αm les racines (non nécessairement distinctes) de P et β1, . . . , βn celles de Q. On définit M la matrice

M “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

βm`n´1

1
βm`n´2

1
¨ ¨ ¨ β1

1 β0
1

...
...

βm`n´1

n βm`n´2

n ¨ ¨ ¨ β1

n β0

n

αm`n´1

1
αm`n´2

1
¨ ¨ ¨ α1

1 α0
1

...
...

αm`n´1

m αm`n´2

m ¨ ¨ ¨ α1

m α0

m

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

1. En calculant M ˆ SpP,Qq, montrer que

RpP,Qq “ an
0

m
ź

j“1

Qpαjq “ p´1qmnbm
0

n
ź

i“1

P pβiq

2. Matrices circulantes

(a) Soit P “ Xn ´ 1 et Q “ an´1X
n´1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0. Montrer que

RpP,Qq “ detpCpa0, . . . , an´1qq,

où Cpa0, . . . , an´1q est la matrice circulante :

Cpa0, . . . , an´1q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a0 a1 ¨ ¨ ¨ an´2 an´1

ań 1 a0 a1 ¨ ¨ ¨ an´2

...
. . .

. . .
. . .

...

a2 ¨ ¨ ¨ ań 1 a0 a1

a1 a2 ¨ ¨ ¨ ań 1 a0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(b) En déduire que detpCpa0, . . . , an´1qq “
ź

ζPUn

Qpζq.

Problème 2 – Algorithme de Lewis Carroll pour le calcul d’un déterminant (d’après Mines PSI 2010)

Le but de ce problème est d’établir une formule (appelée formule de condensation), permettant de construire un al-

gorithme pour calculer un déterminant en réduisant sa taille petit à petit, de sorte à se ramener uniquement à des

déterminants 2 ˆ 2, et ceci de façon plus efficace que par un enchaînement de développements suivant des lignes ou

colonnes. On voit ensuite comment les techniques développées permettent de généraliser la définition du déterminant

pour définir des λ-déterminants (qui ne sont pas à proprement parler des déterminants, puisqu’il ne s’agit pas de

formes alternées)

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur ou égal à 1, K un corps et M une matrice de MnpKq.
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‚ On note Mi,j le coefficient de M qui se trouve sur la i-ième ligne et la j-ième colonne.

‚ On note tM la transposée de M , définit par p tMqi,j “ Mj,i, pour tout pi, jq P v1, nw
2.

‚ On note detpMq son déterminant.

‚ Pour n ě 2, et pi, jq P v1, nw2, on note rM sji la matrice de Mn´1pRq obtenue à partir de M en enlevant la

i-ième ligne et la j-ième colonne de M .

‚ Plus généralement, pour des r-uplets pi1, . . . , irq et pj1, . . . , jrq d’éléments 2 à 2 distincts de v1, nw, on note

rM sj1,...,jri1,...,ir
la matrice obtenue à partir de M en supprimant les lignes d’indices i1, . . . , ir et les colonnes d’indices

j1, . . . , jr. C’est donc une matrice de Mn´rpKq. On conviendra que si r “ 0, cette matrice vaut M .

‚ On note CompMq la comatrice de M , définie par

CompMqi,j “ p´1qi`jdetprM sji q.

‚ On désigne par In la matrice identité de MnpKq et par e “ pe1, . . . , enq la base canonique du K-espace vectoriel

Kn.

Partie I – Formule de condensation de Desnanot-Jacobi

Dans cette partie, on montre la formule suivante (formule de Desnanot-Jacobi), pour tout n ě 3, permettant de

ramener le calcul d’un déterminant d’ordre n à des calculs de déterminants d’ordre n ´ 1 et n ´ 2 :

@M P MnpKq, detpMqdetprM s1,n
1,nq “ detprM s1

1
qdetprM snnq ´ detprM s1nqdetprM sn

1
q. (1)

On introduit la matrice de MnpKq suivante :

M˚ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

detprM s1
1
q 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 p´1qn`1detprM s1nq

´detprM s21q 1 0 ¨ ¨ ¨ 0 p´1qn`2detprM s2nq

detprM s3
1
q 0 1

. . .
... p´1qn`3detprM s3nq

...
...

. . .
. . . 0

...

p´1qndetprM sn´1

1
q 0 0

. . . 1 ´detprM sn´1

n q

p´1qn`1detprM sn1 q 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 detprM snnq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Autrement dit M˚ est obtenue de tCompMq en remplaçant, pour tout j P v2, n ´ 1w, la colonne j par la colonne

correspondante de la matrice In.

1. Montrer que detpM˚q “ detprM s11qdetprM snnq ´ detprM s1nqdetprM sn1 q.

2. Écrire le calcul explicite de la matrice produit M ¨ M˚, sous la forme du tableau usuel de taille n ˆ n.

Indication : on pourra utiliser le produit M ¨ tCompMq.

3. En déduire la formule (1) dans le cas où M est inversible.

˚4. Démontrer (1) dans le cas où M n’est pas inversible (ce résultat ne sert pas pour la suite).

Partie II – Algorithme de Dodgson (ou de Lewis Carroll)

Nous présentons et justifions dans cette partie un algorithme mis au point par le Révérend Charles L. Dodgson, plus

connu sous son nom de plume, Lewis Carroll. Et oui ! Le papa d’Alice était aussi mathématicien ! Cet algorithme,

basé sur la formule de condensation démontrée dans la partie précédente, permet de ramener le calcul de certains

déterminants à des calculs de plusieurs déterminants de taille 2.

L’algorithme fonctionne comme suit :

‚ Donnée initiale : une matrice M de taille n ˆ n.

‚ On construit itérativement des couples pApkq, Bpkqq P Mn´kpKq ˆ Mn´k´1pKq, pour k P v0, n ´ 2w, dont on

note les coefficients A
pkq
i,j et Bpkq

i,j :

˚ Ap0q “ M et Bp0q est la matrice de Mn´1pKq dont tous les coefficients sont des 1
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˚ Si pour k ď n ´ 3, Apkq et Bpkq sont construits, on définit, si c’est possible, Apk`1q par :

@pi, jq P v1, n ´ k ´ 1w2 , A
pk`1q
i,j “

1

B
pkq
i,j

ˆ

∣

∣

∣

∣

∣

A
pkq
i,j A

pkq
i,j`1

A
pkq
i`1,j A

pkq
i`1,j`1

∣

∣

∣

∣

∣

et Bpk`1q par :

@pi, jq P v1, n ´ k ´ 2w , B
pk`1q
i,j “ A

pkq
i`1,j`1

, i.e. Bpk`1q “ rApkqs1,n´k
1,n´k

‚ Si pApn´2q, Bpn´2qq P M2pKq ˆ M1pKq a pu être défini, et si B
pn´2q
1,1 est non nul, l’algorithme s’arrête en

retournant la valeur :

A
pn´1q
1,1 “

detpApn´2qq

B
pn´2q
1,1

.

‚ Si au cours de l’algorithme, l’un des coefficients Bpkq
i,j est nul, on décrète l’échec de l’algorithme de Lewis Carroll.

Sinon, l’algorithme peut être mené à son terme, et on dit que M est LC-déterminable.

‚ Remarquez qu’à chaque étape, la matrice Bpkq est un peu plus petite que Apkq.

1. (a) Montrer que la matrice ci-dessous est LC-déterminable, et calculer la valeur retournée par l’algorithme de

Lewis Carroll :

M “

¨

˚

˚

˚

˝

1 ´2 ´1 3

2 1 ´1 2

´1 ´2 1 ´3

0 ´1 ´1 2

˛

‹

‹

‹

‚

(b) Calculer par une autre méthode le déterminant de la matrice M , et comparer avec la valeur obtenue dans

la question précédente.

2. Soit M P MnpKq. On suppose dans cette question que la matrice M est LC-déterminable.

(a) Soit pr, sq P v1, n ´ 2w. Montrer à l’aide de la partie II que A
p2q
r,s est le déterminant d’une matrice 3 ˆ 3

extraite de M que l’on précisera

(b) Généraliser, et en déduire que A
pn´1q
1,1 “ detpMq, ce qui prouve la validité de l’algorithme.

3. Quel est le nombre un de déterminants 2 ˆ 2 calculés lors de l’utilisation de cet algorithme sur une matrice

d’ordre n ?

4. Soit vn le nombre de déterminants 2 ˆ 2 calculés en utilisant l’algorithme consistant à développer suivant

la première colonne pour se ramener à des déterminants pn ´ 1q ˆ pn ´ 1q, puis à recommencer sur chaque

déterminant pn ´ 1q ˆ pn ´ 1q et ainsi de suite jusqu’à se ramener à des déterminants 2 ˆ 2. Déterminer vn et

comparer asymptotiquement un et vn au voisinage de `8.

Partie III – Le λ-déterminant

Soit λ P K. On introduit la notion de λ-déterminant d’une matrice M de MnpKq convenable (dans un sens qu’on

précisera), de la manière suivante :

‚ Soit paq P M1pKq, detλpaq “ a

‚ Soit pa, b, c, dq P K4, detλ

˜

a b

c d

¸

“ ad ` λbc.

‚ On impose de plus pour tout matrice M de MnpKq, la formule suivante, généralisant (1) :

@M P MnpKq, detλpMqdetλprM s1,n
1,nq “ detλprM s11qdetλprM snnq ` λdetλprM s1nqdetλprM sn1 q. (2)

Cette formule permet donc de calculer detλpMq par récurrence sur l’ordre de M , à condition que detλprM s1,n
1,nq soit non

nul, et que les déterminants d’ordre plus petit aient pu être calculés (ce qui donne d’autres conditions de non nullité).

Si le λ-déterminant de M peut être défini de la sorte, on dira que M est λ-déterminable.

1. Montrer qu’en général, on n’a pas detλpABq “ detλpAqdetλpBq.
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2. Soit M une matrice λ-déterminable. Soit t P K˚ et j P v1, nw, et soit M 1 la matrice obtenue à partir de M par

multiplication de la j-ième colonne de M par t. Montrer que M 1 est λ-déterminable, et donner la valeur de

detλpM 1q en fonction de detλpMq et de t.

3. Soit px1, . . . , xnq P pK˚qn, et

W px1, . . . , xnq “ pxi´1

j q1ďi,jďn

la matrice de Vandermonde de taille n ˆ n. On suppose de plus que pour tout pi, jq P v1, nw2 tel que i ă j,

xj ` λxi ‰ 0. Montrer que W px1, . . . , xnq est λ-déterminable, et calculer detλpW px1, . . . , xnqq en fonction des

xj ` λxi (on pourra commencer par le cas n “ 3). On notera

Vλpx1, . . . , xnq “ detλpW px1, . . . , xnqq.

Problème 3 – (d’après ESCP)

Pour toute variable aléatoire réelle Y définie sur un espace probabilisé pΩ,A, P q et possédant une espérance mathéma-

tique, on note EpY q cette espérance pour la probabilité P .

Pour tout événement C de A tel que P pCq ą 0, on note, sous réserve d’existence, EpY | Cq l’espérance de Y pour la

probabilité conditionnelle PC (espérance de Y sachant C).

Partie I –

Cette partie constitue une application particulière des résultats généraux étudiés dans la suite du problème.

On possède n urnes (n ě 3) numérotées de 1 à n, dans lesquelles on répartit au hasard et de façon indépendante, m

boules indiscernables (m ě 4), de sorte que, pour tout i de v1, nw, la probabilité pour chaque boule d’être placée dans

l’urne numéro i soit égale à 1

n
.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé pΩ,A, P q.

À l’issue de cette expérience, on pose, pour tout i de v1, nw :

Xi “

$

&

%

1 si l’urne numéro i est vide

0 sinon.

On pose Wn “
n

ÿ

i“1

Xi.

1. (a) Déterminer, pour tout i de v1, nw, la loi de la variable aléatoire Xi.

(b) Calculer la covariance de Xi et Xj. Les variables aléatoires Xi et Xj sont-elles indépendantes ?

2. (a) Exprimer l’espérance EpWnq de Wn en fonction de n et m.

(b) On note V pWnq la variance de Wn. Calculer V pWnq en fonction de n et m.

(c) Vérifier que EpWnq ´ V pWnq ě 0

3. Dans cette question, l’entier m vérifie m “ tn lnn ` θnu, où θ est une constante réelle positive et txu désigne la

partie entière de x.

(a) Calculer lim
nÑ`8

EpWnq.

(b) Montrer que lim
nÑ`8

pEpWnq ´ V pWnqq “ 0.

(c) Soit Tn une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre µn “ EpWnq.

On admet que pour tout k de N, on a :

|P pWn “ kq ´ P pTn “ kq| ď min

ˆ

1,
1

µn

˙

ˆ pµn ´ V pWnqq.

Montrer que la suite de variable aléatoires pWnqně3 converge en loi vers une variable T suivant une loi de

Poisson de paramètre µ “ lim
nÑ`8

EpWnq, c’est-à-dire :

@k P N, lim
nÑ`8

P pWn “ kq “ P pT “ kq.
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Partie II –

Dans cette partie, λ désigne un réel strictement positif.

Soit M une variable aléatoire définie un un espace probabilisé pΩ,A, P q qui suit une loi de Poisson de paramètre λ.

Soit A une partie quelconque de N, et A son complémentaire dans N. On rappelle que si A est non vide, alors

P prM P Asq “
ÿ

iPA

e´λλ
i

i!
,

et on pose par convention rM P ∅s “ ∅.

On considère la fonction fA définie sur N par fAp0q “ 0, et pour tout k de N :

fApk ` 1q “
k!

λk`1
eλ pP prM P As X rM ď ksq ´ P prM P Asq ˆ P prM ď ksqq .

1. (a) Déterminer la fonction fA dans les cas particuliers A “ ∅ et A “ N.

(b) Donner l’expression de fAp1q en fonction de λ et de P prM P Asq dans les deux cas suivants : 0 P A et 0 P A.

Exprimer fAp2q en fonction de λ et de P prM P Asq dans le cas où 0 et 1 appartiennent à A.

2. Soit A et B deux parties de N disjointes.

(a) Montrer que fAYB “ fA ` fB.

(b) En déduire que fA “ ´fA.

3. (a) Montrer que pour tout k de N, la fonction fA vérifie la relation suivante :

λfApk ` 1q ´ kfApkq “

$

&

%

P prM P Asq si k P A

´P prM P Asq si k P A.

(b) En déduire que si A est non vide et distincte de N, la fonction fA n’est pas identiquement nulle.

4. Dans cette question, j est un entier naturel non nul, et A est le singleton tju. On pose ftju “ fj.

(a) Pour tout k de N
˚, montrer l’égalité suivante :

fjpk ` 1q “

$

’

&

’

%

k!

j!λk´j`1
P prM ě k ` 1sq si k ě j

´
k!

j!λk´j`1
P prM ď ksq si k ă j.

(b) Calculer fjpj ` 1q ´ fjpjq, et déterminer son signe.

(c) Calculer pour tout k P N˚, différent de j, fjpk ` 1q ´ fjpkq en distinguant les deux cas : k ą j et k ă j.

En déduire que la différence fjpk ` 1q ´ fjpkq est positive si et seulement si k “ j.

(d) Établir les inégalités suivantes : fjpj ` 1q ´ fjpjq ď
1 ´ e´λ

λ
ď min

ˆ

1,
1

λ

˙

.

5. On considère le singleton t0u et on pose ft0u “ f0. Montrer, pour tout k de N˚, l’inégalité suivante :

f0pk ` 1q ´ f0pkq ď 0.

6. (a) Établir, pour tout k de N, l’inégalité suivante : fApk ` 1q ´ fApkq ď fkpk ` 1q ´ fkpkq.

(On distinguera les deux cas : k P A et k P A.)

(b) En déduire, pour toute partie A de N, l’inégalité suivante :

sup
kě0

|fApk ` 1q ´ fApkq| ď min

ˆ

1,
1

λ

˙

.

Partie III –

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On considère n variables aléatoires discrètes indépendantes X1, X2, . . . , Xn

définies sur un même espace probabilisé pΩ,A, P q, telles que pour tout i de v1, nw, la variable aléatoire Xi suit une loi

de Bernoulli de paramètre pi, strictement positif.
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On pose λn “
n

ÿ

i“1

pi, Wn “
n

ÿ

i“1

Xi et, pour tout i de v1, nw, Ri “ Wn ´ Xi.

On note Mn une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramètre λn. Soit A une partie quelconque de N,

et fA la fonction définie dans la partie II, dans l’expression de laquelle on remplace M par Mn et λ par λn. On pose

f “ fA.

1. (a) Établir, pour tout i de v1, nw, l’égalité des variables aléatoires XifpWnq et Xifp1 ` Riq.

(b) En déduire pour tout i de v1, nw, l’égalité : EpXifpWnqq “ piEpfp1 ` Riqq.

2. Pour tout i de v1, nw, on pose : Yi “ fp1 ` Wnq ´ fp1 ` Riq.

Établir la relation suivante : Epλnfp1 ` Wnq ´ WnfpWnqq “
n

ÿ

i“1

piEpYiq.

3. (a) Établir pour tout i de v1, nw, la formule suivante :

EpYi | rXi “ 1sq “ Epfp2 ` Riq ´ fp1 ` Riqq.

(b) Calculer pour tout i de v1, nw, EpYi | rXi “ 0sq.

(c) Déduire des questions précédentes l’égalité suivante :

Epλnfp1 ` Wnq ´ WnfpWnqq “
n

ÿ

i“1

p2iEpfp2 ` Riq ´ fp1 ` Riqq.

4. Établir l’inégalité suivante :

|Epλnfp1 ` Wnq ´ WnfpWnqq| ď min

ˆ

1,
1

λn

˙

ˆ
n

ÿ

i“1

p2i .

5. À l’aide de la question II-3(a), montrer, pour toute partie A de N, l’égalité suivante :

Epλnfp1 ` Wnq ´ WnfpWnqq “ P prWn P Asq ´ P prMn P Asq.

En déduire, pour toute partie A de N, la majoration suivante :

|P prWn P Asq ´ P prMn P Asq| ď min

ˆ

1,
1

λn

˙

ˆ
n

ÿ

i“1

p2i .

6. Dans cette question uniquement, on suppose que pour tout i de v1, nw, Xi suit la loi de Bernoulli de paramètre

pi “
1

n ` i
.

(a) Déterminer λ “ lim
nÑ`8

λn. Montrer que lim
nÑ`8

n
ÿ

i“1

p2i “ 0

(b) Quelle est la limite en loi de la variable aléatoire Mn (ie, la suite p lim
nÑ`8

P pMn “ kqqkPN définit-elle une loi,

et si oui, laquelle ?)

(c) Déterminer la limite en loi de la suite pWnqně2.

Partie IV –

Les notations sont identiques à celles de la partie III, mais les variables aléatoires X1, X2, . . . , Xn définies sur pΩ,A, P q

ne sont pas nécessairement indépendantes.

1. (a) Montrer que pour tout i de v1, nw, on a EpXifpWnqq “ piEpfp1 ` Riq | rXi “ 1sq.

(b) En déduire l’égalité suivante :

P prWn P Asq ´ P prMn P Asq “
n

ÿ

i“1

pi

”

Epfp1 ` Wnqq ´ Epfp1 ` Riq | rXi “ 1sq
ı

2. On suppose que pour tout i de v1, nw, il existe une variable aléatoire Zi définie sur pΩ,A, P q, à valeurs dans N,

telle que la loi de Zi soit identique à la loi conditionnelle de Ri sachant rXi “ 1s
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(a) Justifier, pour tout couple pℓ, jq d’entiers naturels, l’inégalité : |fpℓq ´ fpjq| ď |ℓ ´ j| ˆ min

ˆ

1,
1

λn

˙

et en

déduire la majoration suivante :

|P prWn P Asq ´ P prMn P Asq| ď min

ˆ

1,
1

λn

˙

ˆ
n

ÿ

i“1

piEp|Wn ´ Zi|q.

(b) On suppose de plus que pour tout ω de Ω, pour tout i de v1, nw, on a Wnpωq ě Zipωq. Établir l’égalité :

n
ÿ

i“1

piEp|Wn ´ Zi|q “ λn ´ V pWnq,

où V pWnq désigne la variance de Wn.

En déduire, pour toute partie A de N, l’inégalité suivante :

|P prWn P Asq ´ P prMn P Asq| ď min

ˆ

1,
1

λn

˙

ˆ pλn ´ V pWnqq.

Problème 4 – Séries numériques aléatoires

On étudie dans ce problème la convergence de certaines séries aléatoires. Toutes les variables aléatoires évoquées dans le

sujet sont supposées à valeurs réelles et définies sur un même espace probabilisé pΩ,A,Pq. On rappelle qu’une propriété

est presque sûre (ou satisfaite presque sûrement) lorsqu’il existe un événement de probabilité 1 sur lequel la propriété

est vérifiée.

Partie I – Un lemme de finitude

Soit pYnqně1 une suite de variables aléatoires positives possédant une espérance. On suppose que la série
ř

EpYnq

converge et on note E sa somme. On souhaite montrer que la série
ř

Yn converge presque sûrement, c’est-à-dire qu’il

existe un événement A presque certain tel que pour tout ω de A,
ř

Ynpωq converge. Pour N et M dans N˚, on note

AN,M l’événement :

AN,M “
´

N
ÿ

k“1

Yk ě M
¯

.

Soit enfin A l’événement « la série
ř

Yn diverge ».

1. Montrer que : A “
č

Mě1

ď

Ně1

AN,M .

2. Montrer que : @N,M ě 1, PpAN,M q ď
E

M

3. (a) Montrer que la suite d’événements

˜

ď

Ně1

AN,M

¸

MPN˚

est décroissante.

(b) Montrer que PpAq “ 0 et conclure quant à l’objectif annoncé.

Partie II – Loi forte des grands nombres dans le cas L4

Soit pXnqně1 une suite de variables aléatoires. On les suppose mutuellement indépendantes, suivant toutes la même loi,

et possédant un moment d’ordre 4. On souhaite montrer que, presque sûrement, on a, en posant m “ EpX1q :

X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn

n
ÝÑ m quand n Ñ `8.

1. Expliquer comment se ramener au cas où m “ 0 dans l’objectif annoncé de cette partie, ce que l’on suppose

désormais.

2. Soit n P N˚.

(a) Justifier que : E
`

pX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xnq4
˘

“
ÿ

i1`¨¨¨`in“4

4!

i1! ¨ ¨ ¨ in!
EpX i1

1
q ¨ ¨ ¨EpX in

n q.

(b) En déduire que : E
`

pX1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xnq4
˘

“ nEpX4

1
q ` 3npn ´ 1qEpX2

1
q2.

8



3. Pour n ě 1, on pose :

Yn “
X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn

n
.

Montrer que la série
ř

EpY 4

n q converge.

4. Conclure quant à l’objectif annoncé à l’aide du résultat de la première partie.

Partie III – Inégalité de Kolmogorov

Soit n ě 1 et X1, . . . , Xn des variables aléatoires réelles, mutuellement indépendantes, possédant un moment d’ordre 2

et centrées. On pose Sk “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xk pour 1 ď k ď n. On souhaite montrer que pour tout α ą 0, on a :

P
`

max
1ďkďn

|Sk| ě α
˘

ď
VpSnq

α2
.

On fixe α ą 0. Pour 1 ď k ď n, on note Ak l’événement :

Ak “ p|S1| ă αq X ¨ ¨ ¨ X p|Sk´1| ă αq X p|Sk| ě αq.

1. On note A l’événement
`

max
1ďkďn

|Sk| ě α
˘

.

(a) Exprimer A en fonction de A1, . . . , An.

(b) Justifier que 1A1
` ¨ ¨ ¨ ` 1An

ď 1.

2. (a) Montrer que : VpSnq ě
n

ÿ

k“1

EpS2

n1Ak
q.

(b) En déduire que : VpSnq ě
n

ÿ

k“1

E
`

pS2

k ` 2SkpSn ´ Skqq1Ak

˘

puis que : VpSnq ě
n

ÿ

k“1

EpS2

k1Ak
q.

On pourra utiliser l’indépendance des variables X1, . . . , Xn.

3. Conclure quant à l’objectif annoncé de cette partie

Partie IV – Un résultat de convergence

Soit pXnqně1 une suite de variables réelles, mutuellement indépendantes, possédant un moment d’ordre 2 et centrées.

On suppose de plus que la série
ř

VpXnq converge. On souhaite montrer sous ces hypothèses que la série
ř

Xn converge

presque sûrement.

On note Sn “ X1 ` ¨ ¨ ¨ ` Xn pour tout n ě 1 et C l’événement «
`

pSnqně1 est de Cauchy
˘

».

On rappelle qu’une suite pSnq est de Cauchy si et seulement si pour tout ε ą 0, il existe N P N˚ tel que pour tout

n, p ě N , |Sn ´ Sp| ď ε, et qu’une suite réelle converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.

1. Pour i, N P N˚, on note Ci,N l’événement : Ci,N “
´

@n, p ě N, |Sn ´ Sp| ď
1

2i

¯

.

Justifier que : C “
č

iě1

ď

Ně1

Ci,N .

2. Expliquer pourquoi, pour conclure, il suffit de montrer que pour tout i ě 1, l’événement Ci suivant est de

probabilité 1 :

Ci “
ď

Ně1

Ci,N .

3. On fixe désormais i ě 1. Pour tout N ě 1 et M ě N , on note :

BN “
´

sup
něN

|Sn ´ SN | ą
1

2i`1

¯

et BN,M “
´

max
NďnďM

|Sn ´ SN | ě
1

2i`1

¯

.

Justifier que : BN Ă
ď

MěN

BN,M .

4. Montrer à l’aide des résultats de la partie précédente que :

lim
NÑ`8

PpBN q “ 0.
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5. En déduire que :

lim
NÑ`8

PpCi,N q “ 1.

6. Conclure.

Partie V – Application aux séries harmoniques de signe aléatoire

Soit p P r0, 1s et pεnqně1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et à valeurs dans t´1, 1u telles

que :

@n ě 1, Ppεn “ 1q “ p et Ppεn “ ´1q “ 1 ´ p.

On étudie dans cette partie la nature de la série
ř εn

n
.

1. On suppose à cette question que p ‰ 1

2
et on note Tn “ ε1 ` ¨ ¨ ¨ ` εn pour n dans N.

(a) Montrer que pour tout n ě 1, on a :

n
ÿ

k“1

εk

k
“

n´1
ÿ

k“1

Tk

kpk ` 1q
`

Tn

n
.

(b) À l’aide des résultats de la deuxième partie, montrer que, presque sûrement, la série
ř εn

n
diverge.

2. On suppose à cette question que p “ 1

2
. Montrer que, presque sûrement, la série

ř εn

n
converge.
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