LycieE Louis-LE-GRAND, Paris Sine die
MP2I — Mathématiques
A. TROESCH

DM n° 27 : Déterminants, probabilités

Ce DM n’est pas destiné & m’étre rendu. Je vous le donne pour vous occuper jusqu’a la fin de ’année.

Suggestion de travail supplémentaire (4 ne pas me rendre) : Vous pouvez aussi regarder le DS 10 de année

derniére, ainsi que les problémes 21, 22, 23, 24 de la sélection.

Probléme 1 - (Résultant de deux polyndémes)
Soit P et ) deux polyndmes. Le but de ce probléme est de trouver une condition sur les coefficients de P et de @ dans
la base canonique de C[X] pour que deux polynodmes aient au moins une racine commune. Cette condition s’exprimera

sous forme de la nullité d’un certain déterminant, appelé déterminant de Sylvester, ou résultant des polynémes P et

Q.

Partie I — Définition du résultant et propriété fondamentale
Dans cette partie, P et @) désignent deux polynomes de C[X], de degrés respectifs m et n, que 'on écrit :
m n
P=> aX™* et Q=) bX"F
k=0 k=0

(attention a l'indexation inhabituelle des coefficients) On appelle résultant des polyndémes P et @, noté R(P,Q), le

déterminant de la matrice carrée d’ordre m + n suivante (matrice de Sylvester) :

a O O -+ 0 b 0 -~ 0
air a O C by b
ar ..t b 0
ag O b
S(P,Q) = Am a1 ag - by
0 am ar by
0 by
: Cam : . S
0 «+ -+ 0 an 0 - 0 by,

Cette matrice est constituée de n colonnes construites avec les coefficients de P, décalés d’une colonne a l'autre, et de
m colonnes construites avec les coefficients de Q. Ainsi, R(P, Q) = det(S(P,Q)). On prendra garde au fait qu’il n’y
a pas de raison pour que le terme a,, de la premiére colonne soit sur la méme ligne que le terme ay de la derniére

colonne construite avec les coefficients de P. Ce n’est en général pas le cas.
1. Montrer que R(P,Q) = (-1)""R(Q, P).
aernfl

am+n72
2. Soit « une racine commune de P et Q. Montrer que la vecteur C,, = est dans le noyau de ‘S(P, Q).

Que peut-on dire de R(P, Q) dans ce cas?

3. Montrer que si P et ) sont premiers entre eux, toute relation UP+VQ = 0 avec U € C,,_1[X] et V € C,;,—1[X]
implique U =V = 0.



4. En déduire que si P et ) n’ont pas de racine commune, alors R(P, Q) # 0

Indication : on pourra étudier la liberté de la famille des colonnes de S(P,Q), en interprétant ces colonnes
comme les coordonnées de polynomes dans la base (X™F7=1 . X 1) de Cpyn_1[X].

Ainsi, P et Q ont une racine commune si et seulement si R(P,Q) = 0.
5. On appelle discriminant d’un polynéme P le résultant A(P) = R(P, P').
(a) Justifier que P admet au moins une racine multiple si et seulement si son discriminant A(P) est nul.
(b) Montrer que le discriminant du polynéme P = X3 + pX + q est 4p® + 27¢.

1l n’est pas tres surprenant que cette derniére expression intervienne dans les formules de Cardan exprimant les racines
de X3 +pX +q...

Partie II — Expression du résultant a 1’aide des racines

On note aq, . .., a;, les racines (non nécessairement distinctes) de P et 5y, . .., 3, celles de Q. On définit M la matrice

m+n—1 m+n—2 1 0

1 1 e 51 ﬂl

m+n—1 m+n—2 1 0

M |Pn Fn B Pn

m+n—1 m+n—2 1 0

o] o e ap o)

m+n—1 m+n—2 1 0

1. En calculant M x S(P,Q), montrer que
R(P,Q) = aj | [ Qay) = (=1)™ v [ [ P(B:)
j=1 i=1

2. Matrices circulantes

(a) Soit P=X"—1et Q=a,_1 X" '+ + a1 X + ag. Montrer que

R(P,Q) = det(C(ag, - -+, an-1)),

ot C(ag,...,an—1) est la matrice circulante :
ap a1 ce Gp—2 (Anp-1
ap—1 Qo ay s Gp—2
C(ao, ceey anfl) =
az -+ Gp Ao ay
ai az -+ Qpal ao

(b) En déduire que det(C(ag, ... ,an-1)) = H Q<)
Cel,

Probléme 2 - Algorithme de Lewis Carroll pour le calcul d’un déterminant (d’aprés Mines PSI 2010)

Le but de ce probléme est d’établir une formule (appelée formule de condensation), permettant de construire un al-
gorithme pour calculer un déterminant en réduisant sa taille petit a petit, de sorte a se ramener uniquement d des
déterminants 2 x 2, et ceci de fagon plus efficace que par un enchainement de développements suivant des lignes ou
colonnes. On voit ensuite comment les techniques développées permettent de généraliser la définition du déterminant
pour définir des A-déterminants (qui ne sont pas & proprement parler des déterminants, puisqu’il ne s’agit pas de
formes alternées)

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur ou égal a 1, K un corps et M une matrice de M,,(K).



e On note M, ; le coefficient de M qui se trouve sur la i-ieme ligne et la j-iéme colonne.

e On note 'M la transposée de M, définit par ( 'M); ; = M;.;, pour tout (i,7) € [1, n]?.

e On note det(M) son déterminant.

o Pourn > 2, et (i,7) € [1,n]*, on note [M]! la matrice de M,,_1(R) obtenue a partir de M en enlevant la

i-ieme ligne et la j-iéme colonne de M.

e Plus généralement, pour des r-uplets (i1,...,i.) et (ji,...,Jr) d’éléments 2 a 2 distincts de [1,n], on note
[M]}}7)" la matrice obtenue & partir de M en supprimant les lignes d’indices i1, . .., i, et les colonnes d’indices
Jis--+yJr. Cest donc une matrice de My_,(K). On conviendra que si r = 0, cette matrice vaut M.

e On note Com(M) la comatrice de M, définie par

Com(M);; = (—1)"*det([M]2).

2

e On désigne par I, la matrice identité de M, (K) et par e = (e1,...,ey) la base canonique du K-espace vectoriel
K™,

Partie I — Formule de condensation de Desnanot-Jacobi

Dans cette partie, on montre la formule suivante (formule de Desnanot-Jacobi), pour tout n = 3, permettant de

ramener le calcul d’un déterminant d’ordre n a des calculs de déterminants d’ordre n —1 etn — 2 :

VM € My (K), det(M)det([M]y ;) = det([M]})det([M]};) — det([M],)det([M]}). (1)

On introduit la matrice de M, (K) suivante :

det([M]}) 0 0 0 (=1)"*det([M]},)
—det([M]2) 1 0 0 (=1)"*2det([M]3)
det([M]?) 0 1 . i (=1)"F3det([M]3)
M* = . .
0
(—Dmdet([M]?"Y 0 0 . 1 —det([M]*Y)
(=1)"*det([M]7) O O --- 0 det([M]7)

Autrement dit M* est obtenue de ‘Com(M) en remplagant, pour tout j € [2,n — 1], la colonne j par la colonne

correspondante de la matrice I,,.
1. Montrer que det(M*) = det([M]})det([M]7?) — det([M]2%)det([M]}).
2. Ecrire le calcul explicite de la matrice produit M - M*, sous la forme du tableau usuel de taille n x n.

Indication : on pourra utiliser le produit M - ‘Com(M).
3. En déduire la formule (1) dans le cas ot M est inversible.

*4. Démontrer (1) dans le cas ot M n’est pas inversible (ce résultat ne sert pas pour la suite).

Partie IT — Algorithme de Dodgson (ou de Lewis Carroll)

Nous présentons et justifions dans cette partie un algorithme mis au point par le Révérend Charles L. Dodgson, plus
connu sous son nom de plume, Lewis Carroll. Et oui! Le papa d’Alice était aussi mathématicien! Cet algorithme,
basé sur la formule de condensation démontrée dans la partie précédente, permet de ramener le calcul de certains
déterminants a des calculs de plusieurs déterminants de taille 2.
L’algorithme fonctionne comme suit :

e Donnée initiale : une matrice M de taille n x n.

e On construit itérativement des couples (A% B®)) e M,,_1(K) x M,_x_1(K), pour k € [0,n — 2], dont on

note les coefficients AR e Bg? :

i
x A = M et BO) est la matrice de M,,—1(K) dont tous les coefficients sont des 1



x Si pour k <n—3, A% et B®) sont construits, on définit, si ¢’est possible, AF+1) par :

(k) (k)
. 2 k41 1 A A
V(’L,]) € [[1,7’), — k- 1]] ’ Ag7j+ ) = (k) x A(kSJ A(kjj+1
Bm- i+1,j i+1,5+1

et BEHD par
V(’La.j) € [[15 n—k-— 2] ’ Bz(,I;Jrl) = Az('i)l,jJrl’ i.e. B(k+1) = [A(k)]izillz

e Si (A=2) B("=2)) ¢ My(K) x M(K) a pu étre défini, et si Bgz_m est non nul, Ualgorithme s’arréte en
retournant la valeur :
det(A=2)

Aln=1) _

1,1 Bﬁ_m
(k)
1]
Sinon, l'algorithme peut étre mené a son terme, et on dit que M est LC-déterminable.

e Si au cours de l'algorithme, l'un des coefficients B, est nul, on décréte I’échec de I’algorithme de Lewis Carroll.

o Remarquez qu’a chaque étape, la matrice B®) est un peu plus petite que A®).

1. (a) Montrer que la matrice ci-dessous est LC-déterminable, et calculer la valeur retournée par 'algorithme de

Lewis Carroll :
1 -2 -1 3

2 1 -1 2
-1 -2 1 -3
o -1 -1 2
(b) Calculer par une autre méthode le déterminant de la matrice M, et comparer avec la valeur obtenue dans
la question précédente.
2. Soit M € M, (K). On suppose dans cette question que la matrice M est LC-déterminable.
(a) Soit (r,s) € [1,n —2]. Montrer a 'aide de la partie I que A?ﬁ est le déterminant d’une matrice 3 x 3
extraite de M que 'on précisera
(b) Géneéraliser, et en déduire que AY}{“ = det(M), ce qui prouve la validité de 1’algorithme.
3. Quel est le nombre u, de déterminants 2 x 2 calculés lors de 'utilisation de cet algorithme sur une matrice

d’ordre n ?

4. Soit v, le nombre de déterminants 2 x 2 calculés en utilisant ’algorithme consistant a développer suivant
la premiére colonne pour se ramener & des déterminants (n — 1) x (n — 1), puis & recommencer sur chaque
déterminant (n — 1) x (n — 1) et ainsi de suite jusqu’a se ramener a des déterminants 2 x 2. Déterminer v,, et

comparer asymptotiquement u,, et v, au voisinage de +oo0.

Partie IIT — Le A-déterminant

Soit A € K. On introduit la notion de \-déterminant d’une matrice M de M, (K) convenable (dans un sens qu’on

précisera), de la maniére suivante :
e Soit (a) € M;1(K), dety(a) =a

o Soit (a,b,c,d) € K%, dety (Z Z = ad + \be.
e On impose de plus pour tout matrice M de M, (K), la formule suivante, généralisant (1) :
VM e M, (K), detA(M)detA([M]}:Z) = dety ([M]7)det([M]2) + Adet ([M]})dety ([M]7). (2)
Cette formule permet donc de calculer dety (M) par récurrence sur l’ordre de M, 4 condition que det,\([M]}:Z) soit non

nul, et que les déterminants d’ordre plus petit aient pu étre calculés (ce qui donne d’autres conditions de non nullité).

Si le A-déterminant de M peut étre défini de la sorte, on dira que M est \-déterminable.

1. Montrer qu’en général, on n’a pas dety(AB) = dety(A)detx(B).



2. Soit M une matrice A-déterminable. Soit t € K* et j € [1,n], et soit M’ la matrice obtenue a partir de M par
multiplication de la j-iéme colonne de M par t. Montrer que M’ est A-déterminable, et donner la valeur de
dety(M’) en fonction de dety(M) et de t.

3. Soit (x1,...,2,) € (K*)", et

W(xy,...,zn) = (wzil)léi,an

la matrice de Vandermonde de taille n x n. On suppose de plus que pour tout (i,j) € [[1,n]]2 tel que 7 < 7,
xj + Az; # 0. Montrer que W(z1,...,z,) est A-déterminable, et calculer dety(W (z1,...,z,)) en fonction des

xj + Az; (on pourra commencer par le cas n = 3). On notera

Wz, ... xn) = detx(W(x1,...,24,)).

Probléme 3 — (d’aprés ESCP)

Pour toute variable aléatoire réelle Y définie sur un espace probabilisé (2, A, P) et possédant une espérance mathéma-
tique, on note E(Y') cette espérance pour la probabilité P.
Pour tout événement C de A tel que P(C) > 0, on note, sous réserve d’existence, E(Y | C) lespérance de Y pour la
probabilité conditionnelle Po (espérance de Y sachant C).

Partie I —
Cette partie constitue une application particuliére des résultats généraux étudiés dans la suite du probléme.

On posséde n urnes (n = 3) numérotées de 1 a n, dans lesquelles on répartit au hasard et de fagon indépendante, m
boules indiscernables (m = 4), de sorte que, pour tout i de [1,n], la probabilité pour chaque boule d’étre placée dans
l'urne numéro i soit égale a %

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, A, P).

A UVissue de cette expérience, on pose, pour tout i de [1,n] :

1 sil'urne numéro 1 est vide
X; =
0 sinon.

On pose W,, = Z X;.
i=1

1. (a) Déterminer, pour tout ¢ de [1,n], la loi de la variable aléatoire Xj;.

(a)
(b) Calculer la covariance de X; et X ;. Les variables aléatoires X; et X; sont-elles indépendantes ?
2. (a) Exprimer l'espérance E(W,,) de W, en fonction de n et m.
(b) On note V(W,,) la variance de W,,. Calculer V(W,,) en fonction de n et m.
(c) Vérifier que E(W,,) = V(W,) >0
3. Dans cette question, 'entier m vérifie m = |nlnn + On], ot 6 est une constante réelle positive et |x| désigne la

partie entiére de x.

(a) Calculer lim E(W,).

n——+0o0
(b) Montrer que lir}rl (E(W,) =V (W,)) =0.
n—-+0o
(c) Soit T, une variable aléatoire qui suit une loi de Poisson de paramétre u, = E(W,,).
On admet que pour tout k de N, on a :
1
|P(W,, = k) — P(T}, = k)| < min (1, —) X (pon, — V(Wp)).

fin

Montrer que la suite de variable aléatoires (W,,),>3 converge en loi vers une variable T' suivant une loi de
Poisson de paramétre p = liril E(W,), c’est-a-dire :
n——+0o0

VkeN, lim P(W, =k)=P(T =k).

n—+o0



Partie IT —

Dans cette partie, A désigne un réel strictement positif.
Soit M une variable aléatoire définie un un espace probabilisé (2, A, P) qui suit une loi de Poisson de paramétre A.

Soit A une partie quelconque de N, et A son complémentaire dans N. On rappelle que si A est non vide, alors
AZ
([M € A)]) 2 e*)‘
€A

et on pose par convention [M € &) = @.
On considere la fonction fa définie sur N par f4(0) =0, et pour tout k de N :

falk+1) = e (P(IM € Al n [M <k]) — P([M € A]) x P([M <k])).

Ak+1
1. (a) Déterminer la fonction f4 dans les cas particuliers A = @ et A = N.
(b) Donner I’expression de fa(1) en fonction de A et de P([M € A]) dans les deux cas suivants : 0 € A et 0 € A.
Exprimer f4(2) en fonction de XA et de P([M € A]) dans le cas ou 0 et 1 appartiennent a A.
2. Soit A et B deux parties de N disjointes.
(a) Montrer que faus = fa + fB.
(b) En déduire que f5 = —fa.

3. (a) Montrer que pour tout k de N, la fonction f4 vérifie la relation suivante :

P([MeA]) sikeA

Malk+1) = kfalk) = _P((McA]) siked

(b) En déduire que si A est non vide et distincte de N, la fonction f4 n’est pas identiquement nulle.
4. Dans cette question, j est un entier naturel non nul, et A est le singleton {j}. On pose fi;y = f;.

(a) Pour tout k de N*, montrer 1’égalité suivante :

k!
——P(M=k+1]) sik=>j
l)\k Jj+1
fik+1) = { N T
_WP([Mgkz]) stk < j.

(b) Calculer f;(j + 1) — f;(j), et déterminer son signe.
(c) Calculer pour tout k € N*, différent de j, f;(k + 1) — f;(k) en distinguant les deux cas : k > j et k < j.
En déduire que la différence f;(k + 1) — f;(k) est positive si et seulement si k = j.

A
5. On considére le singleton {0} et on pose f10y = fo. Montrer, pour tout k de N*, 'inégalité suivante :

. 1—e? 1
(d) Etablir les inégalités suivantes : f;(j + 1) — f;(j) < © < min (1, X) :

Jo(k+1) = fo(k) <0
6. (a) Etablir, pour tout k de N, I'inégalité suivante : fa(k +1) — fa(k) < fu(k + 1) — fr(k).
(On distinguera les deux cas : k€ A et k€ A.)
(b) En déduire, pour toute partie A de N, I'inégalité suivante :

sup | falk + 1) — falk)| < mln(l %)

k=0

Partie IIT —

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On considére n variables aléatoires discrétes indépendantes X1, Xo, ..., Xy,
définies sur un méme espace probabilisé (0, A, P), telles que pour tout i de [1,n], la variable aléatoire X; suit une loi

de Bernoulli de parameétre p;, strictement positif.



On pose A\, sz, W, Z X, et, pour tout i de [1,n], R; = W,, — X,.

On note M, une varmble aleatozre qui suit une loi de Poisson de paramétre \,. Soit A une partie quelconque de N,

et fa la fonction définie dans la partie II, dans ’expression de laquelle on remplace M par M, et A par \,. On pose
[ =ra
1. (a) Etablir, pour tout i de [1,n], I'égalité des variables aléatoires X, f(W,) et X;f(1 + R;).
(b) En déduire pour tout i de [1,n], 'égalité : E(X;f(W,)) = p; E(f(1 + R;)).
2. Pour tout i de [1,n], on pose : Y; = f(1+ W,,) — f(1 + R;).

Etablir la relation suivante : E(\, f(1 + W,) — W, f(W,,)) = Z p:E(Y;)
3. (a) Etablir pour tout i de [1,n], la formule suivante :
E(Y; | [Xi=1]) = E(f(2+ Ri) — f(1 + Ri)).

(b) Calculer pour tout i de [1,n], E(Y; | [X; = 0]).

(¢) Déduire des questions précédentes I’égalité suivante :

EMnf(1+W,) — W f(Wy)) = Z PIE(f(2+ Ri) — f(1+ Ry)).

4. Etablir 'inégalité suivante :
[EQuf(L+ W) = W f(W,)| < min ( ) Z P2,

5. A P'aide de la question II-3(a), montrer, pour toute partie A de N, ’égalité suivante :

En déduire, pour toute partie A de N, la majoration suivante :
P, € A = P([My & 4] < min (1,5 ) » sz

6. Dans cette question uniquement, on suppose que pour tout ¢ de [1,n], X; suit la loi de Bernoulli de paramétre
1

n+i

pi =

(a) Déterminer A\ = hm An. Montrer que hm Zpl =0

n—’ o0
(b) Quelle est la limite en loi de la variable aleatmre Mn (ie, la suite ( lir_{l P(M,, = k))ken définit-elle une loi,
n——+0o0
et si oui, laquelle ?)

(c¢) Déterminer la limite en loi de la suite (W,)n>2.

Partie IV —

Les notations sont identiques a celles de la partie III, mais les variables aléatoires X1, Xo, ..., X, définies sur (Q, A, P)

ne sont pas nécessairement indépendantes.
1. (a) Montrer que pour tout i de [1,n], on a E(X,;f(W,,)) = p, E(f(1 + R;) | [X: = 1]).

(b) En déduire 1'égalité suivante :
P([W, € A]) — P([M, € A]) 2 [ FA+ W) — E(f(L+ R | [X; = 1])]

2. On suppose que pour tout ¢ de [1,n], il existe une variable aléatoire Z; définie sur (92,4, P), a valeurs dans N,

telle que la loi de Z; soit identique a la loi conditionnelle de R; sachant [X; = 1]



1
(a) Justifier, pour tout couple (£, j) d’entiers naturels, I'inégalité : |f(¢) — f(j)| < |¢ — j| x min (1, )\—) et en
.
déduire la majoration suivante :

IPWn & 4D = P, € AD) < min (15 ) x 3 B (W, - Z).

(b) On suppose de plus que pour tout w de Q, pour tout i de [1,n], on a W, (w) > Z;(w). Etablir 'égalité :
szEGWn - ZZD =An — V(Wn)a
i=1

ou V(W,,) désigne la variance de W),.

En déduire, pour toute partie A de N, I'inégalité suivante :

1
|P([W,, € A]) — P([M,, € A])| < min <1, )\—) X (A = V(W,)).
Probléme 4 — Séries numériques aléatoires

On étudie dans ce probléme la convergence de certaines séries aléatoires. Toutes les variables aléatoires évoquées dans le
sujet sont supposées & valeurs réelles et définies sur un méme espace probabilisé (Q, A,P). On rappelle qu’une propriété
est presque sire (ou satisfaite presque sirement) lorsqu’il existe un événement de probabilité 1 sur lequel la propriété

est vérifice.

Partie I — Un lemme de finitude

Soit (Yn)n=1 une suite de variables aléatoires positives possédant une espérance. On suppose que la série Y. E(Y,)

converge et on note E sa somme. On souhaite montrer que la série DY, converge presque strement, c’est-a-dire qu’il
existe un événement A presque certain tel que pour tout w de A, >.Y,(w) converge. Pour N et M dans N*, on note

AN, v Uévénement :
N
AN,M = (Z Y. ZM)
k=1

Soit enfin A l'événement « la série DY, diverge ».

1. Montrer que : A = ﬂ U AN,
M>=1N>1

2. Montrer que : VN, M > 1, P(Ay.m) <

3. (a) Montrer que la suite d’événements ( U An, M) est décroissante.
N=1 MeN*

(b) Montrer que P(A) = 0 et conclure quant & I’objectif annoncé.

Partie II — Loi forte des grands nombres dans le cas £*

Soit (X )n=1 une suite de variables aléatoires. On les suppose mutuellement indépendantes, suivant toutes la méme loi,

et possédant un moment d’ordre 4. On souhaite montrer que, presque sirement, on a, en posant m = E(X7) :

X1+ + X,
n

—m quand n — +00.

1. Expliquer comment se ramener au cas ot m = 0 dans l'objectif annoncé de cette partie, ce que ’on suppose

désormais.
2. Soit n € N*,
: 4! iy i
(a) Justifier que : E((Xy +-- + X,)") = )] mE(Xl ). E(X).

14 i =4

(b) En déduire que : E((X; + -+ + X,,)*) = nE(X}) + 3n(n — 1)E(X?)>.



3.

4.

Pour n > 1, on pose :

Montrer que la série > E(Y,}) converge.

Conclure quant & l'objectif annoncé a l'aide du résultat de la premiére partie.

Partie III — Inégalité de Kolmogorov

Soitn >

1 et Xq,...,X, des variables aléatoires réelles, mutuellement indépendantes, possédant un moment d’ordre 2

et centrées. On pose S, = X1+ --- + Xj pour 1 < k < n. On souhaite montrer que pour tout o« > 0, on a :

IP’( max |Sg| = ) < V(Sn).

1<k<n o?

On fire a > 0. Pour 1 < k < n, on note Ay, l’événement :

1.

3.

A = (ISl <a)n -0 (|Sk=1] < @) N (|Sk] = ).

On note A I'événement ( max |Si| > a).
1<k<

(a) Exprimer A en fonction de Ay,..., A,.

(b) Justifier que 14, +---+ 14, <1.

2. (a) Montrer que : V(S Z (S214,).
k=1

n

(b) En déduire que : V(S Z (Sk +25,(Sn — Sk))1a,)

%“N

n
puis que : V(S 2
On pourra utiliser 1’1ndependance des variables X1,...,X,,.

Conclure quant & I'objectif annoncé de cette partie

Partie IV — Un résultat de convergence

Soit (X,

Jn>1 une suite de variables réelles, mutuellement indépendantes, possédant un moment d’ordre 2 et centrées.

On suppose de plus que la série Y,V (X,,) converge. On souhaite montrer sous ces hypothéses que la série Y X,, converge

presque strement.
On note S, = X1 + -+ + X,, pour tout n =1 et C l’'événement « ((Sn)n;1 est de C’auchy) ».

On mppelle qu’une suite (Sy,) est de Cauchy si et seulement si pour tout ¢ > 0, il existe N € N* tel que pour tout

1.

2.

3.

4.

= N, |S, — Sp| < e, et quune suite réelle converge dans R si et seulement si elle est de Cauchy.
Pour i, N € N*, on note C; y 'événement : C; y = (Vn,p =N, |S, — S| < E)
Justifier que : C' = ﬂ U CinN.

izl N>1
Expliquer pourquoi, pour conclure, il suffit de montrer que pour tout i > 1, I’événement C; suivant est de

probabilité 1 :
= | Cin.

N=1

On fixe désormais ¢ = 1. Pour tout N > 1 et M > N, on note :

1 1
BN=<sup |S 7SN|>2+1) et BNJ\/[:( max |S 7SN| 2i+1)'

n=N N<n<M

Justifier que : By U By .

M>=N
Montrer a I’aide des résultats de la partie précédente que :
lim P(By) =0.
N—+00



5. En déduire que :

lim ]P)(Ci,N) =1.
N—+w

6. Conclure.

Partie V — Application aux séries harmoniques de signe aléatoire

Soit p € [0,1] et (en)n>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et & valeurs dans {—1,1} telles
que :

Vn=1 Ple,=1)=p e Pl,=-1)=1-p.
On étudie dans cette partie la nature de la série Y, .
n

1. On suppose a cette question que p # % et on note T,, = €1 + --- + €, pour n dans N.

(a) Montrer que pour tout n =1, on a :

n

n 1

Ek Tk Tn
E A E - 4+,
=k k:lk(k+1)

n

N €
(b) A T’aide des résultats de la deuxiéme partie, montrer que, presque stirement, la série > — diverge.
n

. R L. €
2. On suppose a cette question que p = % Montrer que, presque stirement, la série >’ - converge.
n
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