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Corrigé du problème 1 –

Partie I – Étude d’un endomorphisme de polynôme annulateur donné, et d’un projecteur.

On considère un endomorphisme f de l’espace vectoriel E vérifiant la relation :

f3 “
1

3
pf2 ` f ` Iq. (1)

1. Étude des puissances de f et de son inversibilité.

(a) L’unicité de pan, bn, cnq provient de l’indépendance linéaire de I, f et f2.
L’existence peut se montrer en effectuant une division euclidienne de Xn par P , où P “ X3´ 1

3 pX2`X`1q.
Cela nous fournit deux polynômes Qn et Rn, tels que degpRnq ě 2 et

Xn “ PQn ` Rn.

En notant Rn “ anX
2 ` bnX ` cn, et en spécialisant en f , il vient :

fn “ anf
2 ` bnf ` cnI

(b) On détermine an, bn et cn en évaluant la relation

Xn “ PQn ` anX
2 ` bnX ` cn

en les racines de P . Or, 1 est racine évidente de P , donc on peut factoriser par X ´ 1 :

P “ pX ´ 1qpX2 `
2

3
X `

1

3
q.

On pose

α “
´ 2

3 ` i 2
?
2

3

2
“

´1 ` i
?
2

3
.

Ainsi, les racines de P sont 1, α et α. De plus, d’après les relations de Viète, le produit |α|2 de ces racines
vaut 1

3 , donc |α| ă 1. Ainsi, αn ÝÑ 0

En évaluant la division euclidienne ci-dessus en 1, α et α, on obtient alors le système
$

’

&

’

%

1 “ an ` bn ` cn

αn “ anα
2 ` bnα ` cn

αn “ anα
2 ` bnα ` cn.

Réciproquement, si an, bn et cn vérifient ce système, Xn ´ PQn et anX
2 ` bnX ` cn coïncident en 1, α

et α, et sont donc égaux par rigidité. L’unicité de la division euclidienne assure alors que le système est de
Cramer. Soit A (indépendante de n) la matrice du système, et Bn le second membre. La solution s’exprime
donc

¨

˝

an
bn
cn

˛

‚“ A´1Bn.

Or, le vecteur Bn admet une limite

¨

˝

1

0

0

˛

‚ lorsque n Ñ `8. L’expression du produit matriciel assure alors

que

¨

˝

an
bn
cn

˛

‚admet également une limite

¨

˝

a

b

c

˛

‚, égale à A´1

¨

˝

1

0

0

˛

‚.
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Cette limite est donc obtenue en résolvant le système
$

’

&

’

%

1 “ a ` b ` c

0 “ aα2 ` bα ` c

0 “ aα2 ` bα ` c.

Puisque a, b et c sont réels, les deux dernières égalités sont redondantes, et fournissent deux équations réelles
obtenues en identifiant partie réelle et partie imaginaire :

$

’

&

’

%

1 “ a ` b ` c

0 “ ´ 1
9a ´ 1

3b ` c

0 “ ´ 2
?
2

9 a `
?
2
3 b

ðñ

$

’

&

’

%

1 “ a ` b ` c

0 “ ´a ´ 3b ` 9c

0 “ ´2a ` 3b

On obtient sans difficulté
a “ 1

2 , b “ 1
3 , c “ 1

6 .

(c) D’après les résultats précédents, q “
1

2
f2 `

1

3
f `

1

6
I. Calculons q ˝ q :

q ˝ q “
1

36
p3f2 ` 2f ` Iq2 “

1

36
p9f4 ` 12f3 ` 10f2 ` 4f ` Iq

“
1

36
p3pf3 ` f2 ` fq ` 12f3 ` 10f2 ` 4f ` Iq

“
1

36
p5pf2 ` f ` Iq ` 3f2 ` 3f ` 10f2 ` 4f ` Iq “

1

36
p18f2 ` 12f ` 6Iq “ q

Donc q est un projecteur .

(d) Puisque I “ 3f3 ´ f2 ´ f “ fp3f2 ´ f ´ Iq “ p3f2 ´ f ´ Iqf , f est inversible, d’inverse

f´1 “ 3f2 ´ f ´ I .

2. Étude du projecteur q.

(a) i. Soit, pour tout n dans N, la propriété Ppnq: fnpxq “ λnx.
‚ On a f0pxq “ idpxq “ x “ λ0x, donc Pp0q est vraie.
‚ Soit n P N tel que Ppnq soit vraie. On a donc fnpxq “ λnx. Par linéarité de f , il vient alors

fn`1pxq “ fpλnxq “ λnfpxq “ λn ¨ λx “ λn`1x,

l’avant-dernière égalité provenant du fait que x est un vecteur propre de f associé à la valeur propre
λ.

Par conséquent, Pp0q est vraie, et pour tout n dans N, Ppnq entraîne Ppn ` 1q. D’après le principe de
récurrence, Ppnq est vraie pour tout n dans N.

Ainsi, pour tout n P N, fnpxq “ λnx.
Par conséquent, x étant toujours un vecteur propre associé à λ, on a :

0 “ f3pxq ´
1

3
pf2pxq ` fpxq ` Ipxqq “ λ3x ´

1

3
pλ2x ` λx ` xq “

ˆ

λ3 ´
1

3
pλ2 ` λ ` 1q

˙

x.

Puisque x ‰ 0 (car c’est un vecteur propre), on en déduit la relation

λ3 “
1

3
pλ2 ` λ ` 1q.

ii. Les valeurs propres de f sont donc des racines du polynôme P introduit dans la partie I, polynôme dont
les racines sont 1, α et α. Par conséquent, toute valeur propre λ de f vérifie λ P t1, α, αu .

iii. Si f est une homothétie, il existe λ P R tel que f “ λI (il est nécessaire de considérer uniquement λ P R,
et non λ P C, car E est un R-espace vectoriel). Le réel λ est alors nécessairement une valeur propre de
f . Ainsi, la seule possibilité est λ “ 1. Donc f “ I. Réciproquement l’identité vérifie bien la relation.
Ainsi, la seule homothétie vérifiant la relation (1) est l’identité f “ I.
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(b) ‚ Soit x élément de Kerpf ´ Iq X Kerp3f2 ` 2f ` Iq. Alors fpxq “ x, et

0 “ 3fpfpxqq ` 2fpxq ` x “ 3fpxq ` 2x ` x “ 6x.

Ainsi, x “ 0. Par conséquent,

Kerpf ´ Iq X Kerp3f2 ` 2f ` Iq Ă t0u,

et l’inclusion réciproque étant immédiate, on a l’égalité.

Ainsi, la somme Kerpf ´ Iq ` Kerp3f2 ` 2f ` Iq est directe.
‚ Analyse :

Soit x P E. Supposons qu’il existe y P Kerp3f2 ` 2f ` Iq et z P Kerpf ´ Iq tels que x “ y ` z.
En appliquant 3f2 ` 2f ` I à cette relation, il vient :

p3f2 ` 2f ` Iqpxq “ p3f2 ` 2f ` Iqpzq,

et comme z P Kerpf ´ Iq, Ipzq “ fpzq “ f2pzq “ z, donc

6z “ 3f2pxq`2fpxq`x donc: z “
1

6
p3f2pxq`2fpxq`xq puis: y “ x´z “

1

6
p5x´2fpxq´3f2pxqq.

‚ Synthèse : Réciproquement, soit x P E. Posons

z “
1

6
p3f2pxq ` 2fpxq ` xq et y “

1

6
p5x ´ 2fpxq ´ 3f2pxqq,

et vérifions que ces valeurs conviennent : On a :
˚ x “ y ` z

˚ pf ´ Iqpzq “
1

6
p3f3pxq ´ 3f2pxq ` 2f2pxq ´ 2fpxq ` fpxq ´ xq “

1

6
p3f3pxq ´ f2pxq ´ fpxq ´ xq “ 0,

d’après la relation (1). Ainsi, z P Kerpf ´ Iq.
˚ p3f2 ` 2f ` Iqpyq “ 0 par un calcul du même accabit. Ainsi y P Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

On a bien prouvé l’existence de y P Kerp3f2 ` 2f ` Iq et z P Kerpf ´ Iq tels que x “ y ` z. Ainsi

E Ă Kerp3f2 ` 2f ` Iq ‘ Kerpf ´ Iq.

L’inclusion réciproque étant immédiate, on a bien : E “ Kerp3f2 ` 2f ` Iq ‘ Kerpf ´ Iq .

‚ Par définition de q, Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ Kerpqq

‚ Par ailleurs, soit y P Kerpf ´ Iq, donc fpyq “ y. On a alors

qpyq “
1

6
p3f2pyq ` 2fpyq ` yq “ y.

Ainsi, y P Impqq. Par conséquent, Kerpf ´ Iq Ă Impqq.
Or, Kerpqq et Impqq sont supplémentaires l’un de l’autre (car q est un projecteur, mais en fait l’égalité que
cela donne sur les dimensions, issue du théorème du rang, est suffisante), ainsi que Kerpqq et Kerpf ´ Iq.
On en déduit que

dimpKerpf ´ Iqq “ dimpImpqqq,

et comme on a une inclusion, on en déduit que Impqq “ Kerpf ´ Iq

‚ Ainsi, q est la projection sur Kerpf ´ Iq parallèlement à Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

(c) ‚ Soit y P Impf ´ Iq. Il existe donc x P E tel que y “ pf ´ Iqpxq. On a alors

p3f2 ` 2f ` Iqpyq “ p3f2 ` 2f ` Iqpf ´ Iqpxq “ p3f3 ´ f2 ´ f ´ Iqpxq “ 0,

d’après la relation (1). On en déduit que y P Kerp3f2 ` 2f ` Iq.
Ainsi, Impf ´ Iq Ă Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

‚ De même que dans la question précédente, le théorème du rang et la supplémentarité de Kerp3f2`2f`Iq

et Kerpf ´ Iq amènent :
dimpImpf ´ Iqq “ dimpKerp3f2 ` 2f ` Iqq.

‚ L’inclusion et l’égalité des dimensions amène Impf ´ Iq “ Kerp3f2 ` 2f ` Iq
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Partie II – Étude des solutions de (1)

1. On suppose dans cette question que dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq ą 0.
‚ Soit e1 un vecteur non nul de Kerp3f2 ` 2f ` Iq, et soit pλ, µq P R2 tels que λe1 ` µfpe1q “ 0.

Si µ ‰ 0, alors fpe1q “ λ
µe1, et donc e1 est un vecteur propre, associé à une valeur propre réelle. La seule

valeur propre réelle étant 1, on en déduit que e1 P Kerpf ´ Iq. Ainsi

e1 P Kerpf ´ Iq X Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ t0u.

Cela contredit l’hypothèse e1 ‰ 0.
Ainsi, µ “ 0, puis λ “ 0. Donc pe1, fpe1qq est une famille libre.

‚ De plus, fpe1q P Kerp3f2 ` 2f ` Iq. En effet, 3f2pe1q ` 2fpe1q ` e1 “ 0, donc en appliquant f :

p3f2 ` 2f ` Iqpfpe1qq “ 3f3pe1q ` 2f2pe1q ` fpe1q “ f ˝ p3f2 ` 2f ` Iqpe1q “ 0,

car e1 P Kerp3f2 ` 2f ` Iq. Ainsi, fpe1q P Kerp3f2 ` 2f ` Iq.
‚ Il en résulte que pe1, fpe1qq est une famille libre de cardinal 2 de Kerp3f2 ` 2f ` Iq, d’où :

dimKerp3f2 ` 2f ` Iq ě 2

2. On suppose dans cette question que m “ 2.
D’après la question précédente, la dimension de Kerp3f2 ` 2f ` Iq est soit 0, soit 2 (ne pouvant pas être plus
grande) Comme Kerp3f2 ` 2f ` Iq et Kerpf ´ Iq sont supplémentaires dans E de dimension 2, on obtient les
2 cas suivants :
‚ Premier cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 0 et dim Kerpf ´ Iq “ 2.

Alors, Kerpf ´ Iq “ E, donc, @x P R2, fpxq “ x. Ainsi, f “ I.

La matrice de f dans une base quelconque de R2 est
ˆ

1 0

0 1

˙

.

‚ Deuxième cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 2 et dim Kerpf ´ Iq “ 0.

Alors E “ Kerp3f2`2f `Iq. Soit e1 un vecteur non nul quelconque de E “ Kerp3f2`2f `Iq, et e2 “ fpe1q.
Alors, d’après la question III-1, pe1, e2q est une famille libre, donc (puisque E est de dimension 2) une base
de R2. De plus :
˚ fpe1q “ e2
˚ fpe2q “ f2pe1q “ ´1

3 p2fpe1q ´ e1q “ ´ 1
3e1 ´ 2

3e2.

Ainsi, la matrice de f dans la base pe1, e2q est M “

ˆ

0 ´ 1
3

1 ´ 2
3

˙

.

3. On suppose dans cette question que Kerp3f2 ` 2f ` Iq ą 2.
Soit e2 un vecteur de Kerp3f2 `2f `Iq tel que la famille pe1, fpe1q, e2q soit libre. On peut trouver un tel vecteur
puisque Kerp3f2 ` 2f ` Iq est de dimension au moins 3 (on peut compléter la famille libre pe1, fpe1qq en une
base, donc en particulier trouver un troisième vecteur linéairement indépendant des deux premiers).
Supposons que la famille pe1, fpe1q, e2, fpe2qq n’est pas libre. Alors il existe λ1, λ2, λ3, λ4 non tous nuls tels
que :

λ1e1 ` λ2fpe1q ` λ3e2 ` λ4fpe2q “ 0.

Puisque pe1, fpe1q, e2q est libre, on a nécessairement λ4 ‰ 0. Quitte à diviser l’identité par ´λ4, on peut supposer
que λ4 “ ´1, donc que :

fpe2q “ λ1e1 ` λ2fpe1q ` λ3e2.

En appliquant 3f , il vient :
3f2pe2q “ 3λ1fpe1q ` 3λ2f

2pe1q ` 3λ3fpe2q.

Comme e1 et e2 sont dans Kerp3f2 ` 2f ` Iq,

´2fpe2q ´ e2 “ 3λ1fpe1q ´ 2λ2fpe1q ´ λ2e1 ` 3λ3fpe2q,

d’où :
p´3λ3 ´ 2qfpe2q “ ´λ2e1 ` p3λ1 ´ 2λ2qfpe1q ` e2.
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En comparant à la relation initiale donnant fpe2q en fonction de e1, e2 et fpe1q, il vient :

p3λ3 ` 2qfpe2q “ λ2e1 ` p2λ2 ´ 3λ1qfpe1q ´ e2 “ λ1p3λ3 ` 2qe1 ` λ2p3λ3 ` 2qfpe1q ` λ3p3λ3 ` 2qe2.

Par liberté de pe1, fpe1q, e2q, la décomposition ci-dessus est unique, donc
$

&

%

λ2 “ λ1p3λ3 ` 2q

p2λ2 ´ 3λ1q “ λ2p3λ3 ` 2q

´1 “ λ3p3λ3 ` 2q

De la dernière équation, on tire 3λ2
3 ` 2λ3 ` 1 “ 0, et comme le polynôme 3X2 ` 2X ` 1 n’admet pas de racine

réelle, on aboutit à une contradiction.
Ainsi, la famille pe1, fpe1q, e2, fpe2qq est libre.

Le même argument que dans la question III-2 permet de montrer que fpe2q P Kerp3f2 ` 2f ` Iq, donc on a
trouvé une famille libre de cardinal 4 de Kerp3f2 ` 2f ` Iq. Ainsi,

dimKerp3f2 ` 2f ` Iq ě 4 .

4. On suppose dans cette question que m “ 3.
Puisque m “ 3, Kerp3f2 ` 2f ` Iq est de dimension au plus 3. D’après les questions III-1 et III-3, les seules
dimensions possibles sont 0 et 2 ; comme dans la question III-2, les dimensions correspondantes de Kerpf ´ Iq

sont respectivement 3 et 1.

‚ Premier cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 0 et dim Kerpf ´ Iq “ 3.

Alors f “ I et la matrice de f dans une base quelconque de R3 est

¨

˝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

˛

‚.

‚ Deuxième cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 2 et dim Kerpf ´ Iq “ 1.

Soit b1 “ e1 P Kerp3f2`2f`Iq, et soit b2 “ fpe1q. Alors, pb1, b2q est libre, donc une base de Kerp3f2`2f`Iq

pour des raisons de dimension. Soit b3 un vecteur non nul de Kerpf ´ Iq (donc une base de cet espace de
dimension 1). Comme E “ Kerp3f2 ` 2f ` Iq ‘Kerpf ´ Iq, la famille pb1, b2, b3q est une base de E. Comme
dans la question III-2, fpb1q “ b2 et fpb2q “ f2pb1q “ ´ 1

3b1 ´ 2
3b2. De plus fpb3q “ b3. Ainsi, la matrice de

f dans la base B “ pb1, b2, b3q est :

MatBpfq “

¨

˝

0 ´ 1
3 0

1 ´ 2
3 0

0 0 1

˛

‚ .

5. De même, si m “ 4, les dimensions possibles de Kerp3f2 ` 2f ` Iq sont 0, 2 ou 4. Ainsi :
‚ Premier cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 0 et dim Kerpf ´ Iq “ 4.

Alors f “ I et la matrice de f dans une base quelconque de R3 est

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

.

‚ Deuxième cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 2 et dim Kerpf ´ Iq “ 2.

Soit b1 “ e1 P Kerp3f2 ` 2f ` Iq, et soit b2 “ fpe1q. Alors, pb1, b2q est une base de Kerp3f2 ` 2f ` Iq. Soit
pb3, b4q une base de Kerpf ´ Iq. Alors B “ pb1, b2, b3, b4q est une base de R4, dans laquelle la matrice de f

est :

MatBpfq “

¨

˚

˚

˝

0 ´ 1
3 0 0

1 ´ 2
3 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

.

‚ Troisième cas : dim Kerp3f2 ` 2f ` Iq “ 4 et dim Kerpf ´ Iq “ 0. On peut alors trouver pe1, e2q P Kerp3f2`

2f ` Iq tel que B “ pe1, fpe1q, e2, fpe2qq soit une base de E. Comme dans les cas précédents, on a
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fpe2q “ ´ 1
3e2 ´ 2

3fpe2q, d’où la matrice de f dans la base B :

rf sB “

¨

˚

˚

˝

0 ´ 1
3 0 0

1 ´ 2
3 0 0

0 0 0 ´ 1
3

0 0 1 ´ 2
3

˛

‹

‹

‚

.

6. (a) Soit k tel que 2k ă dimKerp3f2 ` 2f ` Iq.
Supposons qu’il existe pe1, . . . , ekq tels que pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekqq est une famille libre de Kerp3f2`2f`Iq.
D’après le théorème de la base incomplète, on peut compléter cette famille libre en une base de Kerp3f2 `

2f ` Iq (par ajout d’au moins un vecteur, puisque 2k ă dimpKerp3f2 ` 3f ` Iq). Soit ek`1 l’un des vecteurs
ajoutés de le sorte. Alors pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekq, ek`1q est une famille libre de Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

(b) On raisonne comme en III-3 pour montrer la liberté de pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekq, ek`1, fpek`1qq.
On commence par une remarque qui simplifiera un peu les expressions :
si x est dans Vectpe1, fpe1q, . . . , ek, fpekqq, alors fpxq aussi (immédiat en utilisant la relation (1)).
Notons F “ Vectpe1, fpe1q, . . . , ek, fpekqq

Supposons que la famille pe1, fpe1q, . . . , ek`1, fpek`1qq n’est pas libre. Alors, pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekq, ek`1q

étant libre, en procédant comme en III-3, il existe un vecteur x P F et un réel λ tels que

fpek`1q “ x ` λek`1.

Il vient alors

3f2pek`1q “ 3fpxq ` 3λfpek`1q, donc: ´ 2fpek`1q ´ ek`1 “ 3fpxq ` 3λfpek`1q.

On obtient donc :
p3λ ` 2qfpek`1q “ ´ek`1 ´ 3fpxq,

puis, en utilisant le relation initiale,

p3λ ` 2qx ` p3λ ` 2qλek`1 “ ´3fpxq ´ ek`1.

Comme pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekq, ek`1q est libre, F et Rek`1 sont en somme directe, d’où l’unicité d’une
décomposition en somme d’un élément de F et d’un élément de Rek`1. Comme x et fpxq sont dans F , on
en déduit que

p3λ ` 2qx “ ´3fpxq et p3λ ` 2qλ “ ´1.

De la deuxième équation, on tire 3λ2 ` 2λ` 1, ce qui est impossible, le polynôme 3X2 ` 2X ` 1 n’ayant pas
de racine réelle.
Ainsi, la famille pe1, fpe1q, . . . , ek, fpekq, ek`1, fpek`1qq est libre.

Le même raisonnement que déjà fait montre que fpek`1q est un élément de Kerp3f2 ` 2f ` Iq, donc il s’agit
d’une famille libre de Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

(c) On peut donc grossir la famille libre précédente de deux en deux tant qu’on n’atteint pas la dimen-
sion de Kerp3f2 ` 2f ` Iq. On obtient de la sorte une famille pe1, fpe1q, e2, fpe2q, . . . , eq, fpeqqq, où q “

t 12 dimKerp3f3 ` 2f ` Iq ` 1
2 u. En effet, on a alors

2pq ´ 1q ă dimKerp3f3 ` 2f ` Iq,

donc on peut bien continuer la construction jusqu’à ce stade.
(d) Si dimKerp3f2 `2f `Iq est impair, alors 2q ą dimKerp3f2 `2f `Iq, d’où une contradition avec le cardinal

de la famille libre trouvée dans la question précédente.

Ainsi, dimKerp3f2 ` 2f ` Iq est pair.

Dans ce cas, 2q “ dimKerp3f2 ` 2f ` Iq, donc la famille libre de la question précédente est de cardinal
maximal, donc : pe1, fpe1q, . . . , eq, fpeqqq est une base de Kerp3f2 ` 2f ` Iq.

7. Considérons pb1, . . . , b2qq “ pe1, fpe1q, . . . , eq, fpeqqq la base de Kerp3f2 `2f ` Iq trouvée plus haut. Alors, pour
tout i P v1, qw, fpb2i´1q “ b2i et fpb2iq “ ´ 1

3b2i´1 ´ 2
3b2i. Soit pb2q`1, . . . , bmq une base de Kerpf ´ Iq. Alors la

matrice de f dans la base B “ pb1, . . . bmq est la matrice diagonale par blocs :

M “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

A1 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . Aq 0

0 . . . 0 Im´2q

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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8. Réciproquement, soit M la matrice de la question précédente. Alors, d’après les règles de produit matriciel par
blocs, si P pXq “ 3X3 ´ X2 ´ X ´ 1,

P pMq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

P pA1q 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . P pArq 0

0 . . . 0 P pIq

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Or, un calcul rapide montre que la matrice A “

ˆ

0 ´ 1
3

1 ´ 2
3

˙

vérifie la relation P pAq “ 0, donc on obtient

finalement 3M3 “ M2 ` M ` I.

Corrigé du problème 2 – Théorème de Gerstenhaber (Mines-Ponts MP 2020, 3h)

Partie I – Généralités sur les endomorphismes nilpotents

1. Soit u P N pEq. D’après le résultat admis avant le problème, il existe une base B de E telle que MatBpuq

soit triangulaire supérieure stricte. Notons T cette matrice. Alors, pour tout k P N˚, T k est encore triangulaire
supérieure stricte, donc trpT kq “ 0. Par ailleurs, la représentation matricielle des endomorphismes transformant
composition en produit matriciel, MatBpukq “ T k.
Ainsi,

@k P N˚, trpukq “ trpT kq “ 0 ,

puisque tous les coefficients diagonaux sont nuls.

2. ‚ Pour commencer, le cours nous assure que φ “ MatB est un isomophisme de LpEq sur MatB. De plus,

T``
n pRq est un sous-espace vectoriel de MnpRq de dimension

npn ´ 1q

2
(engendré par les Ei,j , i ă j). Ainsi,

puisque NB “ φ´1pT``
n pRqq, on en déduit que NB est un sous-espace vectoriel de LpEq, de même dimension

que T``
n pRq.

‚ De plus, les matrices de T``
n pRq sont nilpotentes, de nilindice au plus n. Ainsi

@u P NB, MatBpunq “ MatBpuqn “ 0.

On en déduit que un “ 0. Par conséquent, les endomorphismes de NB sont tous nilpotents.

‚ On en déduit que NB est un sous-espace vectoriel nilpotent de LpEq, et que sa dimension vaut
npn ´ 1q

2
.

3. ‚ Clairement, puisque NB Ă N pEq,

tνpuq | }u P NBu Ă tνpuq | }u P NBu.

‚ D’après le cours (soit en considérant une famille px, upxq, . . . , uνpuq´1pxqq libre, soit en remarquant que le
polynôme minimal Xνpuq ne peut pas excéder n, d’après le théorème de Cayley-Hamilton), on sait que
νpuq P v1, nw. Ainsi,

tνpuq | }u P NBu Ă v1, nw .

‚ Enfin, la matrice

Jn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 1 0 . . . 0

0 0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0

0 0 1

0 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

est nilpotente d’indice de nilpotence n. Soit k P v1, nw. On peut alors considérer la matrice diagonale par
blocs définie par :

M “

ˆ

Jk 0

0 0n´k

˙

.
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Ainsi, pour tout ℓ P N,

M “

ˆ

Jℓ
k 0

0 0n´k

˙

.

La matrice Jk étant nilpotence d’indice k, il en est donc de même de la matirce M .
L’unique endomorphisme u P LpEq tel que MatBpEq “ M est alors également nilpotent d’indice k, et est
un élément de NB.
On en déduit que v1, nw Ă tνpuq | }u P NBu

‚ Des 3 inclusions ci-dessus, on déduit, par transitivité, que

tνpuq | u P NBu “ tνpuq | u P N pEqu “ v1, nw .

4. Soit x et y et p ě q tels que uppxq “ uqpxq “ 0 et tels que pup´1pxq, uq´1pyqq soit libre. Supposons que
px, upxq, . . . , up´1pxq, y, upyq, . . . , uq´1pyqq soit liée, et considérons des scalaires non tous nuls tels que

p´1
ÿ

k“0

λku
kpxq `

q´1
ÿ

k“0

µku
kpyq “ 0.

‚ Si tous les λk sont nuls, l’égalité précédente contredit la liberté de la famille pukpyqqkPv0,q´1w, provenant de
la question 2.

‚ De même, les µk ne peuvent pas être tous nuls.
‚ Soit donc k1 l’indice minimal tel que λk1

‰ 0, et k2 l’indice minimal tel que µk2
‰ 0.

‚ Si k2 ` p ´ 1 ´ k1 ą q ´ 1, donc si k2 ą k1 ` q ´ p, alors, en appliquant up´1´k1 à la relation, presque tous
les termes s’annulent et on obtient :

λk1
up´1pxq “ 0,

ce qui contredit λk1 ‰ 0 et up´1pxq ‰ 0.
‚ De même si k2 ă k1 ` q ´ p i.e. si k1 ` q ´ 1 ´ k2 ą p ´ 1. La symétrie des rôles de x et y amène une

contradiction sur µk2 (l’inégalité entre p et q ne sert à rien dans ce raisonnement, elle a été posée en vue de
simplifier un éventuel raisonnement itératif, que je trouve plus délicat à rédiger, personnellement).

‚ Si k2 “ k1 ` q ´ p, alors en appliquant up´1´k1 , on obtient cette fois une relation non triviale

λk1
up´1pxq ` µk2

uq´1pyq “ 0,

qui contredit la liberté de pup´1pxq, uq´1pyqq.
Ainsi, la famille px, upxq, . . . , up´1pxq, y, upyq, . . . , uq´1pyqq est libre .

5. Soit u est nilpotente de nilindice p ě maxp2, n ´ 1q :
‚ Puisque p ě 2, Impup´1q Ă Impuq et puisque up “ 0, Impup´1q Ă Kerpuq.

Ainsi, Impup´1q Ă Impuq X Kerpuq.
‚ Supposons par l’absurde que dimpImpuq X Kerpuqq ‰ 1.

Il existe x P E tel que up´1pxq ‰ 0. Puisque up “ 0, on en déduit que up´1pxq P Kerpuq. Puisque p ´ 1 ě 1,
up´1pxq P Impuq. On a donc up´1pxq P Impuq X Kerpuq et est non nul. Ainsi, Impuq X Kerpuqq ‰ t0u. Par
hypothèse, cet espace est alors de dimension au moins 2, et il contient un vecteur z tel que pup´1pxq, zq soit
libre. Puisque z P Impuq, on dispose de y tel que upyq “ z, et comme z P Kerpuq, u2pyq “ 0. En appliquant
la quesiton 4 aux vecteurs x et y, on obtient une famille libre de cardinal p ` 1 ą n ce qui est impossible.
Ainsi, dimpImpuq X Kerpuqq “ 1 .

‚ On déduit des deux points précédents que rgpup´1q ď 1. De plus, puisque up´1 ‰ 0, dimpImpup´1qq ě 1.
Les deux espaces étant de dimension 1, on en déduit alors que

Impup´1q “ Impuq X Kerpuq et rgpup´1q “ 1 .

Partie II – Endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien

On considère ici un espace vectoriel euclidien pE, x´,´yq. Étant donné a P E et x P E, on notera a b x l’application
de E dans lui-même définie par :

@z P E, pa b xqpzq “ xa, zy ¨ x.

6. On fixe x P Ezt0u.
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‚ Montrons d’abord que a ÞÑ a b x est à valeurs dans LpEq. Soit py, zq P E et λ P R. On a alors

pa b xqpλy ` zq “ xa, λy ` zy ¨ x “ λ xa, yy ¨ x ` xa, zy ¨ x,

par bilinéarité du produit scalaire. Ainsi,

pa b xqpλy ` zq “ λpa b xqpyq ` pa b xqpyq,

ce qui prouve bien la linéarité de abx, qui de plus, est clairement définie de E dans E. Ainsi, abx P LpEq.
‚ Par ailleurs, par définition de a b x, Impa b xq Ă Vectpxq. On en déduit que l’application Φ : a ÞÑ a b x est

bien définie de E dans Lx “ tu P LpEq, Impuq Ă Vectpxqu.

De plus, on s’assure facilement que Lx est bien un sous-espace vectoriel de LpEq, puisqu’il contient 0, et que
Vectpxq est stable par combinaison linéaire (donc si u et v ont leur image dans Vectpxq, toute combinaison
linéaire de u et v aussi).

‚ Montrons que Φ est linéaire. Pour cela, soit pa, bq P E, et λ P R. Pour tout z P E,

Φpa ` λbqpzq “ ppa ` λbq b xqpzq “ xa ` λb, zy ¨ x “ xa, zy ¨ x ` λ xb, zy ¨ x “ Φpaqpzq ` λΦpbqpzq.

Par conséquent, Φpa ` λbq “ Φpaq ` λΦpbq. On en déduit que Φ P LpE,Lxq, avec les notations introduites
ci-dessus.

‚ Montrons que Φ est injective. Pour cela considérons a P KerpΦq. On a alors, pour tout z P R,

xa, zy ¨ x “ 0 donc: xa, zy “ 0.

On en déduit que a P EK “ t0u, donc a “ 0. Ainsi, KerpΦq “ t0u, et on peut conclure que Φ est injective.
‚ Enfin, on remarque que Lx est isomorphe (par la corestriction) à LpE,Vectpxqq, qui est de dimension n¨1 “ n.

Ainsi, Φ étant une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de même dimension finie, on
en déduit que Φ est un isomorphisme .

7. Soit B “ px1, . . . , xnq une base de E telle que x1 “ x. Une telle base existe d’après le théorème de la base
incomplète.
Puisque x “ x1, par définition de a b x, on obtient une description assez simple de sa matrice :

MatBpa b xq “

¨

˚

˚

˚

˝

xa, xy xa, x2y . . . xa, xny

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
...

...
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‚

On en déduit que trpa b xq “ xa, xy .

Partie III – Deux lemmes

L’objectif de cette partie est d’établir les deux lemmes suivants :

‚ Lemme A. Soit u et v dans V. Alors trpukvq “ 0 pour tout entier naturel k.
‚ Lemme B. Soit x P V‚zt0u. Si KpVq Ă Vectpxq ` Vx, alors vpxq “ 0 pour tout v dans V.

On se donne deux éléments arbitraires u et v de V.

8. Soit k P N˚ et u, v P V. Attention à ne pas utiliser la formule du binôme ici, les endomorphismes ne commutent
pas nécessairement !
‚ Montrons l’unicité (sous réserve d’existence). Si on dispose de deux familles d’endomorphismes pf

pkq

0 , . . . , f
pkq

k q

et pg
pkq

0 , . . . , g
pkq

k q vérifiant la relation de l’énoncé, alors, pour tout t P R,

k
ÿ

i“0

tif
pkq

i “

k
ÿ

i“0

tig
pkq

i ,

En particulier, en se fixant une base B de E, pour tout t P R,

k
ÿ

i“0

tiMatBpf
pkq

i q “

k
ÿ

i“0

tiMatBpg
pkq

i q,

et donc
k

ÿ

i“0

tipMatBpf
pkq

i q ´ MatBpg
pkq

i qq “ 0
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Ainsi, en considérant cette identité matricielle coefficient par coefficient, chaque coefficient est un poly-
nôme s’annulant sur tout R, donc ses coefficients sont tous nuls (c’est le polynôme formel nul, par rigidité
polynomiale).

On en déduit que les matrices MatBpf
pkq

i q ´ MatBpg
pkq

i q sont toutes nulles, donc que pour tout i P v1, kw,

MatBpf
pkq

i q “ MatBpg
pkq

i q puis: f
pkq

i “ g
pkq

i .

Cela prouve bien l’unicité de la famille recherchée.
‚ On montre l’existence par récurrence sur k P N˚.

˚ Pour k “ 1, il suffit de poser f
p1q

0 “ u et f
p1q

1 “ v.

˚ Supposons la propriété satisfaite à un rang k P N˚ donné. Soit pf
pkq

0 , . . . , f
pkq

k fournis par hypothèse de
récurrence, vérifiant :

pu ` tvqk “

k
ÿ

i“0

tif
pkq

i .

Alors

pu ` tvqk “ pu ` tvq ˝

k
ÿ

i“0

tif
pkq

i

“

k
ÿ

i“0

tiu ˝ f
pkq

i `

k
ÿ

i“0

ti`1v ˝ f
pkq

i

“ u ˝ f
pkq

0 `

k
ÿ

i“1

tipu ˝ f
pkq

i ` v ˝ f
pkq

i´1q ` tk`1v ˝ f
pkq

k .

Il suffit donc de poser

f
pk`1q

0 “ u ˝ f
pkq

0 , f
pk`1q

k`1 “ v ˝ f
pkq

k , @i P v1, kw , f
pk`1q

i “ u ˝ f
pkq

i ` v ˝ f
pkq

i´1 ,

qui sont bien des endomorphismes de E.
˚ Le principe de récurrence permet de conclure à l’existence d’une telle famille.

‚ La relation f
pk`1q

0 “ u ˝ f
pkq

0 , et l’initialisation f
p1q

0 “ u amènent, par une récurrence triviale, pour tout

k P N˚, f
pkq

0 “ uk .
‚ On montre par récurrence sur k P N˚ que

f
pkq

1 “

k´1
ÿ

i“0

uivuk´1´i.

˚ L’initialisation provient du fait, observé dans la question précédente, que f
p1q

1 “ v.
˚ Soit k tel que la relation soit vérifiée pour f

pkq

1 . Alors, d’après la relation trouvée dans la question
précédente,

f
pk`1q

1 “ u ˝ f
pkq

1 ` v ˝ f
pkq

0

“

k´1
ÿ

i“0

ui`1vuk´1´i ` vuk

“

k
ÿ

i“1

uivuk´i ` vuk

“

k
ÿ

i“0

uivuk´i

˚ D’après le principe de récurrence, on en déduit que pour tout k P N˚,

f
pkq

1 “

k´1
ÿ

i“0

uivuk´1´i
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9. u et v sont deux endomorphismes nilpotents, éléments de V. Comme V est par définition un sous-espace vectoriel
de LpEq, u ` tv P V, donc aussi nilpotent. Par définition de p, le nilindice de u ` tv vérifie

νpu ` tvq ď p.

On en déduit que pu ` tvqp “ 0, et donc pour tout i P v0, pw, f ppq

i “ 0, par unicité de la décomposition.
En particulier,

p´1
ÿ

i“0

uivup´1´i “ f
ppq

1 “ 0 .

10. ‚ Puisque V est un espace vectoriel, pour tout t P R, u ` tv P V. Ainsi, d’après la question I-4,

trppu ` tvqk`1q “ 0.

‚ Ainsi, par linéarité de la trace pour tout t P R,

0 “

k`1
ÿ

i“0

ti trpf
pk`1q

i q “ 0.

Par rigidité polynomiale, on en déduit que pour tout i P v0, k ` 1w, trpf pk`1q

i q “ 0.
‚ En particulier,

0 “ trpf
pk`1q

1 q “

k
ÿ

i“0

trpuivuk´iq.

Par propriété de commutation interne de la trace, on en déduit que

0 “

k
ÿ

i“0

trpukvq “ pk ` 1q trpukvq.

Ainsi, trpukvq “ 0 .

11. ‚ Pour tout t P R, pu ` tvqp´1pyq P KpVq, par définition de cet espace (puisque u ` tv P V). Ainsi, d’après la

question 1(b), f
pp´1q

1 pyq P KpVq

‚ De plus, V étant de nilindice générique p, pu ` tvqp “ 0 et donc f
ppq

1 “ 0.
Ainsi, d’après la relation obtenue dans la question 2(a),

0 “ u ˝ f
pp´1q

1 ` v ˝ f
pp´1q

0 .

On en déduit que
upf

pp´1q

1 pyqq ` vpup´1pyqq “ 0.

Soit alors x P Impup´1q et y tel que x “ up´1pyq. Alors

vpxq “ vpup´1pyqq “ ´upf
pp´1q

1 pyqq.

D’après le premier point, il vient donc vpxq P upKpVqq , et ceci pour tout x P Impup´1q.

12. Soit x P V‚zt0u tel que KpVq Ă Vectpxq ` Vx. On choisit u P V tel que x P Impup´1q.
‚ Soit y P KpVq. On montre par récurrence sur k P N qu’il existe λk P R et yk P KpVq tels que y “ λkx`ukpykq.

˚ Pour k “ 0, il suffit de prendre λk “ 0 et yk “ y.
˚ Soit k P N. On suppose qu’on dispose de λk P R et de yk P KpVq tels que

y “ λkx ` ukpykq.

Par hypothèse, on a donc yk P Vectpxq ` Vx. Il existe donc v P V et λ P R tels que

y “ λkx ` ukpλx ` vpxqq.

Or, puisque x P Impup´1q, upxq “ 0, donc ukpxq “ δk,0x. Par conséquent,

y “ pλk ` δk,0λqx ` ukpvpxqq.

D’après la question 4, vpxq P upKpVqq, et on en déduit que ukpvpxqq P uk`1pKpVqq. On dispose donc de
yk`1 P KpVq tel que ukpvpxqq “ uk`1pyk`1q. En posant λk`1 “ λk ` δk,0λ, il vient donc :

y “ λk`1x ` uk`1pyk`1q , yk`1 P KpVq.
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˚ D’après le principe de récurrence, on en déduit le résultat voulu.
En particulier, pour k ě p, on obtient y “ λkx, et donc y P Vectpxq.

Puisque y a été choisi arbitrairement dans KpVq on en déduit que KpVq Ă Vectpxq .
‚ Soit dans un premier temps v P V tel que vp´1 ‰ 0. Ainsi, il existe z tel que vp´1pzq ‰ 0. D’après la question

précédente, vp´1pzq P Vectpxqzt0u. Soit donc λ ‰ 0 tel que

vp´1pzq “ λx.

Comme vp “ 0, il en résulte que λvpxq “ 0, et puisque λ ‰ 0, vpxq “ 0 .
‚ On considère maintenant v P V quelconque. Soit y P E tel que up´1pyq “ x. Alors, avec les notations de

2(a), f pp´1q

0 pzq ‰ 0, donc d’après 1(a), l’égalité

k
ÿ

i“0

tif
pkq

i pzq “ 0

ne peut être vérifiée que pour un nombre fini de valeurs de t. Il en résulte qu’il existe t P Rzt0u tel que
pu ` tvqp´1pzq ‰ 0. Soit un tel réel t. L’application u ` tv est donc dans V et est de nilindice p .

D’après la question 5(b), on en déduit que upxq`tvpxq “ 0, donc que tvpxq “ 0, et puisque t ‰ 0, vpxq “ 0 .
C’est bien ce qu’il fallait montrer pour obtenir le lemme B.

Partie IV – Démonstration du théorème de Gerstenhaber

13. On introduit deux applications :
‚ Φ : V Ñ E, définie par Φpvq “ vpxq ;
‚ Ψ : W Ñ LpHq, définie par Ψpuq “ π ˝ u.

La linéarité de Φ est évidente, et W “ KerpΦq, et Vx “ ImpΦq. Ce sont donc des sous-espaces vectoriels
respectifs de V et de E

En particulier, W étant un espace vectoriel, cela permet de justifier que Ψ est une application linéaire (linéarité
évidente). De plus, Z “ KerpΨq et V “ ImpΨq. Ce sont donc des sous-espaces vectoriels respectifs de W et de
LpHq.

14. En appliquant le théorème du rang à Φ et à Ψ, il vient alors :

dimV “ dimpVxq ` dimpWq “ dimpVxq ` dimZ ` dimV

15. ‚ Pour tout u P Z, π ˝ u “ 0, donc Impuq Ă Vectpxq. On en déduit que Z Ă F , où F est l’espace introduit
dans la partie III.
Or, φx : a ÞÑ a b x est un isomorphisme de E sur F d’après III-3. Soit L “ φ´1

x pZq. On a donc

Z “ ta b x | a P Lu et dimL “ dimZ ,

puisque φx est un isomophisme.
‚ Puisque pa ˆ xq P W, en particulier, c’est un élément nilpotent. On déduit de III-5 et I-4 que

xa, xy “ trpa b xq “ 0.

Ceci étant vrai pour tout a P L, x P LK .

16. Soit u P V et a P L.
‚ Puisque pa b xq P V, il découle du lemme A que

trpupa b xqq “ 0.

La question III-5 permet alors d’affirmer que xa, upxqy “ 0. Ainsi, upxq P LK. Ceci étant vrai pour tout
u P V, Vx Ă LK .

‚ Plus généralement, pour k ě 1, trpukpa b xqq “ 0 d’après le lemme B, donc on obtient de même avec III-5
que ukpxq P LK . Cela reste vrai pour k “ 0 d’après la question 2.

12



17. ‚ Supposons qu’il existe λ P R˚ tel que λx P Vx. Ainsi, il existe v P V tel que

vpxq “ λx, puis: vppxq “ λpx.

Comme vppxq “ 0 et x ‰ 0, cela impose λp “ 0, ce qui n’est pas possible puisqu’on a supposé λ P R˚.
Ainsi, pour tout l P R˚, λx R Vx .

‚ Par conséquent, Vectpxq X Vx “ t0u, et la somme Vectpxq ‘ Vx est directe.
Puisque LK est un sous-espace vectoriel de E, et puisque Vectpxq et Vx sont inclus dans LK, on a

Vectpxq ‘ Vx Ă LK

‚ On a donc
dimpLKq ě dimpVectpxq ‘ Vxq “ dimpVectpxqq ` dimpVxq “ 1 ` dimVx.

De plus, puisque E est de dimension finie, LK est un supplémentaire de L dans E, et

dimL ` dimLK “ n

Par conséquent, en combinant les deux inégalités, dimVx ` dimL ď n ´ 1

18. ‚ Soit u P W. Montrons par récurrence sur k P N˚ que pour tout z P H, ukpzq “ πpukpzqq.
˚ L’initialisation découle de la définition de u.
˚ Soit k P N˚. Supposons que pour tout z P H, ukpzq “ πpukpzqq. Alors

uk`1pzq “ π ˝ u ˝ π ˝ ukpzq.

Puisque H ‘ Vectpxq “ E, il existe h P H et λ P R tel que

ukpzq “ h ` λx.

On a alors π ˝ ukpxq “ h, et d’un autre côté, puisque upxq “ 0,

uk`1pzq “ uphq “ u ˝ π ˝ ukpxq.

Ainsi, on obtient bien
uk`1pzq “ π ˝ uk`1pxq .

‚ Puisque u est nilpotente, on en déduit alors que u l’est aussi. Ainsi, V est un sous-espace vectoriel de LpHq.
C’est donc un

sous-espace nilpotent de LpHq .

19. Par hypothèse de récurrence, dimpVq ď
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
. Ainsi d’après les questions V-1, V-2 et V-5 :

dimpVq ď
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
` n ´ 1 “

npn ´ 1q

2
.

Cela achève la première partie de l’hérédité de la récurrence entamée en début de partie IV. Il faut encore
étudier le cas d’égalité pour pouvoir conclure.

Dans toute la suite du problème, on suppose que dimV “
npn ´ 1q

2
.

20. Les inégalités de la question précédente doivent donc être des égalités, ainsi :

dimV “
pn ´ 1qpn ´ 2q

2
, et dimpVxq ` dimZ “ n ´ 1.

Cette dernière égalité implique
dimpVectpxq ‘ Vxq ` dimL “ n

Comme de plus, Vectpxq ‘ Vx Ă LK et dimLK ď n ´ dimL “ dimpVectpxq ‘ Vxq, on déduit que

Vectpxq ‘ Vx “ LK
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21. ‚ Par hypothèse de récurrence, V est isomorphe à un espace de matrices triangulaires supérieures strictes
d’ordre n ´ 1, contenant notamment la matrice de Jordan de nilindice n ´ 1. Ainsi, le nilindice générique
de V est égal à n´ 1 et minore le nilindice générique de V. On en déduit que le nilindice générique de V est
supérieur ou égal à n ´ 1 .

‚ Supposons que Vx “ t0u. Soit B1 “ pb2, . . . , bnq une base de H dans laquelle les éléments de V sont
représentés par une matrice triangulaire stricte (possible par HR). On pose b1 “ x et B “ pb1, . . . , bnq.
Puisque vpb1q “ 0 pour tout v P V (du fait de notre supposition sur Vx), la construction faite en I-2 et I-3
est valide, et la représentation de tout v P V dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Compte tenu du résultat de la question 21, il ne nous reste plus qu’à établir que l’on peut choisir le vecteur x de telle
sorte que Vx “ t0u.
On choisit x dans V‚zt0u (l’ensemble V‚ a été défini dans la partie III). On note p le nilindice générique de V, et on
fixe u P V tel que x P Impup´1q. On rappelle que p ě n ´ 1 d’après la question 21.

22. ‚ Puisque vpxq ‰ 0, νpvq ě 2, donc p ě 2.
‚ Si Impvp´1q “ t0u le résultat est trivial.
‚ On peut donc supposer que Impvp´1q ‰ t0u. Ainsi, v est de nilindice égal à p ě maxp2, n ´ 1q. D’après

la question II-5, rgpvp´1q “ 1. Puisque v est de nilindice p ´ 1, il existe y P E tel que vp´1pyq ‰ 0, et
y R Vectpxq. Soit aussi q tel que vq´1pxq ‰ 0 et vqpxq “ 0. Par hypothèse, q ě 2. Si pvp´1pyq, vq´1pxqq est
libre, la question II-4 donne une famille libre de cardinal strictement plus grand que n. Ainsi, la famille est
liée, donc, les vecteurs étant par définition non nuls,

Vectpvq´1pxqq “ Vectpvp´1pyqq “ Impvp´1q,

la dernière égalité venant du fait que cette image est de dimension 1.
‚ Or, d’après V-3, vq´1pxq P LK et donc, d’après V-8 :

Impvp´1q Ă LK “ Vectpxq ` Vx.

23. Supposons qu’il existe v0 P V tel que v0pxq ‰ 0. Soit v P V. Alors vpxq`tv0pxq ne peut être nul que pour au plus
une valeur de t. Or v ` tv0 P V. Ainsi, pour toutes les valeurs réelles de t sauf au plus une, Imppv ` tv0qp´1q Ă

Vectpxq`Vx. D’après IV-1(b) (en évaluant en chaque z P E) et en regardant le coefficient de t0 du développement
(correspondant à f

pkq

0 de IV-2(a), après avoir renommé les fonctions), on en déduit que

@v P V, Impvp´1q Ă Vectpxq ‘ Vx

24. Le lemme B de la partie IV nous permet alors de conclure que vpxq “ 0 pour tout v P V, donc Vx “ 0. La
question V-9 permet de conclure à la validité de la récurrence, prouvant ainsi le théorème de Gerstenhaber.

Corrigé du problème 3 – Sous-espaces stables par un endomorphisme

Partie I – Quelques résultats préliminaires sur les sous-espaces stables

1. Intersection et somme de sous-espaces stables. Soit u P LpEq.

(a) E est trivialement stable par u. On peut aussi considérer le sous-espace trivial t0u.
(b) Soit pFiqiPI une famille de sous-espaces stables par u.

‚ Soit x P
č

iPI

Fi. Pour tout i P I, x P Fi, donc par stabilité de Fi par u, upxq P Fi. Ainsi, ceci étant valable

pour tout i P I, upxq P
č

iPI

Fi. On en déduit que
č

iPI

Fi est stable par u.

‚ Soit x P
ÿ

iPI

Fi. Il existe donc des xi P I (presque tous nuls si I est infini) tels que x “
ř

iPI xi. Par

linéarité, on a alors
upxq “

ÿ

iPI

upxiq.

Or, les upxiq étant dans Fi (et presque tous nuls si I est infini), on en déduit que upxq P
ÿ

iPI

Fi, donc que

ÿ

iPI

Fi est stable par u.
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2. Endomorphismes laissant stable un sous-espace donné. Soit F un sous-espace de E.

(a) Soit F stable par u et v.
‚ Soit x P F . On a upxq P F et vpxq P F . Comme F est un sous-espace vectoriel de E, il est stable par

combinaison linéaire, donc λupxq ` vpxq P F . Ainsi, F est stable par λu ` v.
‚ Soit x P F . Puisque F est stable par v, vpxq P F , et puisque F est stable par u, upvpxqq P F , donc
u ˝ vpxq P F . Ainsi, F est stable par u ˝ v .

(b) Soit A “ tu P LpEq | upF q Ă F u. Le sous-ensemble A de LpEq contient le neutre idE , est stable par combi-
naison linéaire et par produit d’après la question précédente. Il s’agit donc d’une sous-algèbre de LpEq.

(c) Une algèbre A sur un corps K étant stable par produit et par combinaison linéaire, pour tout x P A, et
tout polynôme P à coefficients dans K, P pxq est un élément de A. Ainsi, avec les notations de la question
précédente, si u P A, pour tout P P KrXs, P puq P A. En d’autres termes, si F est stable par u, alors
F est stable par tout élément P puq de Krus (P P KrXs).

3. Sous-espaces stables définis par des noyaux et images de polynômes en u. Soit u P LpEq.

(a) ‚ Soit x P Kerpuq. On a upxq “ 0, donc upupxqq “ up0q “ 0, donc upxq P Kerpuq. Ainsi, Kerpuq est stable par u .

‚ Soit x P Impuq. On a évidemment upxq P Impuq par définition de Impuq. Ainsi, Impuq est stable par u .

(b) Soit P P KrXs.
‚ Soit x P KerpP puqq. On a donc P puqpxq “ 0, donc u ˝ P puqpxq “ 0, et d’après la règle rappelée dans

l’énoncé sur la commutation des polynômes d’endomorphisme, P puq˝upxq “ 0, c’est-à-dire P puqpupxqq “

0. Ainsi, upxq P KerpP puqq. Par conséquent, KerpP puqq est stable par u.
‚ Soit x P ImpP puqq. On fait de même : il existe y tel que x “ P puqpyq. On a alors

upxq “ u ˝ P puqpyq “ P puq ˝ upyq “ P puqpupyqq.

Ainsi, upxq P ImpP puqq, donc ImpP puqq est stable par u.

4. Polynôme minimal ponctuel. Soit u P LpEq et x P E.

(a) La famille pukpxqqkPv0,nw est liée, car de cardinal n ` 1 alors que E est de dimension n. Ainsi, il existe une
relation non triviale entre ces vecteurs, donc il existe des scalaires non tous nuls tels que

0 “

n
ÿ

k“0

λku
kpxq “ P puqpxq ,

avec P “
n
ř

k“0

λkX
k ‰ 0.

(b) Soit Ix l’ensemble des polynômes P tels que P puqpxq “ 0.
‚ On a évidemment O P Ix
‚ Si P et Q sont dans Ix, pP ´ Qqpuqpxq “ P puqpxq ´ Qpuqpxq “ 0, donc P ´ Q P Ix ;
‚ Ainsi, Ix est un sous-groupe additif de KrXs.
‚ Soit P P Ix et Q P KrXs. On a alors

pPQqpuqpxq “ Qpuq ˝ P puqpxq “ Qpuqp0q “ 0.

Ainsi, PQ P Ix.
‚ On en déduit que Ix est un idéal de KrXs .

(c) L’idéal Ix n’est par réduit à t0u d’après 4(a). Puisque K est un corps, KrXs est principal, donc l’idéal Ix est
engendré par un polynôme πu,x qu’on peut choisir unitaire . Ce polynôme divisant tout autre polynôme de
Ix, il est de degré minimal parmi les polynômes non nuls de Ix.

5. Sous-espaces cycliques. Soit u P LpEq.

(a) Soit F l’ensemble des sous-espaces de E stables par u et tels que X Ă F . L’ensemble F n’est pas vide,
puisqu’il contient trivialement E. On considère alors

F0 “
č

FPF
F .

D’après 1(b), F0 est stable par u. Il contient X car c’est le cas de chaque terme de l’intersection. Il est
minimal pour cette propriété car par définition de l’intersection, pour tout F P F , F0 Ă F .
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(b) ‚ Puisque ă x ąu est stable par u, il est stable par uk pour tout k P N (question 2c), donc, puisque x

en est un élément, ukpxq Pă x ąu, pour tout k P N. S’agissant d’un espace vectoriel, on en conclut que
Vectpukpxq, k P Nq Ăă x ąu.

‚ Réciproquement, F “ Vectpukpxq, k P Nq est stable par u. En effet, soit y “
ř

kPN
λku

kpxq un élément de

F (les λk étant presque tous nuls). On a alors

upyq “
ÿ

kPN
λku

k`1pxq P F.

De plus, F contient x (prendre k “ 1). Ainsi, par minimalité de ă x ąu pour ces propriétés, on a
ă x ąuĂ Vectpukpxq, k P Nq.

‚ Ainsi, ă x ąu“ Vectpukpxq, k P Nq

‚ La famille pukpxqqkPv0,d´1w est libre, sinon on pourrait trouver une relation non triviale entre ces vecteurs,
contredisant la minimalité du degré de πu,x.

‚ Soit y P Vectpukpxq, k P Nq. Il s’écrit donc sous la forme y “ P puqpxq, pour un certain polynôme P de
KrXs. Soit P “ πu,xQ`R la division euclidienne de P par πu,x. On a alors degpRq ă degpπu,xq. De plus

y “ P puqpxq “ Q ˝ πu,xpuqpxq ` Rpuqpxq “ Rpuqpxq.

Or, R étant de degré strictement plus petit que d, Rpuqpxq s’écrit comme combinaison linéaire des ukpxq,
pour k P v0, d ´ 1w. Ainsi, pukpxqqkjPv0,d´1w est génératrice de Vectpukpxq, k P Nq, donc de ă x ąu.

‚ Par conséquent, Bx “ pukpxqqkPv0,d´1w est une base de ă x ąu.

(c) Soit bk “ ukpxq, k P v0, d ´ 1w. Pour tout k P v0, d ´ 2w, on a upbkq “ bk`1, et de plus, en notant

πu,x “ Xd `

d´1
ÿ

k“0

akX
k,

on a, puisque πu,xpuqpxq “ 0 :

upbd´1q “ udpxq “ ´

d´1
ÿ

k“0

aku
kpxq “ ´

d´1
ÿ

k“0

akbk.

On obtient donc la matrice d’ordre d suivante :

MatBx
puxq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´a0

1
. . .

...
...

0
. . . . . .

...
...

...
. . . . . . 0 ´ad´2

0 ¨ ¨ ¨ 0 1 ´ad´1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Soit ux l’endomorphisme de ă x ąu induit par u sur le sous-espace stable ă x ąu. Déterminer sa matrice
dans la base Bx en fonction des coefficients du polynôme πu,x.

Partie II – Sous-espaces stables par un projecteur ou une symétrie

Soit p un projecteur de E.

1. Soit F un sous-espace vectoriel de Imppq et G un sous-espace vectoriel de Kerppq. Puisque p est un projecteur
et que F Ă Imppq, pour tout x P F , ppxq “ x P F . Donc F est stable par p. Par ailleurs, pour tout x P G,
upxq “ 0 P G, donc G est stable par u. On en déduit que F ` G est stable par u (question I-1(b))

2. Soit H un sous-espace vectoriel de E stable par p.
‚ Puisque p est un projecteur, Imppq ‘ Kerppq “ E. Donc Imppq X Kerppq “ t0u, et donc

pH X Imppqq X pH X Kerppqq “ t0u.

On en déduit que la somme pH X Imppqq ` pH X Kerppqq est directe.
‚ On a évidemment pHXImppqq`pHXKerppqq Ă H, les deux memebres de la somme vérifiant cette inclusion.
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‚ Soit h P H. Comme Imppq ‘ Kerppq “ E, on peut décomposer h “ x ` y, avec x P Imppq et y P Kerppq. On
a alors ppxq “ x et ppyq “ 0, donc pphq “ x. Comme h P H et H stable par p, on en déduit que x P H. Puis
y “ h ´ x P H. Ainsi, x P Imppq X H et y P Kerppq X H. On a bien obtenu

h P pH X Imppqq ` pH X Kerppqq,

de quoi on déduit l’inclusion H Ă pH X Imppqq ` pH X Kerppqq.
‚ Les deux inclusions amènent : H “ pH X Imppqq ‘ pH X Kerppqq.

3. La question 1 montre que la somme d’un sous-espace de Imppq et d’un sous-espace de Kerppq est stable par p.
La question 2 montre que tout sous-espace stable est de cette forme.
Ainsi, les sous-espaces stables sont exactement les sous-espaces s’écrivant sous la forme H “ F ` G , où F est
un sev de Imppq et G un sev de Kerppq.

Partie III – Diagonalisation

1. Valeurs propres et espaces propres

(a) Le scalaire λ est valeur propre si et seulement s’il existe x P E non nul tel que upxq “ λx, donc pu ´

λidqpxq “ 0, donc si et seulement si Kerpu ´ λidq n’est pas réduit à 0. Cela équivaut à la non-injectivité de
l’endomorphisme u ´ λid, donc à sa non bijectivité, puisque la dimension est finie.
Ainsi, λ est valeur propre de u si et seulement si u ´ λid est pas un automophisme .
D’après ce qu’on vient de voir, les vecteurs propres associés à λ sont alors les vecteurs non nuls tels que
pu ´ λidqpxq “ 0, c’est-à-dire tels que x P Kerpu ´ λidq .

(b) Soit λ1, . . . , λk des valeurs propres de u et F1, . . . , Fk des sous-espaces vectoriels de Eλ1
puq, . . . , Eλk

puq.
Pour tout i P v1, kw, et tout x P Fi, on a x P Eλi

puq, donc upxq “ λix P Fi, puisque Fi est stable par
multiplication par un scalaire. Ainsi, pour tout i P v1, kw, Fi est stable par u. D’après la question I-1(b),
F1 ` ¨ ¨ ¨ ` Fk est stable par u.

2. Valeurs propres et polynôme annulateur

(a) Soit P un polynôme, et x un vecteur propre de u, associé à une valeur propre λ. On a upxq “ λx, puis
u2pxq “ λupxq “ λ2x, et par une récurrence immédiate, ukpxq “ λkx.
Notant P “

řd
k“0 akX

k, on a alors

P puqpxq “

d
ÿ

k“0

aku
kpxq “

d
ÿ

k“0

akλ
kx. “ P pλqx .

(b) Soit P un polynôme annulateur de u et λ P Sppuq, et x un vecteur propre associé à λ. On a alors

0 “ P puqpxq “ P pλqx.

Par définition d’un vecteur propre, x ‰ 0, donc P pλq “ 0, donc λ P racpP q. Ainsi, Sppuq Ă racpP q.

(c) L’argument est à peu près le même que pour le polynôme minimal ponctuel, à part qu’on raisonne sur u au
lieu de upxq.
‚ Iu est non vide puisqu’il contient O le polynôme nul.
‚ Soit P et Q dans Iu. On a alors P puq “ 0 et Qpuq “ 0, donc pP ´ Qqpuq “ P puq ´ Qpuq “ 0. Donc
P ´ Q P Iu. On peut déjà conclure que Iu est un sous-groupe additif de KrXs.

‚ Soit P dans Iu et Q dans KrXs. On a alors

pPQqpuq “ Qpuq ˝ P puq “ Qpuq ˝ OLpEq “ 0.

Ainsi, PQ P KrXs. On en déduit que Iu est un idéal de KrXs.

‚ L’espace E étant de dimension finie n, LpEq est de dimension n2, donc la famille pu0, u1, . . . , un2

q est
liée, puisqu’on son cardinal est supérieur à la dimension de l’espace LpEq dans lequel sont les ui. Une
relation non triviale entre les objets de cette famille fournit un polynôme annulateur non nul de u. Ainsi,
Iu n’est par réduit à t0u.

‚ Puisque KrXs est principal, on en déduit que Iu est engendré par un polynôme πu (qu’on peut choisir
unitaire), de degré minimal parmi les polynômes non nul. On a alors Iu “ pπuq, donc par définition, tout
P de Iu vérifie πu | P .
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(d) Soit λ une racine de πu. On écrit πu “ pX ´ λqQ, avec Q P KrXs. On a alors

0 “ πupuq “ pu ´ λidq ˝ Qpuq.

Si λ n’est pas une valeur propre de u, d’après 1(a), u ´ λid est un automorphisme, donc inversible dans
l’anneau LpEq, donc régulier. On en déduit que Qpuq “ 0. Or, πu étant non nul, Q ‰ 0, et degQ ă deg πu,
donc πu ne divise par Q, alors que Q est un polynôme annulateur de u. Cela contredit la définition de πu .

(e) D’après la question précédente, toute racine de πu est valeur propre de u, donc racpπuq Ă Sppuq. Comme
πu annule u, l’inclusion réciproque est assurée par la question 2(b). Ainsi, racpπuq “ Sppuq.

(f) Le polynôme πu étant non nul, il admet un nombre fini de racines, donc d’après la question précédente,
l’ensemble Sppuq est fini.

3. Lemme de décomposition des noyaux. Soit u P LpEq.

(a) Soit P et Q deux polynômes de KrXs premiers entre eux. D’après le théorème de Bezout, il existe deux
polynômes U et V tels que

UP ` BV “ 1.

On a alors, en spécialisant à u :
Upuq ˝ P puq ` Bpuq ˝ Qpuq “ id.

‚ Soit x P KerpP puqq X KerpQpuqq. On a alors, en appliquant l’identité précédente à x :

x “ UpuqpP puqpxqq ` BpuqpQpuqpxqq “ Upuqp0q ` Bpuqp0q “ 0.

Ainsi, KerpP puqq X KerpQpuqq “ t0u, donc la somme est directe.
‚ On a trivialement KerpP puqq Ă KerpQpuq ˝ P puqq “ KerppPQqpuqq, et de même pour KerpQpuqq. Par

stabilité par somme, il vient alors

KerpP puqq ‘ KerpQpuqq Ă KerppPQqpuqq.

‚ Réciproquement, soit x P KerppPQqpxqq. On applique l’identité obtenue ci-dessus à l’aide d’une relation
de Bezout :

x “ Upuq ˝ P puqpxq ` V puq ˝ Qpuqpxq.

Or,

QpuqpUpuq˝P puqpxqq “ Qpuq˝Upuq˝P puqpxq “ Upuq˝P puq˝Qpuqpxq “ Upuq˝pPQqpuqpxq “ Upuqp0q “ 0,

puisque x P KerppPQqpxqq. Ainsi, Upuq ˝P puqpxq P KerpQpuq. On montre de même que V puq ˝Qpuqpxq P

KerpP puqq. Ainsi, on a bien décomposé x comme somme d’un élément de KerpP puqq et d’un élément de
KerpQpuqq. Par conséquent,

KerppPQqpuqq Ă KerpP puqq ‘ KerpQpuqq.

‚ Les deux inclusions amènent KerppPQqpuqq Ă KerpP puqq ‘ KerpQpuqq.

(b) On raisonne par récurrence sur k P N˚ pour montrer que si P1, . . . , Pk sont des polynômes deux à deux
premiers entre eux, alors

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pkqpuqq “ KerpP1puqq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ KerpPkpuqq.

Le résultat est trivial pour k “ 1. Il a été démontré dans la question précédente pour k “ 2. Soit k ě 2 tel que
le résultat soit vrai pour k polynômes premiers entre eux 2 à 2, et considérons P1, . . . , Pk`1 premiers entre
eux deux à deux. On a alors P1 ¨ ¨ ¨Pk et Pk`1 qui sont premiers entre eux (les facteurs irréductibles de Pk`1

n’étant facteur irréductible d’aucun autre Pi, donc par non plus du produit d’après le lemme d’Euclide). On
utilise la question précédente, qui donne :

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pk`1qpuqq “ KerppP1 ¨ ¨ ¨Pkqpuqq ‘ KerpPk`1puqq.

L’hypothèse de récurrence amène alors :

KerppP1 ¨ ¨ ¨Pk`1qpuqq “ KerpP1puqq ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ KerpPkpuqq ‘ KerpPk`1puqq .

Le principe de récurrence permet donc de conclure que la propriété est vraie pour tout k P N˚.
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4. Diagonalisabilité.

(a) Considérons le polynôme P “
k

ś

i“1

pX ´ λiq. Les λi étant deux à deux distincts, les polynômes X ´ λi sont

deux à deux premiers entre eux. D’après le lemme de décomposition des noyaux, il vient alors :

KerpP puqq “

k
à

i“1

Kerpu ´ λiidq “
à

Eλi
puq.

La propriété de somme directe fait partie du résultat fourni par le lemme de décomposition des noyaux.
(b) ‚ Si u est diagonalisable, il existe une base B “ pb1, . . . , bnq de E telle que MatBpuq soit diagonale.

Notons mi son i-ième coefficient diagonal. On a donc, par définition de la matrice d’un endomorphisme,
upbiq “ mibi pour tout i P v1, nw, donc, bi étant non nul, mi est une valeur propre, et bi est dans un
espace propre, donc dans la somme des espaces propres. On a donc obtenu :

@i P v1, nw , bi P
à

λPSppuq

Eλpuq.

Par stabilité par combinaison linéaire (ou par définition par minimalité de Vect), on a donc :

E “ Vectpb1, . . . , bnq Ă
à

λPSppuq

Eλpuq.

L’incusion réciproque étant évidente, on a E “
à

λPSppuq

Eλpuq.

‚ Réciproquement, si E “
À

λPSppuq Eλpuq, on obtient une base de E en juxtaposant des bases des Eλpuq.
Une telle base est constituée de vecteurs bi appartenant chacun à l’un des espaces propres. Ainsi,
pour tout i P v1, nw, il existe λi P Sppuq tel que upbiq “ λi Par définition de la matrice associée à
u, la matrice MatBpuq est donc diagonale, ses coefficients diagonaux étant les λi. L’endomorphisme
u est donc diagonalisable.

(c) On note λ1, . . . , λk les valeurs propres de u.
‚ Si u est diagonalisable, on a donc, en combinant 4a et 4b,

E “ Kerp
k

ź

i“1

pu ´ λiidqq.

Ainsi, en posant P “
k

ś

i“1

pX´λiq, KerpP puqq “ E, donc P puq “ 0, donc P est un polynôme annulateur de

u. Ainsi, πu divise P . Comme ce dernier est scindé à racines simples, πu est aussi scindé à racines simples.
‚ Réciproquement, supposons que πu est scindé à racines simples. On a alors d’après 2(e) et le caractère

unitaire de πu,

πupXq “

k
ź

i“1

pX ´ λkq.

La question 4a amène alors

Kerpπupuqq “

k
à

i“1

Eλk
puq.

Or, πu étant un polynôme annulateur de u, Kerpπupuqq “ E, donc on est ramené à la question 4(b),
nous permettant de conclure que u est diagonalisable .

Partie IV – Description des sous-espaces stables

1. Les Pαi
i sont deux à deux premiers entre eux. Le théorème de décomposition des noyaux amène donc :

E “ Kerpπupuqq “

k
à

i“1

KerpPαi
i puqq.

2. (a) Pour tout P P KrXs, P puq laisse F stable (question I-2(c)) et coïncide clairement avec P pvq. Ainsi, P pvq

est l’endomorphisme induit par P puq sur F . En particulier, son noyau est obtenu en prenant l’intersection
avec F du noyau de P puq, d’après le cours. Ainsi, pour tout i P v1, kw,

KerpPαi
i pvqq “ KerpPαi

i puqq X F.
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(b) Par ailleurs, piupuq “ 0, et comme dit dans la question précédente, πupvq est l’endomorphisme induit sur F
par πu. On a donc aussi πupvq “ OLpF q. Ainsi, en appliquen le lemme des noyaux à πupvq, on obtient cette
fois :

F “ Kerpπupvqq “

k
à

i“1

KerpPαi
i pvqq,

et en vertu de la question précédente,

F “

k
à

i“1

pKerpPαi
i puqq X F q .

3. ‚ D’après I-1(b), si F est somme de sous-espaces des KerpPαi
i uqq chacun stable par u, alors F est stable par u .

‚ Réciproquement, si F est stable par u, la question précédente montre que F est somme de sous-espaces Fi

des KerpPαi
i puqq, chaque Fi étant défini par :

Fi “ KerpPαi
i puqq X F.

De plus, Fi est intersection de sous-espaces stables par u (d’après I-3(b) pour le noyau), donc Fi est stable par u

(d’après I-1(b)).
4. Comme on l’a déjà montré dans III-1(b) tout sous-espace Fi d’un espace propre de u est stable par u (car

x P Fi vérifie upxq “ λx). Ainsi, d’après la question précédente, les sous-espaces stables par u sont précisément
les sous espaces obtenus comme sommes de sev de chacun des espaces propres de u.
Cela complète la question III-1(b) en établissant la réciproque.

5. Pour un projecteur, un polynôme annulateur est donné par X2 ´ X. D’après 2(b), les seules valeurs propres
possibles sont 0 et 1 (éventuellement l’un seul des deux si p “ 0 ou p “ id). D’après le cours, Kerppq ‘

Imppq “ E, et Imppq “ Kerpp ´ idq. Cette décomposition correspond donc à celle de la question III-4(b). On
en déduit que p est diagonalisable, et d’après ce qui précède, les sous-espaces stables sont bien obtenus comme
somme d’un sous-espace de Kerppq et d’un sous-espace de Imppq. C’est bien le résultat obtenu dans la partie

II.
6. On suppose que u possède n valeurs propres distinctes, n étant la dimension de E.

(a) Par définition, si λ est une valeur propre, Kerpu ´ λidq ‰ t0u, donc sa dimension est au moins 1. De plus,
en notant λ1, . . . , λn les valeurs propres distinctes de u, d’après III-3b, on a une somme directe

n
à

i“1

Eλipuq Ă E.

En passant aux dimensions,

dimpEq ě dim

˜

n
à

i“1

Eλipuq

¸

“

n
ÿ

i“1

dimpEλipuqq ě

n
ÿ

i“1

1 “ n.

Ceci implique que dim

˜

n
à

i“1

Eλi
puq

¸

“ n, donc que l’inclusion
Àn

i“1 Eλi
puq Ă E est une égalité donc d’après

III-4(b), u est diagonalisable.
Par ailleurs, l’enchaînement des inégalités ci-dessus n’est possible que si toutes les inégalités considérées sont
des égalités, ce qui nécessite, pour tout i P v1, nw, l’égalité dimpEλi

puqq “ 1. Ainsi, les sous-espaces propres
sont tous des droites.

(b) Les sous-espaces stables sont alors sommes de sous-espaces vectoriels des Eλi
puq. Or, chaque Eλi

puq étant
une droite, il n’a que deux sous-espaces possibles, t0u et lui-même. On obtient donc une description simple
des sous-espaces stables :

FI “
à

iPI

Eλipuq I P Ppv1, nwq.

Chaque choix de I fournit un sous-espace différent. En effet, si I ‰ I 1, il existe j tel que j P I et j P I 1

(ou l’inverse, qui se traite de même). Soit x P Eλjpuq non nul. On a alors x P FI , mais x R FI1 , car

sinon, cela contredirait l’unicité de la décomposition de x dans la somme directe
n

à

i“1

Eλi
puq, une première

décomposition étant donnée par son appartenant à FI1 ayant une composante nulle sur Eλj puq, puisque
j R I 1, et une seconde étant donnée par lui-même sur Eλj puq, et des 0 partout ailleurs.

Ainsi, il y a autant de sous-espaces stables que de sous-ensembles I de v1, nw, à savoir 2n .
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Partie V – Endomorphismes semi-simples

1. Soit y P E. On a par définition πu “ 0LpEq, donc en particulier πupyq “ 0. L’ensemble des polynômes vérifiant
cela étant par définition l’idéal engendré par πu,y (voir question I-4c), on en déduit que πu,y divise πu.

2. On suppose dans cette question que πu est irréductible. On souhaite montrer que u est semi-simple.
(a) Soit y non nul dans E. Dans ce cas, πu,y n’est par constant. Comme il divise πu qui est irréductible, on a

nécessairement πu,y “ πu .

(b) Soit F un sous-espace stable par u tel que F ‰ E, et soit x P EzF . Comme F et ă x ąu sont stables par
u, FX ă x ąu est stable par u. On a alors
De plus, supposons qu’il existe y ‰ 0 dans cette intersection. Comme FX ă x ąu est un sous-espace vectoriel
stable par u contenant y, on a, par minimalité de ă y ąu, une inclusion ă y ąuĂ FX ă x ąuĂă x ąu .

Par ailleurs x et y étant non nuls, ils ont, d’après 2a, même polynôme minimal ponctuel, égal à πu. D’après
I-5b, on en déduit que ă y ąu et ă x ąu ont même dimension. On déduit alors que les inclusions précédentes
sont des égalités :

ă y ąu“ FX ă x ąu“ă x ąu .

La deuxième égalité contredit le fait que x R F . Ainsi, il n’existe pas d’élément non nul dans FX ă x ąu,
donc FX ă x ąu“ t0u .

(c) Soit F un sous-espace stable par u, et G un sous-espace stable par u de dimension maximale tel que F ‘ G

soit directe. Un tel sous-espace existe, car l’ensemble des sous-espaces stables en somme directe avec F est
non vide (il constient t0u) et la dimension de ces espaces est bornée par la dimension de E.
Par I-1b, F ‘ G est alors stable par u. Supposons que F ‘ G ‰ E. Alors la question précédente donne
l’existence de x tel que la somme F ‘ G‘ ă x ąu soit directe. L’espace G‘ ă x ąu est alors stable par u

(toujours d’après I-1b), et de dimension strictement supérieur à G (car on a une inclusion stricte, obtenue
en considérant x). De plus, sa somme avec F est directe. Cela contredit la maximalité du degré de G.
Ainsi, G est un supplémentaire de F , stable par u.
Pour tout sous-espace F stable par u, on a trouvé un supplémentaire de F stable par u, donc u est semi-simple.

3. On suppose dans cette question que πu “ P1 ¨ ¨ ¨Pk, les Pi étant irréductibles unitaires distincts.
(a) Quitte à renuméroter les Pi, on peut se contenter de montrer que KerpP1puqq ‰ t0u.

Si KerpP1puqq “ t0u, P1puq est un automorphisme, donc régulier dans LpEq. L’égalité P1puq ˝ P2puq ˝ ¨ ¨ ¨ ˝

Pkpuq “ 0 se simplifie donc en P2puq˝ ¨ ¨ ¨˝Pkpuq “ 0, ce qui contredit la minimalité du polynôme annulateur
πu. Ainsi, KerpP1puqq ‰ t0u .

D’après la partie I, KerpPipuqq est stable par u. On peut donc considérer l’induit φi de u sur cet espace. On
a alors, pour tout x P KerpPipuqq

Pipvqpxq “ Pipuqpxq “ 0.

Donc Pi est un polynôme annulateur de v. Le polynôme minimal πv de v divise donc Pi qui est irréductible,
donc πv “ 1 ou πv “ Pi. Le premier cas n’est pas possible (cela signifierait id “ 0, ce qui contredit que
KerpPipuqq ‰ t0u). Ainsi, πv “ Pi.
Donc vi a un polynôme minimal irréductible, donc d’après la question 2, vi est semi-simple.

(b) Soit F un sous-espace stable par u. On a alors, d’après IV-2b,

F “

k
à

i“1

pKerpPαi
i puq X F q

Pour tout i P v1, kw, KerpPαi
i puq X F est stable par vi, qui est semi-simple. Cet espace admet donc un

supplémentaire Gi dans KerpPαi
i puq, stable par vi, donc aussi stable par u. On a alors

E “

k
à

i“1

KerpPαi
i puqq “

k
à

i“1

pKerpPαi
i puq X F q ‘ Gi

“

k
à

i“1

pKerpPαi
i puq X F q ‘

k
à

i“1

Gi “ F ‘ G,

où on a posé G “

k
à

i“1

Gi, stable par u d’après I-1b et la stabilité de chaque Gi.

Ainsi, on a bien trouvé un supplémentaire de F stable par u, donc u est semi-simple.
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4. On suppose inversement qu’il existe un irréductible unitaire P de KrXs tel que P 2 divise πu. On note πu “ PQ,
avec Q P KrXs. Soit F “ KerpP puqq. Le sous-espace F est stable par u d’après I-3. Supposons qu’il existe un
supplémentaire S de F stable par u.

(a) Soit x P S. On a alors
0 “ πupuqpxq “ P puq ˝ Qpuqpxq “ P puqpQpuqpxqq.

Ainsi, Qpuqpxq P KerpP puqq “ F . Or, S étant stable par u, il est stable par Qpuq aussi (I-2). Comme x P S,
il vient donc Qpuqpxq P S. On a donc Qpuqpxq P S XF “ t0u, ces deux espaces étant supplémentaires. Ainsi,
Qpuqpxq “ 0 .

(b) Pour tout x P F , P puqpxq “ 0, donc aussi Qpuqpxq “ 0, puisque P est aussi encore facteur de Q par
hypothèse. Pour tout x P S, on a aussi Qpuqpxq “ 0. Ainsi, par linéarité, pour tout x P E “ F ‘ S, on a
Qpuqpxq “ 0, donc Q est un polynôme annulateur de u. Cela contredit la minimalité de P .
Ainsi, KerpP puqq est stable par u mais n’admet pas de supplémentaire stable par u. On en déduit que
u n’est pas semi-simple.

On a donc montré que u est semi-simple si et seulement si son polynôme minimale n’a pas de facteur irréductible
multiple.

Partie VI – Krus-modules et sous-espaces stables

1. L’application φu : KrXs Ñ LpEq définie par φupP q “ P puq est un morphisme d’anneau : on a en effet
φup1q “ idLpEq, φupP ` Qq “ pP ` Qqpuq “ P puq ` Qpuq “ φupP q ` φupQq et φupPQq “ pPQqpuq “

P puq ˝ Qpuq “ phiupP q ˝ φupQq.

Ainsi, l’image de φu est un anneau. Or par définition, Impφuq “ Krus. Ainsi, Krus est un anneau.

Par ailleurs, par définition, Kerpφuq est l’idéal des polynômes annulateurs de u, engendré par πu. En quotientant
par le noyau et en corestreingant à l’image, on obtient donc un isomorphisme d’anneaux KrXs{pπuq » Krus.

2. On a déjà la structure de groupe abélien provenant de la structure d’espace vectoriel sur K. Il reste à vérifier
les propriétés relatives au produit externe :
‚ pP puq ˝ Qpuqq ¨ x “ P puq ˝ Qpuqpxq “ P puqpQpuqpxqq “ P puq ¨ Qpuqpxq “ P puq ¨ pQpuq ¨ xq.
‚ id ¨ x “ idpxq “ x

‚ P puq ¨ px ` yq “ P puqpx ` yq “ P puqpxq ` P puqpyq ` P puqcdotx ` P puq ¨ y

‚ pP puq ` Qpuqq ¨ x “ pP ` Qqpuqpxq “ P puqpxq ` Qpuqpxq “ P puq ¨ x ` Qpuq ¨ x.
Ainsi, toutes les propriétés requises sont satisfaites : E est un Krus-module.

3. Soit M un sous-Krus-module de E. Alors M est par définition non vide, stable par somme, et stable par multi-
plication externe définie comme ci-dessus par un élément de Krus. Les deux autres propriétés étant satisfaites,
il suffit de vérifier que M est stable par multiplication par un scalaire λ de K.
Considérons l’élément λid P Krus. Pour tout x P M , on a alors pλidq ¨ x P M , c’est-à-dire λx P M .
Ainsi, M est non vide, stable par somme et par multiplication par un scalaire λ de K. Donc M est un sous-K-ev de E.
la réciproque n’est pas vraie en général. Supposons que tout sous-K espace vectoriel de u soit un sous-Krus-
module. En particulier, pour tout x P E, la droite Kx est stable par Krus. En prenant u P Krus, on obtient la
stabilité de Kx par u. Ainsi, toute droite est stable par u. En d’autres termes, pour tout x P E, x et upxq sont
liés. Cela ne vous rappelle par quelque chose ?
On en déduit que u est une homothétie . Réciproquement, si u est une homothétie, on a un polynôme annu-
lateur de degré 1 (de la forme πu “ X ´ λ). Ainsi, Krus “ K{pX ´ λq » K (par division euclidienne). Via cet
isomorphisme, la loi externe définie sur Krus coïncide avec celle définie sur K. Ainsi, les notions de Krus-module
et de K-ev coïncident dans cette situation.

4. Soit F un sous-espace vectoriel de E.
‚ Si F est stable par u, il est stable par tout élément P puq de Krus. Ainsi, il est stable par produit externe par

un élément P puq de Krus. Comme par ailleurs, il est aussi stable par somme (en tant que sev) et contient
0, il s’agit bien d’un sous-KrXs-module de E.

‚ Récirpoquement si F est un sous-KrXs-module de E, il est stable par muliplication externe par tout
P puq de Krus, donc en particulier, il est stable par muliplication externe par u, ce qui équivaut à la
stabilité du sev F par l’endomorphisme u.

5. On suppose que πu est irréductible.

22



(a) L’anneau Krus est isomorphe à KrXs{pπuq. On a déjà montré que cet anneau est un corps lorsque πu est
irréductible. En effet, si a est un élément non nul, représenté par un polynôme Q, ce polynôme est premier
avec πu (car leur pgcd divisant πu, il est 1, ou πu, par irréductibilité, ce dernier cas étant impossible, sinon
a serait nul). Soit UQ ` V πu “ 1 une relation de Bezout. On passe dans le quotient : Ua “ 1. Cela prouve
bien l’inversibilité de a.
Donc KrXs{pπuq est un corps, donc Krus est un corps .

(b) En particulier, puisque Krus est un corps, les Krus-modules sont en fait des Krus-ev. Soit alors F stable par
u. F est donc un sous-Krus-ev de E. Puisqu’on travaille ici avec des espaces vectoriels et non seulement des
modules, F admet donc un supplémentaire G en tant que Krus-ev (on est en dimension finie, et même sinon,
on pourrait le faire avec l’axiome du choix). Ainsi, ce supplémentaire est un K-ev muni d’une structure de
Krus-ev donc stable par u et est un supplémentaire de F également au sens des K-ev.
On a bien montré que tout sous-espace stable admet un supplémentaire stable par u.
Ainsi, u est semi-simple.

Partie VII – Endomorphismes cycliques et endomorphismes simples

1. On suppose dans cette question que u est cyclique, et on fixe x P E tel que ă x ąu“ E. Soit F un sous-espace
stable par u.
(a) C’est toujours pareil, il suffit de montrer que I est un idéal de KrXs. La stabilité de F par somme nous

donne facilement la structure de groupe abélien. Si P P I et Q P KrXs, pQP qpuqpxq “ QpuqpP puqpxqq.
Comme P puqpxq est dans F qui est stable par u, donc aussi par Qpuq, on en déduit que pQP qpuqpxq P F ,
donc QP P I.
Ainsi, I est un idéal de KrXs, non nul puisqu’il contient tout polynôme annulateur de u (donc en particulier
πu). Il est donc engendré par un polynôme unitaire D : I “ pDq. De plus, puisque πu P I, on a alors

D | πu .
(b) ‚ Puisque Dpuqpxq P F et F est stable par u, par minimalité de ă Dpuqpxq ąu pour cette propriété, on a

l’inclusion ă Dpuqpxq ąuĂ F .
‚ Réciproquement, si y P F , comme ă x ąu“ E, et par description de ă x ąu (I-5b), il existe P tel que
y “ P puqpxq. Comme y P F , par définition de I (question précédente), on a P P I, et cet idéal étant
engendré par D, il existe un polynôme Q tel que P “ QD. On a alors y “ QpuqpDpuqpxqq Pă Dpuqpxq ąu.
Par conséquent, F Ăă Dpuqpxq ąu.

‚ Les deux inclusions donnent l’égalité ă Dpuqpxq ąu“ F .
(c) Puisque x est fixé, un sous-espace stable est entièrement déterminé par la seule donnée d’un diviseur unitaire

D de πu (en disant cela, on n’affirme pas que le choix de deux diviseurs distincts fournit deux sous-espaces
stables distincts). Comme πu admet un nombre fini de diviseurs unitaires (donné par le choix, pour chaque
facteur irréductible intervenant dans πu, de sa multiplicité, devant rester inférieur ou égal à la multiplicité
totale dans πu), on en déduit qu’il existe un nombre fini de sous-espaces stables par u.

2. On suppose que K est infini. Supposons que E n’admet qu’un nombre fini de sous-espaces stables par u. En
particulier, E n’admet qu’un nombre fini de sous-espaces cycliques de la forme ă x ąu. On note F1, . . . , Fk

les sous-espaces de ce type. Chaque élément x P E appartient à l’un des Fi (car x Pă x ąu, et par définition
ă x ąu est l’un des Fi). Ainsi, E “ F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn.
On a déjà vu en exercice que si K est infini, E n’est pas l’union de sous-espaces vectoriels stricts. En effet,
supposons que les Fi sont des sev stricts. On peut alors considérer x P F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1 tel que x R Fn (sinon,
on a une inclusion, et l’égalité de l’union à E amène Fn, ce qui contredit notre hypothèse). Quitte à supprimer
certains des derniers termes de l’union, on peut supposer que F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1 ‰ E, et on peut faire le même
raisonnement de façon symétrique : il existe y P Fn tel que y R F1 Y ¨ ¨ ¨ Y Fn´1. Considérons alors les vecteurs
x ` ty, pour t P K. Ces vecteurs sont en nombre infini (car K est infini), et sont chacun dans l’un des Fi, qui
sont en nombre fini. Il existe donc au moins deux valeurs distinctes t1 et t2 tels que x` t1y et x` t2y sont dans
le même Fi (principe des tiroirs). On a alors, par différence, pt2 ´ t1qy P Fi, donc puisque t2 ´ t1 ‰ 0, y P Fi.
Cela contredit la définition de y, sauf si i “ n. Mais dans ce cas, puisque x ` t1y P Fn et y P Fn, on obtient
x P Fn, ce qui contredit cette fois la définition de x.
Ainsi, E ne peut pas être une union finie de sous-espaces stricts. On en déduit que l’un des Fi est égal à E.
Or, pour un tel i, par définition des Fi, il existe un vecteur x tel que ă x ąu“ Fi “ E. On en déduit que
u est cyclique.

3. Dans cette question, on souhaite montrer que u est simple si et seulement si son polynôme minimal est irréduc-
tible de degré égal à n “ dimpEq.
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(a) Comme précédemment, πu étant irréductible, Krus est un corps, isomorphe à KrXs{pπuq. Nous avons déjà
eu l’occasion de montrer que les classes de 1, X, . . . , Xd´1 forment alors une base sur K de cet espace.
Ainsi, Krus est un K-ev de dimension d. Soit F un sous-Krus-espace vectoriel de E, de dimension k. Soit
c1, . . . , ck une base de F en tant que Krus-ev. Soit pb1, . . . , bdq une base de Krus en tant que K-ev. La famille
pbicjq est alors une base de F en tant que K-ev. En effet,
‚ elle est génératrice : soit x P F , il existe des éléments λ1, . . . , λk de Krus tels que

x “

k
ÿ

j“1

λjcj .

Comme les λj sont dans Krus et que pb1, . . . , bdq est une base de Krus sur k, il existe, pour tout j P v1, kw,
des scalaires µ1,j , . . . , µd,j tels que

λj “

d
ÿ

i“1

µi,jbi.

On a donc : x “

k
ÿ

j“1

d
ÿ

i“1

µi,jbicj ;

‚ elle est libre : en effet, soit pmi,jq une famille de scalaires de K tels que

0 “
ÿ

pi,jqPv1,dwˆv1,kw

µi,jbicj . “

k
ÿ

j“1

˜

d
ÿ

i“1

µi,jbi

¸

cj .

Les éléments
d

ÿ

i“1

µi,jbi étant dans Krus, par liberté de la famille pcjq sur Krus, on obtient, pour tout

j P v0, kw,
d

ÿ

i“1

µi,jbi “ 0, puis par liberté de pbiq, pour tout j P v0, kw, pour tout i P v0, dw, µi,j “ 0.

Ainsi, la dimension sur K de F est kd, donc divisible par d.
(b) Si πu est irréductible de degré n, tout sous-espace stable F sera donc un sous-Krus-ev de E, donc de

K-dimension divisible par n “ dimE, ceci n’est possible que si F “ t0u ou F “ E. Ainsi, u est simple.
(c) Réciproquement, si u est simple, il est en particulier semi-simple, donc πu n’admet pas de facteur multiple

dans sa décomposition irréductible. S’il admet plusieurs facteurs irréductibles, la décomposition en noyaux
de la question IV-1 fournit une décomposition non triviale de E en somme directe de sous-espaces stables,
ce qui conredit la simplicité de u. Ainsi, πu est irréductible. D’après ce qui précède, son degré d va diviser
n (car E est un Krus-module). Si d ‰ n, E est de Krus-dimension strictement supérieure à 1, donc admet
des sous-Krus-ev stricts non triviaux, correspondant à des sous-ev stricts non triviaux de E stables par u.
cela contredit la simplicité de u.
Ainsi, le polynôme minimal de u est irréductible de degré n.
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