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A. TROESCH

[ DM n°9 : Algebre linéaire }

Corrigé du probléme 1 —

Partie I — Etude d’un endomorphisme de polynéme annulateur donné, et d’un projecteur.

On consideére un endomorphisme f de l’espace vectoriel E vérifiant la relation :
1
fi =3P+ 1+ D, M
1. Etude des puissances de f et de son inversibilité.
(a) L'unicité de (an,bn,c,) provient de 'indépendance linéaire de I, f et f2.

L’existence peut se montrer en effectuant une division euclidienne de X™ par P, o P = X3 — (X2 4+ X +1).
Cela nous fournit deux polynomes Q,, et R,, tels que deg(R,) > 2 et

X" = PQ, + R,.

En notant R, = a, X% + b, X + c,, et en spécialisant en f, il vient :

P =anf? +bof +cnl

(b) On détermine a,, b, et ¢, en évaluant la relation
X" = PQ, + ap X% + b, X + ¢y

en les racines de P. Or, 1 est racine évidente de P, donc on peut factoriser par X — 1 :

P= (X—l)(X2+§X+ %).

On pose
2422 14042
2 3

Ainsi, les racines de P sont 1, a et @. De plus, d’aprés les relations de Viéte, le produit |a|? de ces racines
vaut , donc |a| < 1. Ainsi, a” —0

En évaluant la division euclidienne ci-dessus en 1, a et @, on obtient alors le systéme

1=a,+b,+cy,
a” = apna® + bya + ¢y,
a = and® + bpa + ¢y,
Réciproquement, si a,, by, et ¢, vérifient ce systéme, X™ — PQ,, et a, X% + b, X + ¢, coincident en 1, «

et @, et sont donc égaux par rigidité. L’unicité de la division euclidienne assure alors que le systéme est de
Cramer. Soit A (indépendante de n) la matrice du systéme, et B,, le second membre. La solution s’exprime

donc
2%
by | = A7'B,.
C7L
1
Or, le vecteur B,, admet une limite | 0 | lorsque n — 400. L’expression du produit matriciel assure alors
0
an a 1
que | b, | admet également une limite | b |, égale & A= [ 0 |.
Cn 0



Cette limite est donc obtenue en résolvant le systéme

l=a+b+c
0=aa?®+ba+c
0 =aa@® + ba + c.

Puisque a, b et ¢ sont réels, les deux derniéres égalités sont redondantes, et fournissent deux équations réelles
obtenues en identifiant partie réelle et partie imaginaire :

l=a+b+c l=a+b+c
02—%@—%1)4—0 = <0=-a—-3b+9c
0=—2¥2q+ ¥L2p 0=—2a+3b
On obtient sans difficulté
azé, bzé, c=%.

1 1 1
(¢) D’apres les résultats précédents, ¢ = §f2 + gf + 6]. Calculons goq :

_ Liape 2_ L g 3 2
qoq—36(3f +2f+1) _36(9f +12f° +10f% +4f + 1)
:%(3(f3+f2+f)+12f3+10f2+4f+1)
1

=%(5(f2+f+1)+3f2+3f+10f2+4f+1)=%(18f2+12f+61)=q

Donc ‘ q est un projecteur ‘

(d) Puisque I =3f% — f2— f = f(3f>—f—1)=(3f>— f—1)f, f est inversible, d’inverse

jl=stp 1|

2. Etude du projecteur q.
(a) i. Soit, pour tout n dans N, la propriété P(n): f"(z) = \"x.
e On a f9(x) =id(z) = z = A%, donc P(0) est vraie.
e Soit n € N tel que P(n) soit vraie. On a donc f"(x) = A"z. Par linéarité de f, il vient alors

Fr @) = FO) = A" F() = A" A = A",

I’avant-derniére égalité provenant du fait que x est un vecteur propre de f associé a la valeur propre

A.

Par conséquent, P(0) est vraie, et pour tout n dans N, P(n) entraine P(n + 1). D’aprés le principe de
récurrence, P(n) est vraie pour tout n dans N.
pour tout n € N, f™(z) = \"z. ‘

Par conséquent, x étant toujours un vecteur propre associé & A, on a :

Ainsi,

0= F3(z) - é(fg(x) + f(2) + I(2) = N — %(A% f e ta) = (x“) - %(AQ A+ 1)) ..

Puisque z # 0 (car ¢’est un vecteur propre), on en déduit la relation

1
A3 = 5(/\2+)‘+1)'

ii. Les valeurs propres de f sont donc des racines du polynéme P introduit dans la partie I, polynéme dont

les racines sont 1, « et @. Par conséquent, toute valeur propre A de f vérifie | A € {1, a, @} |

iii. Si f est une homothétie, il existe A € R tel que f = AI (il est nécessaire de considérer uniquement A € R,
et non A\ € C, car E est un R-espace vectoriel). Le réel \ est alors nécessairement une valeur propre de
f. Ainsi, la seule possibilité est A = 1. Donc f = I. Réciproquement l'identité vérifie bien la relation.

Ainsi, | la seule homothétie vérifiant la relation (1) est I'identité f = I. ‘




(b) e Soit z élément de Ker(f — I) n Ker(3f2 + 2f + I). Alors f(z) = =, et
0=3f(f(z)) +2f(x) +x =3f(z) + 2z + x = 6x.
Ainsi, 2 = 0. Par conséquent,
Ker(f —I) nKer(3f% +2f + I) < {0},

et 'inclusion réciproque étant immeédiate, on a ’égalité.
Ainsi, | la somme Ker(f — I) + Ker(3f2 + 2f + I) est directe. ‘
e Analyse :
Soit x € E. Supposons qu'il existe y € Ker(3f2 +2f + I) et z € Ker(f — I) tels que z = y + 2.
En appliquant 372 + 2f + I a cette relation, il vient :

BfF+2f+1)(z) = Bf*+2f +I)(2),

et comme z € Ker(f — I), I(z) = f(z) = f?(z) = 2, donc
62 = 3f%(z)+2f(z)+x  donc: z= é(3f2(x)+2f(x)+x) puis: y=z—z= é(Bx—2f(x)—3f2(x)).

e Synthése : Réciproquement, soit x € E. Posons

z:%(3f2(x)+2f($)+$) et y=é(5x72f(fﬂ)*3f2($))v

et vérifions que ces valeurs conviennent : On a :
¥ x=Y+ 2
o (F=1)(2) = 2BF@) — 37%(w) + 27%() — 27(@) + [(@) ~ 2) = £(3F(@) — 2(w) ~ (&) —2) =,
d’apres la relation (1). Ainsi, z € Ker(f — I).
# (3f2 +2f + I)(y) = 0 par un calcul du méme accabit. Ainsi y € Ker(3f2 + 2f + I).
On a bien prouvé l'existence de y € Ker(3f% + 2f + I) et z € Ker(f — I) tels que x = y + z. Ainsi

E cKer(3f* +2f + I) ®@Ker(f — I).

L’inclusion réciproque étant immédiate, on a bien : ’ E=Ker(3f* +2f + I)®@Ker(f —I) ‘

e Par définition de ¢, ‘Ker(3f2 +2f 4+ I) =Ker(q) ‘
e Par ailleurs, soit y € Ker(f — I), donc f(y) = y. On a alors

aly) = 5BS2(0) +2f() +v) = .

Ainsi, y € Im(q). Par conséquent, Ker(f — I) < Im(q).
Or, Ker(q) et Im(q) sont supplémentaires I'un de ’autre (car ¢ est un projecteur, mais en fait I’égalité que
cela donne sur les dimensions, issue du théoréme du rang, est suffisante), ainsi que Ker(q) et Ker(f —1I).
On en déduit que

dim(Ker(f —I)) = dim(Im(g)),

et comme on a une inclusion, on en déduit que ‘ Im(q) = Ker(f — 1) ‘

e Ainsi,

q est la projection sur Ker(f — I) parallélement a Ker(3f2 + 2f + I). ‘
Soit y € Im(f — I). Il existe donc x € E tel que y = (f — I)(x). On a alors

—
o
~
[ ]

BfA+2f+Dy) =GB +2f + D(f —D(x) = Bf° = f* — [~ D)(z) =0,

d’aprés la relation (1). On en déduit que y € Ker(3f2 + 2f + I).
Ainsi, Im(f — I) < Ker(3f2 + 2f + I).
e De méme que dans la question précédente, le théoréme du rang et la supplémentarité de Ker(3f2+2f+1)
et Ker(f — I) aménent :
dim(Im(f — 1)) = dim(Ker(3f% + 2f + I)).

L’inclusion et I’égalité des dimensions améne ’ Im(f —1I)=Ker(3f2+2f +1) ‘




Partie IT — Etude des solutions de (1)

1. On suppose dans cette question que dim Ker(3f% + 2f + 1) > 0.
e Soit e; un vecteur non nul de Ker(3f? + 2f + I), et soit (A, 1) € R? tels que Aey + puf(e1) = 0.
Siu # 0, alors f(eg) = Ae;, et donc e; est un vecteur propre, associé a une valeur propre réelle. La seule
valeur propre réelle étant 1, on en déduit que e; € Ker(f — I). Ainsi

e1 € Ker(f —I) nKer(3f2 +2f + I) = {0}.

Cela contredit ’hypothése ey # 0.

Ainsi, p = 0, puis A = 0. Donc ‘ (e1, f(e1)) est une famille libre. ‘
e De plus, f(e1) € Ker(3f2 +2f + I). En effet, 3f2(e;) + 2f(e1) + e = 0, donc en appliquant f :

BfF+2f +I)(fer)) = 3f%(er) + 2f(e1) + fler) = fo B +2f + I)(e1) = 0,

car e1 € Ker(3f2 +2f +I). Ainsi, | f(e1) € Ker(3f> +2f + 1), |
e Il en résulte que (eq, f(e1)) est une famille libre de cardinal 2 de Ker(3f2 + 2f + I), d’ou :

‘ dimKer(3f% +2f + 1) > 2‘

2. On suppose dans cette question que m = 2.
D’aprés la question précédente, la dimension de Ker(3f2 + 2f + I) est soit 0, soit 2 (ne pouvant pas étre plus
grande) Comme Ker(3f2 + 2f + I) et Ker(f — I) sont supplémentaires dans E de dimension 2, on obtient les
2 cas suivants :

e | Premier cas : dim Ker(3f% +2f + 1) = 0 et dim Ker(f — 1) = 2. ‘

Alors, Ker(f — I) = E, donc, Vo € R?, f(z) = x. Ainsi, f = I.

1
La matrice de f dans une base quelconque de R? est (0 (1)>

Deuxiéme cas : dim Ker(3f% +2f + 1) =2 et dim Ker(f —I) = 0.‘

Alors E = Ker(3f2+2f +1). Soit e; un vecteur non nul quelconque de E = Ker(3f2+2f+1), et e = f(e1).
Alors, d’aprés la question III-1, (e, e3) est une famille libre, donc (puisque E est de dimension 2) une base
de R2. De plus :

* fle1) = e2

x flez) = f2(er) = —3(2f(e1) —e1) = —%e1 — Zen.

_1
Ainsi, la matrice de f dans la base (e, es) est | M = (O %)
3

3. On suppose dans cette question que Ker(3f% + 2f + 1) > 2.
Soit ez un vecteur de Ker(3f2 +2f +I) tel que la famille (eq, f(e1), e2) soit libre. On peut trouver un tel vecteur
puisque Ker(3f2 + 2f + I) est de dimension au moins 3 (on peut compléter la famille libre (eq, f(e1)) en une
base, donc en particulier trouver un troisiéme vecteur linéairement indépendant des deux premiers).
Supposons que la famille (eq, f(e1), ez, f(e2)) n’est pas libre. Alors il existe A1, A2, Az, A4 non tous nuls tels

que :
Aer + )\Qf(el) + Ageo + )\4f(62) = 0.

Puisque (e, f(e1), e2) est libre, on a nécessairement Ay # 0. Quitte a diviser Iidentité par —\4, on peut supposer
que Ay = —1, donc que :
f(eg) = \je1 + )\gf(el) + Azes.

En appliquant 3f, il vient :
3f2(62) = 3/\1f(€1) + 3)\2f2(61) + 3)\3f(62).

Comme e; et es sont dans Ker(3f2 +2f + I),

*2f(62) — €9 = 3)\1f(61) — 2/\2f(61) — Aoge1 + 3/\3f(€2),

d’ou :
(—3)\3 — 2)f(62) = —)Xge; + (3/\1 - 2>\2)f(€1) + ea.



En comparant a la relation initiale donnant f(e2) en fonction de e, e et f(eq1), il vient :

(3)\3 + 2)f(€2) = \ge1 + (2)\2 — 3/\1)f(61) — ey = /\1(3)\3 + 2)61 + )\2(3)\3 + 2)f(€1) + )\3(3)\3 + 2)62.

Par liberté de (e1, f(e1), e2), la décomposition ci-dessus est unique, donc

Ao — A\ (3\3 +2)
(2 —3M\1) = Aa(3Xs +2)
-1 = )\3(3/\3 + 2)

De la derniére équation, on tire 3A3 + 23 + 1 = 0, et comme le polynome 3X2 + 2X + 1 n’admet pas de racine
réelle, on aboutit & une contradiction.

Ainsi, ‘la famille (eq, f(e1),es, f(e2)) est libre. ‘

Le méme argument que dans la question III-2 permet de montrer que f(es) € Ker(3f2 + 2f + I), donc on a
trouvé une famille libre de cardinal 4 de Ker(3f2 + 2f + I). Ainsi,

| dimKer(3/% +2f + 1) > 4]

4. On suppose dans cette question que m = 3.

Puisque m = 3, Ker(3f2 + 2f + I) est de dimension au plus 3. D’aprés les questions ITI-1 et III-3, les seules
dimensions possibles sont 0 et 2; comme dans la question III-2, les dimensions correspondantes de Ker(f — I)
sont respectivement 3 et 1.

Premier cas : dim Ker(3f2 +2f + 1) =0 et dim Ker(f —1I) = 3.‘

1 00
Alors f = I et la matrice de f dans une base quelconque de R3est| {0 1 0 |.
0 0 1

Deuxiéme cas : dim Ker(3f2 +2f + 1) = 2 et dim Ker(f — 1) = 1.|

Soit by = e; € Ker(3f2+2f+1), et soit by = f(ey). Alors, (b, ba) est libre, donc une base de Ker(3f2+2f+1)
pour des raisons de dimension. Soit b3 un vecteur non nul de Ker(f — I) (donc une base de cet espace de
dimension 1). Comme E = Ker(3f? +2f + I) ®Ker(f — I), la famille (b1, ba, b3) est une base de E. Comme
dans la question III-2, f(by) = by et f(b2) = f?(b1) = —1by — 2by. De plus f(bs) = bs. Ainsi, la matrice de
f dans la base B = (b1, bs,b3) est :

wlNw|—

Matg(f) =

0

O = O

0
0
1

5. De méme, si m = 4, les dimensions possibles de Ker(3f2 4+ 2f + I) sont 0, 2 ou 4. Ainsi :

Premier cas : dim Ker(3f2 +2f + 1) =0 et dim Ker(f —1I) = 4.‘

Alors f = I et la matrice de f dans une base quelconque de R? est

o = O O
— O O O

o O O
o O = O

Deuxiéme cas : dim Ker(3f% + 2f + 1) = 2 et dim Ker(f —I) = 2.‘

Soit by = e; € Ker(3f2 + 2f + I), et soit by = f(e1). Alors, (b1, bs) est une base de Ker(3f2 + 2f + I). Soit
(b3,b4) une base de Ker(f — I). Alors B = (b1, ba, b3, by) est une base de R*, dans laquelle la matrice de f
est :

0 —3 0 0
1 -2 00
0 0 01

Troisiéme cas : dim Ker(3f2 +2f + I) = 4 et dim Ker(f —I) = 0. ‘On peut alors trouver (eq, e2) € Ker(3f2+

2f + I) tel que B = (eq, f(e1),ea, f(e2)) soit une base de E. Comme dans les cas précédents, on a



[f]s =

oS O = O

Soit k tel que 2k < dim Ker(3f2 + 2f + I).

Supposons qu'il existe (eq, . .., ex) tels que (e1, f(e1), ..., ek, f(ex)) est une famille libre de Ker(3f2+2f +1).
D’aprés le théoréme de la base incompléte, on peut compléter cette famille libre en une base de Ker(3f2 +
2f + 1) (par ajout d’au moins un vecteur, puisque 2k < dim(Ker(3f2 +3f +I)). Soit ey, 1 I'un des vecteurs
ajoutés de le sorte. Alors ‘ (e1, f(e1),... ek, f(ex), exr1) est une famille libre de Ker(3f2 + 2f + I). ‘

On raisonne comme en I11-3 pour montrer la liberté de (eq, f(e1),..., ek, f(ek), €xt+1, f(€rt1))-

On commence par une remarque qui simplifiera un peu les expressions :
si  est dans Vect(eq, f(e1),. .., ek, f(ex)), alors f(z) aussi (immédiat en utilisant la relation (1)).
Notons F = Vect(e1, f(e1),...,ex, f(er))
Supposons que la famille (eq, f(e1),...,ex+1, f(ex+1)) n'est pas libre. Alors, (eq, f(e1),-.-,ex, f(er), €r+1)
étant libre, en procédant comme en III-3, il existe un vecteur x € F et un réel A tels que
flexs1) =+ Aekt1.-

Il vient alors

3f*(ens1) = 3f(x) + 3Af(erta), donc: —2f(ex+1) — er+1 = 3f(z) + 3Af(exrt1).
On obtient donc :
(BA+2)f(ex+1) = —ex41 — 3f(2),

puis, en utilisant le relation initiale,
BA+2)z + BN+ 2)degr1 = —3f(z) — ept1.

Comme (e, f(e1),..., ek, f(ex),exs1) est libre, F' et Repiq sont en somme directe, d’ott 'unicité d’une
décomposition en somme d’un élément de F' et d’un élément de Reg,1. Comme z et f(z) sont dans F', on
en déduit que

(BA+2)x = —3f(x) et BA+2)A=-1.
De la deuxiéme équation, on tire 3A2 + 2\ + 1, ce qui est impossible, le polynéme 3X?2 + 2X + 1 n’ayant pas
de racine réelle.
Ainsi, ‘la famille (e, f(e1),. .., ek, f(ex), ex+1, f(ex+1)) est libre. ‘

Le méme raisonnement que déja fait montre que f(ep,1) est un élément de Ker(3f2 +2f + I), donc il s’agit
d'une famille libre de Ker(3f2 + 2f + I).
On peut donc grossir la famille libre précédente de deux en deux tant qu’on n’atteint pas la dimen-
sion de Ker(3f% + 2f + I). On obtient de la sorte une famille (e1, f(e1), €2, f(€2),...,€q, f(eq)), OU ¢ =
|2 dimKer(3f2 + 2f + I) + 1|. En effet, on a alors

2(q — 1) < dimKer(3f3 + 2f + I,

donc on peut bien continuer la construction jusqu’a ce stade.
Si dim Ker (32 +2f +I) est impair, alors 2¢ > dim Ker(3f2 +2f + I), d’oi1 une contradition avec le cardinal
de la famille libre trouvée dans la question précédente.

Ainsi, | dim Ker(3f% + 2 + I) est pair.|

Dans ce cas, 2¢ = dim Ker(3f2 + 2f + I), donc la famille libre de la question précédente est de cardinal
maximal, donc : ‘ (e1, f(e1),...,eq, f(eq)) est une base de Ker(3f% + 2f + I). ‘

7. Considérons (by, ..., bay,) = (e1, f(€1),...,eq, f(eg)) la base de Ker(3f% +2f + I) trouvée plus haut. Alors, pour
tout i € [17(]], f(bgi_l) = bgi et f(bgz) = 7%1)21'_1 - %bzi Soit (b2q+1, ey bm) une base de Ker(f - I) Alors la
matrice de f dans la base B = (by,...b,,) est la matrice diagonale par blocs :

A, 0 ... 0
o |0
A, 0
0 0 I




8. Réciproquement, soit M la matrice de la question précédente. Alors, d’aprés les régles de produit matriciel par
blocs, si P(X) =3X3 — X2 - X —1,

P(A;) O 0
pan=| "
: P(4,) 0
0 0 P(I)
0 -1
Or, un calcul rapide montre que la matrice A = ( 1 %) vérifie la relation P(A) = 0, donc on obtient
3

finalement | 3M?3 = M2 + M + I.

Corrigé du probléme 2 — Théoréme de Gerstenhaber (Mines-Ponts MP 2020, 3h)

Partie I — Généralités sur les endomorphismes nilpotents

1. Soit u € N(E). D’aprés le résultat admis avant le probléme, il existe une base B de E telle que Matg(u)
soit triangulaire supérieure stricte. Notons 1" cette matrice. Alors, pour tout k € N*, T* est encore triangulaire
supérieure stricte, donc tr(7%) = 0. Par ailleurs, la représentation matricielle des endomorphismes transformant
composition en produit matriciel, Matg(u*) = T*.

Ainsi,

Vk e N*, |tr(u®) = tr(T%) = 0,

puisque tous les coefficients diagonaux sont nuls.
2. e Pour commencer, le cours nous assure que ¢ = Matg est un isomophisme de L£(E) sur Matg. De plus,
n(n—1)
—5
puisque Nz = ¢~ 1(T;F T (R)), on en déduit que N est un sous-espace vectoriel de £L(E), de méme dimension
que TFT(R).
e De plus, les matrices de T, " (R) sont nilpotentes, de nilindice au plus n. Ainsi

T+ (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension engendré par les E; j, i < j). Ainsi,

Vu e Ng, Matg(u™) = Matg(u)" = 0.

On en déduit que u™ = 0. Par conséquent, les endomorphismes de Az sont tous nilpotents.

—1
e On en déduit que N3 est un ‘ sous-espace vectoriel nilpotent ‘ de L(E), et que sa dimension vaut n(nT) .
3. e Clairement, puisque Nz c N (FE),
{v(u) | |lueNg} = {v(u) |[ueNs}.
e D’aprés le cours (soit en considérant une famille (z,u(z),...,u”(~1(x)) libre, soit en remarquant que le

polynéme minimal X*(*) ne peut pas excéder n, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton), on sait que
v(u) € [1,n]. Ainsi,
{v(u) |||ueNg}c[l,n].

e Enfin, la matrice

01 0 0
0 0

Ty = S
0 0 1
00 - 0 0

est nilpotente d’indice de nilpotence n. Soit k € [1,n]. On peut alors considérer la matrice diagonale par

blocs définie par :
J. 0
M = .



Ainsi, pour tout £ € N,
_ (7 0
M= ( ; Onk) .

La matrice Ji étant nilpotence d’indice k, il en est donc de méme de la matirce M.
L’unique endomorphisme u € L(F) tel que Matg(E) = M est alors également nilpotent d’indice k, et est
un élément de Np.
On en déduit que [1,n] < {v(u) | |ue Nz}
e Des 3 inclusions ci-dessus, on déduit, par transitivité, que

| {v(w) | we Ns} = {v(u) [ue N(B)} = [1,n] ]

4. Soit = et y et p = q tels que uP(z) = ui(x) = 0 et tels que (uP~*(z),u?"1(y)) soit libre. Supposons que
(x,u(x), ..., uP~ (), y,u(y),...,ut" (y)) soit lice, et considérons des scalaires non tous nuls tels que

p—1 q—1
Z Mo () + 2 pru®(y) = 0.
k=0 k=0

e Si tous les \; sont nuls, 1’égalité précédente contredit la liberté de la famille (uk(y))ke[[07q_1ﬂ, provenant de
la question 2.
e De méme, les yg ne peuvent pas étre tous nuls.
e Soit donc k; l'indice minimal tel que Ax, # 0, et kg I'indice minimal tel que pg, # 0.
e Siky+p—1—k >q—1,doncsiks >k +q— p, alors, en appliquant uP~!=*1 3 la relation, presque tous
les termes s’annulent et on obtient :
g, uP 1 (z) = 0,

ce qui contredit Ay, # 0 et uP~1(x) # 0.

e De méme si ko < ky +qg—pie sik; +qg—1—ky > p— 1. La symétrie des roles de = et y améne une
contradiction sur ug, ('inégalité entre p et ¢ ne sert a rien dans ce raisonnement, elle a été posée en vue de
simplifier un éventuel raisonnement itératif, que je trouve plus délicat a rédiger, personnellement).

e Si ky = ky + q — p, alors en appliquant «P~'~*1, on obtient cette fois une relation non triviale

)\klup_l(x) + /'Lkzuq_l(y) = 07

qui contredit la liberté de (uP~1(x),ud"1(y)).
Alnsi, ‘ la famille (z,u(x),...,uP~1(x),y,u(y),...,ui" (y)) est libre ‘

5. Soit u est nilpotente de nilindice p > max(2,n — 1) :

e Puisque p > 2, Im(uP~1) < Im(u) et puisque u? = 0, Im(uP~!) = Ker(u).
Ainsi, Im(uP~1) < Im(u) N Ker(u).

e Supposons par 'absurde que dim(Im(u) n Ker(u)) # 1.
Il existe z € E tel que u?~!(z) # 0. Puisque u? = 0, on en déduit que u?~!(z) € Ker(u). Puisque p — 1 > 1,
uP~1(x) € Im(u). On a donc uP~1(x) € Im(u) N Ker(u) et est non nul. Ainsi, Im(u) N Ker(u)) # {0}. Par
hypothése, cet espace est alors de dimension au moins 2, et il contient un vecteur z tel que (uP~1(z), 2) soit
libre. Puisque z € Im(u), on dispose de y tel que u(y) = z, et comme z € Ker(u), u?(y) = 0. En appliquant
la quesiton 4 aux vecteurs x et y, on obtient une famille libre de cardinal p + 1 > n ce qui est impossible.

Ainsi, ‘dim(lm(u) N Ker(u)) =1 ‘
e On déduit des deux points précédents que rg(uP~1) < 1. De plus, puisque uP~! # 0, dim(Im(u?~1)) > 1.

Les deux espaces étant de dimension 1, on en déduit alors que

‘Im(up’l) = Im(u) N Ker(u) ‘ et rg(uP=1) =1}

Partie IT — Endomorphismes de rang 1 d’un espace euclidien

On considere ici un espace vectoriel euclidien (E,{—,—)). Etant donné a € E et x € E, on notera a ® x application
de E dans lui-méme définie par :
Vze E, (a®x)(z) ={a,2)-x.

6. On fixe z € F\{0}.



e Montrons d’abord que a — a ® x est a valeurs dans L(F). Soit (y,z) € E et A € R. On a alors
(a®@x) Ay + 2) ={a, \y+ z) - = Aa,y)-x +{a,z) -z,
par bilinéarité du produit scalaire. Ainsi,
(@®z)(Ay +2) = Ma®z)(y) + (e ®)(y),

ce qui prouve bien la linéarité de a ® z, qui de plus, est clairement définie de E dans E. Ainsi, a®x € L(E).
e Par ailleurs, par définition de ¢ ® z, Im(a ® ) < Vect(x). On en déduit que 'application @ : a — a ® x est
bien définie de F dans £, = {u € L(E), Im(u) c Vect(x)}.
De plus, on s’assure facilement que £, est bien un sous-espace vectoriel de L(E), puisqu’il contient 0, et que
Vect(x) est stable par combinaison linéaire (donc si w et v ont leur image dans Vect(x), toute combinaison
linéaire de u et v aussi).
e Montrons que ® est linéaire. Pour cela, soit (a,b) € E, et A € R. Pour tout z € E,

D(a+A)(2) = ((a+A)®x)(2) ={a+ b, z) -z ={a,z) - x + A, z) -z =D(a)(z) + A\D(b)(2).

Par conséquent, ®(a + Ab) = ®(a) + A®(b). On en déduit que ¢ € L(E, L), avec les notations introduites
ci-dessus.
e Montrons que ® est injective. Pour cela considérons a € Ker(®). On a alors, pour tout z € R,

{la,zy-x =0 donc: {a,z)y = 0.

On en déduit que a € E+ = {0}, donc a = 0. Ainsi, Ker(®) = {0}, et on peut conclure que ® est injective.

e Enfin, on remarque que £, est isomorphe (par la corestriction) a L(E, Vect(z)), qui est de dimension n-1 = n.
Ainsi, ® étant une application linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie, on
en déduit que ‘ ® est un isomorphisme ‘

7. Soit B = (x1,...,x,) une base de F telle que 1 = x. Une telle base existe d’aprés le théoréme de la base
incompléte.

Puisque x = x1, par définition de a ® x, on obtient une description assez simple de sa matrice :
{a,z)y {La,zay ... {a,xn)

0 : 0
Matg(a ® ) =

On en déduit que ‘ tr(a®z) = {a,z) ‘

Partie IIT — Deux lemmes
L’objectif de cette partie est d’établir les deux lemmes suivants :

e Lemme A. Soit u et v dans V. Alors tr(u*v) = 0 pour tout entier naturel k.
e Lemme B. Soit « € V*\{0}. Si K(V) < Vect(x) + Vz, alors v(z) = 0 pour tout v dans V.
On se donne deux éléments arbitraires u et v de V.

8. Soit k € N* et u,v € V. Attention & ne pas utiliser la formule du binéme ici, les endomorphismes ne commutent
pas nécessairement !
e Montrons I"unicité (sous réserve d’existence). Si on dispose de deux familles d’endomorphismes ( fék), cee ,gk))

et (g(()k), . ,g,(ck)) vérifiant la relation de 1’énoncé, alors, pour tout t € R,

k k
ip(k) _ i (k)
;})t f; ;})t 9",
En particulier, en se fixant une base B de E, pour tout ¢ € R,
k k
>, tMats(f") = 37 t'Mats(gf"),
i=0 i=0
et donc

k
S (Mats(£7) — Mats (o)) = 0
i=0



Ainsi, en considérant cette identité matricielle coefficient par coefficient, chaque coefficient est un poly-
néme s’annulant sur tout R, donc ses coefficients sont tous nuls (c’est le polynéme formel nul, par rigidité

polynomiale).

On en déduit que les matrices Matg(fi(k)) —

Matg(f*) = Mats(g"

))

Cela prouve bien de la famille recherchée.

e On montre 'existence par récurrence sur k € N*,
x Pour k = 1, il suffit de poser fél) =u et f(l) = .
* Supposons la propriété satisfaite & un rang k € N* donné. Soit (f;
récurrence, vérifiant :

Alors

(u+ tv)* =

11 suffit donc de poser

u-l—tv

=0
k

=0

k
(u+tv)o Z tifi(k)

=0

(k+1)
o =

o 1]

(k k)
FERD — o £

)

qui sont bien des endomorphismes de F.

# Le principe de récurrence permet de conclure & l’existence d’une telle famille.
=uo f(k) et l'initialisation f(l)
= S5 (

e La relation fékH)

ke N* | £ =

e On montre par récurrence sur k € N* que

puis:

k
= Z tiu o fl-(k) + Z tlyo fi(k)

Vie[1,k],

f(’f) -

R

=9;

(k).

Matlg(ggk)) sont toutes nulles, donc que pour tout i € [1, k],

fournis par hypotheése de

R Z tituo f +vo fE) + t+ 1y o f

plEHD)

o fi(k) +wvo fl(f)l )

= w ameénent, par une récurrence triviale, pour tout

x L’initialisation provient du fait, observé dans la question précédente, que fl(l) =0

x Soit k tel que la relation soit vérifiée pour ffk)

précédente,

k+1
S

k—1

=0

5

k k
A +vo £

ui+1vuk717i +ou
k

k

x D’apreés le principe de récurrence, on en déduit que pour tout k € N*,

10
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9. u et v sont deux endomorphismes nilpotents, éléments de V. Comme V est par définition un sous-espace vectoriel

10.

11.

de L(F), u + tv € V, donc aussi nilpotent. Par définition de p, le nilindice de u + tv vérifie

viu+tv) <p.

On en déduit que (u + tv)? = 0, et donc pour tout i € [0, p], fi(p) = 0, par unicité de la décomposition.
En particulier,

p—1
Z uzvup—l—z _ ffp) =0l
1=0

e Puisque V est un espace vectoriel, pour tout ¢t € R, u + tv € V. Ainsi, d’aprés la question I-4,

tr((u + tv) 1) = 0.

e Ainsi, par linéarité de la trace pour tout ¢t € R,

k+1
0= 2 tier(f ) = 0.

Par rigidité polynomiale, on en déduit que pour tout ¢ € [0, k + 1], tr(fi(kﬂ)) =0

En particulier,
f(kH) Z tr(ulou® ).

Par propriété de commutation interne de la trace, on en dedult que

k
0= Z tr(ufv) = (k + 1) tr(uFv).
i=0

Ainsi, | tr(ufv) = 0.

Pour tout t € R, (u + tv)P~1(y) € K(V), par définition de cet espace (puisque u + tv € V). Ainsi, d’aprés la
question 1(b), | f77V (y) e K(V)

De plus, V étant de nilindice générique p, (u + tv)? = 0 et donc fl(p) =
Ainsi, d’apres la relation obtenue dans la question 2(a),

O:uofl(pfl) +Uofép71).
On en déduit que
—1 _
({7 () + o () = 0.
Soit alors z € Im(uP~1t) et y tel que x = uP~1(y). Alors

v(z) = v~ (y)) = —u( /" (y).

D’apreés le premier point, il vient donc ‘ v(z) € u(K(V))

| et ceci pour tout x € Im(uP~1).

12. Soit z € V*\{0} tel que K(V) < Vect(z) + Vx. On choisit u € V tel que = € Im(uP~1).

e Soit € K(V). On montre par récurrence sur k € N qu’il existe A\ € Ret y, € K(V) tels que y = Mgz +u”(yz,).

* Pour k = 0, il suffit de prendre A\, = 0 et yx = y.
# Soit k € N. On suppose qu’on dispose de A\; € R et de y; € K(V) tels que

Y= M\T + uk(yk).
Par hypotheése, on a donc yi € Vect(x) + V. Il existe donc v € V et A € R tels que
y = M\ + uF(\z + v(x)).
Or, puisque = € Im(u?~1), u(z) = 0, donc u*(x) = dx gx. Par conséquent,
y = (A + 0k oMz + uf (v(z)).

D’aprés la question 4, v(x) € u(K(V)), et on en déduit que u*(v(z)) € u* (K (V)). On dispose donc de
Yr+1 € K(V) tel que u*(v(z)) = uF 1 (yg41). En posant A\py1 = Ak + k02, il vient donc :

Y = Ap12 + ukH(ka) , Uks1 € K(V).
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x D’apreés le principe de récurrence, on en déduit le résultat voulu.
En particulier, pour k > p, on obtient y = A\xx, et donc y € Vect(z).

Puisque y a été choisi arbitrairement dans K (V) on en déduit que ‘ K (V) < Vect(z) ‘

Soit dans un premier temps v € V tel que vP~1 # 0. Ainsi, il existe z tel que vP~1(z) # 0. D’aprés la question
précédente, vP~1(2) € Vect(z)\{0}. Soit donc A # 0 tel que

VP (z) = A

Comme v? = 0, il en résulte que Av(z) = 0, et puisque A # 0, .
On considére maintenant v € ¥V quelconque. Soit y € E tel que uP~1(y) = z. Alors, avec les notations de
2(a), fP7V(2) # 0, donc d’apres 1(a), I'égalité

k
Ytz =0
=0

ne peut étre vérifiée que pour un nombre fini de valeurs de ¢. Il en résulte qu’il existe ¢ € R\{0} tel que
(u + tv)P~1(2) # 0. Soit un tel réel t. L’application u + tv est donc dans V et est de .

D’aprés la question 5(b), on en déduit que u(z)+tv(z) = 0, donc que tv(z) = 0, et puisque ¢ # 0, m

C’est bien ce qu’il fallait montrer pour obtenir le lemme B.

Partie IV — Démonstration du théoréme de Gerstenhaber

13. On introduit deux applications :

e &:V — E, définie par ®(v) = v(z);

e U: W — L(H), définie par ¥(u) = 7w o u.
La linéarité de ® est évidente, et W = Ker(®), et Vo = Im(®P). Ce sont donc des sous-espaces vectoriels
respectifs de V et de F
En particulier, W étant un espace vectoriel, cela permet de justifier que ¥ est une application linéaire (linéarité

évidente). De plus, Z = Ker(¥) et V = Im(¥). Ce sont donc des sous-espaces vectoriels respectifs de W et de
L(H).

14. En appliquant le théoréme du rang a ® et a ¥, il vient alors :

15.

dimV = dim(Vz) + dim(W) = dim(Vz) + dim Z + dim V

e Pour tout u € Z, rou = 0, donc Im(u) < Vect(x). On en déduit que Z < F, ou F est 'espace introduit

dans la partie III.
Or, ¢, : a — a® x est un isomorphisme de E sur F' d’aprés 111-3. Soit L = ¢ 1(Z). On a donc

Z-ler [acl)] o [Gmi-dwz]

puisque ¢, est un isomophisme.

e Puisque (a x z) € W, en particulier, c’est un élément nilpotent. On déduit de III-5 et I-4 que

{a,z) =tr(a®x) = 0.

Ceci étant vrai pour tout a € L, .

16. SoitueV et ae L.

e Puisque (a ® z) € V, il découle du lemme A que

tr(u(a®x)) = 0.

La question III-5 permet alors d’affirmer que {(a,u(z)) = 0. Ainsi, u(x) € Lt. Ceci étant vrai pour tout

ueV, [Vec L]

e Plus généralement, pour k > 1, tr(u*(a ® z)) = 0 d’aprés le lemme B, donc on obtient de méme avec I1I-5

que | u*(z) € Lt | Cela reste vrai pour k = 0 d’aprés la question 2.
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17. e Supposons qu’il existe A € R* tel que Az € Vz. Ainsi, il existe v € V tel que
v(z) = Az, puis: vP(x) = NP,

Comme vP(x) = 0 et x # 0, cela impose AP = 0, ce qui n’est pas possible puisqu’on a supposé A € R*.
Ainsi, pour tout [ € R*, .

e Par conséquent, Vect(x) n Vo = {0}, et la somme Vect(x) @ Vz est directe.
Puisque L est un sous-espace vectoriel de E, et puisque Vect(z) et Vz sont inclus dans L+, on a

Vect(z) ® Vz < L+

e On a donc
dim(Lt) = dim(Vect(z) @ V) = dim(Vect(x)) + dim(Vz) = 1 + dim Vz.

De plus, puisque E est de dimension finie, L est un supplémentaire de L dans E, et

dimL + dim Lt =n

Par conséquent, en combinant les deux inégalités, ‘ dimVz+dimL <n-—1 ‘

18. e Soit u € W. Montrons par récurrence sur k € N* que pour tout z € H, u*(z) = 7(u*(z)).
* L’initialisation découle de la définition de w.
 Soit k € N*. Supposons que pour tout z € H, u"(z) = n(u*(z)). Alors

T (2) = mouomouk(2).
Puisque H @ Vect(z) = E, il existe h € H et A € R tel que

uF(2) = h + Mz
On a alors o u(x) = h, et d'un autre c6té, puisque u(x) = 0,

uF 1 (2) = u(h) = uomouf(z).

Ainsi, on obtient bien

7" (2) = mouf T (z) |

e Puisque u est nilpotente, on en déduit alors que @ ’est aussi. Ainsi, } est un sous-espace vectoriel de £(H).

C’est donc un

sous-espace nilpotent de L£(H) ‘

_ —1)(n -2
19. Par hypothése de récurrence, dim(V) < w Ainsi d’aprés les questions V-1, V-2 et V-5 :
-1 -2 -1
dim(]}) < %_A’_n_l: % i

Cela achéve la premiére partie de I’hérédité de la récurrence entamée en début de partie IV. Il faut encore
étudier le cas d’égalité pour pouvoir conclure.

n(n —1)

—

20. Les inégalités de la question précédente doivent donc étre des égalités, ainsi :

Dans toute la suite du probléme, on suppose que dim) =

(n—1)(n—-2)

dimV = 5 ' et dim(Vz) +dim Z =n — 1.

Cette derniére égalité implique
dim(Vect(z) ® Vx) + dim L =n

Comme de plus, Vect(z) @ Vr Lt et dim L+ < n — dim L = dim(Vect(z) @ V), on déduit que

Vect(z) @ Vo = L*

13



21. e Par hypothése de récurrence, V est isomorphe & un espace de matrices triangulaires supérieures strictes
d’ordre n — 1, contenant notamment la matrice de Jordan de nilindice n — 1. Ainsi, le nilindice générique
de V est égal & n — 1 et minore le nilindice générique de V. On en déduit que le nilindice générique de V est
‘supérieur ouégalan—1 ‘

e Supposons que Vz = {0}. Soit B’ = (ba,...,b,) une base de H dans laquelle les éléments de V sont
représentés par une matrice triangulaire stricte (possible par HR). On pose by = x et B = (by,...,by).
Puisque v(b1) = 0 pour tout v € V (du fait de notre supposition sur Vz), la construction faite en I-2 et I-3
est valide, et la représentation de tout v € V dans la base B est triangulaire supérieure stricte.

Compte tenu du résultat de la question 21, il ne nous reste plus qu’a établir que l'on peut choisir le vecteur x de telle
sorte que Vr = {0}.

On choisit x dans V*\{0} (I’ensemble V* a été défini dans la partie III). On note p le nilindice générique de V, et on
fite uw eV tel que x € Im(uP~1). On rappelle que p = n — 1 d’aprés la question 21.

22. e Puisque v(z) # 0, v(v) = 2, donc p > 2.
e Si Im(vP~1) = {0} le résultat est trivial.
e On peut donc supposer que Im(vP~1) # {0}. Ainsi, v est de nilindice égal & p > max(2,n — 1). D’aprés
la question II-5, rg(vP~!) = 1. Puisque v est de nilindice p — 1, il existe y € E tel que vP~1(y) # 0, et
y ¢ Vect(x). Soit aussi q tel que v9=1(z) # 0 et v9(x) = 0. Par hypothése, ¢ > 2. Si (vP~1(y),v?"1(x)) est
libre, la question II-4 donne une famille libre de cardinal strictement plus grand que n. Ainsi, la famille est
liée, donc, les vecteurs étant par définition non nuls,

Vect(v?™ ! (z)) = Vect(vP~(y)) = Im(vP 1),

la derniere égalité venant du fait que cette image est de dimension 1.
e Or, d’aprés V-3, v?~1(x) € L* et donc, d’aprés V-8 :

Im(vP~1) ¢ Lt = Vect(z) + Va.

23. Supposons qu’il existe vy € V tel que vg(x) # 0. Soit v € V. Alors v(z) 4+ tvg(x) ne peut &tre nul que pour au plus
une valeur de ¢. Or v + tvg € V. Ainsi, pour toutes les valeurs réelles de ¢ sauf au plus une, Im((v + tvg)?~!) <
Vect(z)+Vx. D’aprés IV-1(b) (en évaluant en chaque z € ) et en regardant le coefficient de t° du développement
(correspondant a fék) de TV-2(a), aprés avoir renommé les fonctions), on en déduit que

‘Vv eV, Im(P™ 1) < Vect(z) @ Vx ‘

24. Le lemme B de la partie IV nous permet alors de conclure que v(xz) = 0 pour tout v € V, donc Vx = 0. La
question V-9 permet de conclure & la validité de la récurrence, prouvant ainsi le théoréme de Gerstenhaber.

Corrigé du probléme 3 — Sous-espaces stables par un endomorphisme

Partie I — Quelques résultats préliminaires sur les sous-espaces stables

1. Intersection et somme de sous-espaces stables. Soit u € L(E).

(a) est trivialement stable par u. On peut aussi considérer le sous-espace trivial {0}.

(b) Soit (F});er une famille de sous-espaces stables par u.
e Soit x € m F;. Pour tout ¢ € I, x € F;, donc par stabilité de F; par u, u(x) € F;. Ainsi, ceci étant valable

el

pour tout i € I, u(x) € ﬂ F;. On en déduit que ﬂ F; est stable par wu.

iel iel

e Soit x € Z:Fz Il existe donc des x; € I (presque tous nuls si I est infini) tels que = >, _; ;. Par
i€l
linéarité, on a alors
u(z) = Z u(x;).
i€l
Or, les u(x;) étant dans F; (et presque tous nuls si I est infini), on en déduit que u(z) € Z F;, donc que
iel

Z F; est stable par .

el
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2. Endomorphismes laissant stable un sous-espace donné. Soit F' un sous-espace de F.

(a) Soit F stable par u et v.
e Soit z € F. On a u(z) € F et v(z) € F. Comme F est un sous-espace vectoriel de E, il est stable par

combinaison linéaire, donc Au(z) + v(z) € F. Ainsi, ‘ F est stable par Au + v. ‘

e Soit x € F. Puisque F est stable par v, v(z) € F, et puisque F est stable par u, u(v(z)) € F, donc

wowv(z) € F. Ainsi, F est stable par [uov].

(b) Soit A= {ue L(E)|u(F)c F}. Le sous-ensemble A de L(E) contient le neutre idg, est stable par combi-

naison linéaire et par produit d’aprés la question précédente. Il s’agit donc d’une ‘ sous-algebre de L(E). ‘

(¢) Une algébre A sur un corps K étant stable par produit et par combinaison linéaire, pour tout z € A, et
tout polynome P a coefficients dans K, P(x) est un élément de A. Ainsi, avec les notations de la question
précédente, si u € A, pour tout P € K[X], P(u) € A. En d’autres termes, si F est stable par u, alors

‘ F est stable par tout élément P(u) ‘ de K[u] (P € K[X]).

3. Sous-espaces stables définis par des noyaux et images de polynodmes en u. Soit u € L(E).

(a) e Soitz € Ker(u). Onau(z) = 0, donc u(u(xr)) = u(0) = 0, donc u(x) € Ker(u). Ainsi, ‘ Ker(u) est stable par u ‘

e Soit z € Im(u). On a évidemment u(z) € Im(u) par définition de Im(w). Ainsi, ‘Im(u) est stable par u ‘
(b) Soit P e K[X].
e Soit x € Ker(P(u)). On a donc P(u)(z) = 0, donc u o P(u)(z) = 0, et d’aprés la régle rappelée dans
I’énoncé sur la commutation des polynéomes d’endomorphisme, P(u)ou(x) = 0, c’est-a-dire P(u)(u(z)) =
0. Ainsi, u(x) € Ker(P(u)). Par conséquent, ‘Ker(P(u)) est stable par u. ‘
e Soit z € Im(P(u)). On fait de méme : il existe y tel que © = P(u)(y). On a alors

u(z) = wo Pu)(y) = P(u) ou(y) = P(u)(u(y)).

Ainsi, u(x) € Im(P(u)), donc ‘ Im(P(u)) est stable par u. ‘

4. Polyndéme minimal ponctuel. Soit u € L(F) et z € E.

(a) La famille (u*(x)) ke[0,n] €st liée, car de cardinal n + 1 alors que E est de dimension n. Ainsi, il existe une
relation non triviale entre ces vecteurs, donc il existe des scalaires non tous nuls tels que

0= > Mewf(z) = P(u)(z) |,
k=0

avec P = i A XE 0.
k=0
(b) Soit I, ’ensemble des polynomes P tels que P(u)(z) = 0.
e On a évidemment O € I,
e Si Pet @ sont dans I, (P — Q)(u)(z) = P(u)(z) — Q(u)(x) =0,donc P —Q € I ;
Ainsi, I, est un sous-groupe additif de K[X].
Soit P e I, et @ € K[X]. On a alors

(PQ)(u)(x) = Q(u) o P(u)(z) = Q(u)(0) = 0.

Ainsi, PQ € I,.
e On en déduit que

I, est un idéal de K[X] ‘
(c) L’idéal I, n’est par réduit a {0} d’aprés 4(a). Puisque K est un corps, K[X] est principal, donc I'idéal I, est

engendré par un polynéme | 7, , qu’on peut choisir unitaire | Ce polynéme divisant tout autre polynéme de

I, il est de degré minimal parmi les polynémes non nuls de 1.
5. Sous-espaces cycliques. Soit u € L(E).

(a) Soit F l’ensemble des sous-espaces de E stables par u et tels que X < F. L’ensemble F n’est pas vide,
puisqu’il contient trivialement E. On considére alors

Fo=()F|

FeF

D’aprés 1(b), Fy est stable par u. Il contient X car c’est le cas de chaque terme de 'intersection. Il est
minimal pour cette propriété car par définition de l'intersection, pour tout F' € F, Fy c F'.
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(b) e Puisque < x >, est stable par u, il est stable par u* pour tout ¥ € N (question 2c), donc, puisque =
en est un élément, u*(z) e< x >,, pour tout k € N. S’agissant d’un espace vectoriel, on en conclut que
Vect(u*(z),k e N) c< z >,.

e Réciproquement, F' = Vect(u* (), k € N) est stable par u. En effet, soit y = Y. A\yu”(z) un élément de
keN
F (les )i, étant presque tous nuls). On a alors

u(y) = Z Meuf T (z) € F.
keN

De plus, F' contient x (prendre & = 1). Ainsi, par minimalité de < z >, pour ces propriétés, on a

<z >, Vect(uF(x), k € N).

< x >,= Vect(uF(z),k € N) ‘

e La famille (u*(x)) ke[0,d—1] est libre, sinon on pourrait trouver une relation non triviale entre ces vecteurs,
contredisant la minimalité du degré de m, 4.

e Soit y € Vect(u®(z), k € N). Il s’écrit donc sous la forme y = P(u)(z), pour un certain polynome P de
K[X]. Soit P = m, ,Q + R la division euclidienne de P par 7, ;. On a alors deg(R) < deg(my,s). De plus

e Ainsi,

y = Pu)(r) = Qomyq(u)(z) + R(u)(z) = R(u)(x).

Or, R étant de degré strictement plus petit que d, R(u)(z) s’écrit comme combinaison linéaire des u*(z),
pour k € [0,d — 1]. Ainsi, (uk(x))kje[[oyd,l]] est génératrice de Vect(u”(x),k € N), donc de < z >,,.

e Par conséquent, | By = (u*(2))kefo,a—1] est une base de < z >,.

(c) Soit by = u¥(x), k € [0,d — 1]. Pour tout k € [0,d — 2], on a u(by) = b1, et de plus, en notant
d—1
Ty,x = x4 + Z (],ka,
k=0

on a, puisque 7y 5 (u)(z) =0 :

d—1 d—1
u(bg_1) = ul(z) = — Z apu®(z) = — Z agbg.
k=0 k=0

On obtient donc la matrice d’ordre d suivante :

—_

Matpg, (ul) =1lo

. . 0 —Qq—2
0O -~ 0 1 —ag—

Soit u, I'endomorphisme de < z >, induit par u sur le sous-espace stable < x >,. Déterminer sa matrice
dans la base B, en fonction des coefficients du polynéme 7, ;.

Partie IT — Sous-espaces stables par un projecteur ou une symétrie

Soit p un projecteur de FE.
1. Soit F' un sous-espace vectoriel de Im(p) et G un sous-espace vectoriel de Ker(p). Puisque p est un projecteur
et que F' < Im(p), pour tout € F, p(z) = x € F. Donc F est stable par p. Par ailleurs, pour tout = € G,
u(x) =0 € G, donc G est stable par u. On en déduit que ‘ F + G est stable par u‘ (question I-1(b))

2. Soit H un sous-espace vectoriel de F stable par p.
e Puisque p est un projecteur, Im(p) @ Ker(p) = E. Donc Im(p) n Ker(p) = {0}, et donc

(H ~Tm(p)) ~ (H n Ker(p)) = {0}.

On en déduit que la somme (H nIm(p)) + (H n Ker(p)) est directe.
e On a évidemment (H nIm(p)) + (H nKer(p)) ¢ H, les deux memebres de la somme vérifiant cette inclusion.
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e Soit h € H. Comme Im(p) @ Ker(p) = E, on peut décomposer h = = + y, avec x € Im(p) et y € Ker(p). On
a alors p(z) = z et p(y) = 0, donc p(h) = x. Comme h € H et H stable par p, on en déduit que x € H. Puis
y=h—x€ H. Ainsi, z € Im(p) n H et y € Ker(p) n H. On a bien obtenu

he (H nIm(p)) + (H n Ker(p)),

de quoi on déduit I'inclusion H < (H n Im(p)) + (H n Ker(p)).
e Les deux inclusions ameénent : ‘ H = (H nIm(p)) ® (H n Ker(p)). ‘

3. La question 1 montre que la somme d’un sous-espace de Im(p) et d’un sous-espace de Ker(p) est stable par p.
La question 2 montre que tout sous-espace stable est de cette forme.

Ainsi, les sous-espaces stables sont exactement les sous-espaces s’écrivant sous la forme | H = F' + G |, ou F est
un sev de Im(p) et G un sev de Ker(p).

Partie IIT — Diagonalisation

1. Valeurs propres et espaces propres
(a) Le scalaire A est valeur propre si et seulement s'il existe x € E non nul tel que u(x) = Az, donc (u —
Aid)(z) = 0, donc si et seulement si Ker(u — Aid) n’est pas réduit a 0. Cela équivaut & la non-injectivité de
I’endomorphisme v — Aid, donc & sa non bijectivité, puisque la dimension est finie.

Ainsi, ‘ A est valeur propre de u si et seulement si v — Aid est pas un automophisme ‘

D’aprés ce qu’on vient de voir, les vecteurs propres associés & A sont alors les vecteurs non nuls tels que
(u— Aid)(x) = 0, c’est-a-dire tels que ‘ x € Ker(u — Aid) ‘

(b) Soit Ay,..., A, des valeurs propres de u et Fi,...,F} des sous-espaces vectoriels de Ey, (u),..., Ey, (u).
Pour tout i € [1,k], et tout = € F;, on a x € E),(u), donc u(x) = Mz € F;, puisque F; est stable par
multiplication par un scalaire. Ainsi, pour tout 7 € [1,k], F; est stable par u. D’apreés la question I-1(b),
‘Fl + .-+ F} est stable par u. ‘

2. Valeurs propres et polynéme annulateur

(a) Soit P un polyndme, et x un vecteur propre de u, associé a une valeur propre A. On a u(x) = Az, puis
u?(x) = Mu(z) = Az, et par une récurrence immédiate, u*(z) = \z.
Notant P = 3{_, apX*, on a alors

d d
P(u)(z) = Z aru®(z) = Z ap bz, = | P(\)z |
k=0 k=0

(b) Soit P un polyndme annulateur de u et A € Sp(u), et & un vecteur propre associé & A. On a alors

Par définition d’un vecteur propre, x # 0, donc P(A\) = 0, donc A € rac(P). Ainsi, ‘ Sp(u) < rac(P). ‘

(¢) L’argument est & peu prés le méme que pour le polyndme minimal ponctuel, & part qu’on raisonne sur u au
lieu de u(x).
e [, est non vide puisqu’il contient O le polynéme nul.
e Soit P et @ dans I,. On a alors P(u) = 0 et Q(u) = 0, donc (P — Q)(u) = P(u) — Q(u) = 0. Donc
P — Q € I,. On peut déja conclure que I, est un sous-groupe additif de K[X].
e Soit P dans I,, et @ dans K[X]. On a alors

(PQ)(U) = Q(u) o P(u) = Q(U) o Og(E) =0.

Ainsi, PQ € K[X]. On en déduit que ’ I,, est un idéal de K[X]. ‘

e L'espace E étant de dimension finie n, £(E) est de dimension n2, donc la famille (u°,u!,...,u"") est
liée, puisqu’on son cardinal est supérieur a la dimension de l'espace £(E) dans lequel sont les u’. Une
relation non triviale entre les objets de cette famille fournit un polynéme annulateur non nul de u. Ainsi,
I,, n’est par réduit a {0}.

e Puisque K[X] est principal, on en déduit que I, est engendré par un polynéme 7, (qu’on peut choisir
unitaire), de degré minimal parmi les polynémes non nul. On a alors I,, = (7, ), donc par définition, tout

P de I,, vérifie
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(d) Soit A une racine de m,. On écrit m, = (X — A\)@Q, avec Q € K[X]. On a alors
0 = myu(u) = (u— Aid) o Q(u).

Si A n’est pas une valeur propre de u, d’aprés 1(a), u — Aid est un automorphisme, donc inversible dans
Panneau L£(F), donc régulier. On en déduit que Q(u) = 0. Or, 7, étant non nul, Q # 0, et deg Q < degm,,

donc 7, ne divise par @, alors que ) est un polynéome annulateur de u. ’ Cela contredit la définition de m,, ‘

(e) D’apres la question précédente, toute racine de m, est valeur propre de u, donc rac(m,) < Sp(u). Comme

7, annule u, I'inclusion réciproque est assurée par la question 2(b). Ainsi, ‘rac(wu) = Sp(u). ‘

(f) Le polynéme 7, étant non nul, il admet un nombre fini de racines, donc d’aprés la question précédente,

‘1’ensemble Sp(u) est fini. ‘

3. Lemme de décomposition des noyaux. Soit u € L(E).

(a) Soit P et @ deux polynémes de K[X] premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe deux
polynémes U et V tels que
UP+ BV =1.

On a alors, en spécialisant & v :
U(u) o P(u) + B(u) o Q(u) = id.

e Soit z € Ker(P(u)) n Ker(Q(u)). On a alors, en appliquant I'identité précédente a x :
z = U(u)(P(u)(z)) + B(u)(Q(u)(x)) = U(u)(0) + B(u)(0) = 0.

Ainsi, Ker(P(u)) n Ker(Q(u)) = {0}, donc la somme est directe.
e On a trivialement Ker(P(u)) < Ker(Q(u) o P(u)) = Ker((PQ)(u)), et de méme pour Ker(Q(u)). Par
stabilité par somme, il vient alors

Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)) < Ker((PQ)(u)).

e Réciproquement, soit x € Ker((PQ)(x)). On applique 'identité obtenue ci-dessus a ’aide d’une relation
de Bezout :

x=U(u)o P(u)(x) + V(u) o Q(u)(x).
Or,
Q(u)(U(u)oP(u)(z)) = Qu)oU(u)oP(u)(x) = U(u)oP(u)oQ(u)(x) = U(u)o(PQ)(u)(x) = U(u)(0) = 0,

puisque z € Ker((PQ)(z)). Ainsi, U(u) o P(u)(z) € Ker(Q(u). On montre de méme que V(u) o Q(u)(x) €
Ker(P(u)). Ainsi, on a bien décomposé x comme somme d’un élément de Ker(P(u)) et d’'un élément de
Ker(Q(u)). Par conséquent,

Ker((PQ)(u)) = Ker(P(u)) @ Ker(Q(u)).

e Les deux inclusions ameénent ‘ Ker((PQ)(u)) c Ker(P(u)) ® Ker(Q(u)). ‘

(b) On raisonne par récurrence sur k € N* pour montrer que si Pi,..., P sont des polyndomes deux a deux

premiers entre eux, alors
Ker((Py -+ Px)(u)) = Ker(Py(u)) ® - - - @ Ker(Px(u)).

Le résultat est trivial pour £ = 1. Il a été démontré dans la question précédente pour k = 2. Soit k£ > 2 tel que
le résultat soit vrai pour k polyndémes premiers entre eux 2 a 2, et considérons P4, ..., Py41 premiers entre
eux deux a deux. On a alors P, - - - Py, et P11 qui sont premiers entre eux (les facteurs irréductibles de Py
n’étant facteur irréductible d’aucun autre P;, donc par non plus du produit d’aprés le lemme d’Euclide). On
utilise la question précédente, qui donne :

Ker((Py -+ Pot1)(u) = Ker((Py - - P) (1) @ Ker(Po1 ().

L’hypothése de récurrence ameéne alors :

| Kex((Py - Pus1)(u) = Ker(Pi(u) @ - @ Ker(Py(u) © Ker(Pyy1 () |

Le principe de récurrence permet donc de conclure que la propriété est vraie pour tout k € N*,
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4. Diagonalisabilité.
k
(a) Considérons le polynéme P = [[(X — A;). Les \; étant deux a deux distincts, les polynomes X — X; sont
i=1

i
deux & deux premiers entre eux. D’aprés le lemme de décomposition des noyaux, il vient alors :

k
Ker(P(u)) = @@ Ker(u — \;id) = P Ey, (u).

i=1

La propriété de somme directe fait partie du résultat fourni par le lemme de décomposition des noyaux.
(b) e Si u est diagonalisable, il existe une base B = (by,...,b,) de E telle que Matp(u) soit diagonale.
Notons m; son i-iéme coefficient diagonal. On a donc, par définition de la matrice d’'un endomorphisme,
u(b;) = m;b; pour tout i € [1,n], donc, b; étant non nul, m; est une valeur propre, et b; est dans un
espace propre, donc dans la somme des espaces propres. On a donc obtenu :

Vie[l,n], bje @@ Exl(w).
AeSp(u)

Par stabilité par combinaison linéaire (ou par définition par minimalité de Vect), on a donc :

E = Vect(by,...,b,) © (—D Ey(u).
AeSp(u)

L’incusion réciproque étant évidente, on a | E = @ Ey(u).
AeSp(u)

e Réciproquement, si £ = (—B)\Esp(u) E)(u), on obtient une base de E en juxtaposant des bases des E)(u).
Une telle base est constituée de vecteurs b; appartenant chacun a I'un des espaces propres. Ainsi,
pour tout i € [1,n], il existe \; € Sp(u) tel que u(b;) = A; Par définition de la matrice associée a
u, la matrice Matg(u) est donc diagonale, ses coefficients diagonaux étant les \;. L’endomorphisme

‘ u est donc diagonalisable. ‘

(¢) On note Ay, ..., \; les valeurs propres de u.
e Si u est diagonalisable, on a donc, en combinant 4a et 4b,

=

E = Ker(| [(u— N\id)).

i=1

k
Ainsi, en posant P = [[ (X —X;), Ker(P(u)) = E, donc P(u) = 0, donc P est un polynéme annulateur de
i=1

u. Ainsi, 7, divise P. Comme ce dernier est scindé & racines simples, ‘ 7, est aussi scindé & racines simples.

e Réciproquement, supposons que 7, est scindé a racines simples. On a alors d’aprés 2(e) et le caractére

unitaire de 7,
k

mu(X) = [ [(X = 2.

i=1
La question 4a améne alors

k
Ker(my (u)) = @ E,, (u).

Or, 7, étant un polynéme annulateur de u, Ker(m,(u)) = E, donc on est ramené a la question 4(b),

nous permettant de conclure que ‘ u est diagonalisable ‘

Partie IV — Description des sous-espaces stables

1. Les P sont deux & deux premiers entre eux. Le théoréme de décomposition des noyaux améne donc :

k
E = Ker(my(u)) = (—_BKer(Piai (w)).

2. (a) Pour tout P € K[X], P(u) laisse F stable (question I-2(c)) et coincide clairement avec P(v). Ainsi, P(v)
est 'endomorphisme induit par P(u) sur F'. En particulier, son noyau est obtenu en prenant l'intersection
avec F' du noyau de P(u), d’apreés le cours. Ainsi, pour tout i € [1, k],

\Ker(P;“ (v)) = Ker(P (u)) n F. \
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bad

(b) Par ailleurs, pi,(u) = 0, et comme dit dans la question précédente, m,(v) est I’endomorphisme induit sur F
par m,. On a donc aussi 7,(v) = Oz r). Ainsi, en appliquen le lemme des noyaux & m,(v), on obtient cette

fois : i
F = Ker(my(v)) = @ Ker(Pf (v)),
i=1
et en vertu de la question précédente,
k
F = P (Ker(Pi(u)) n F) |
i=1

o D’apres I-1(b), si F' est somme de sous-espaces des Ker(P;* u)) chacun stable par u, alors| F' est stable par u ‘

e Réciproquement, si F' est stable par u, la question précédente montre que ‘ F' est somme de sous-espaces F;
des Ker(P"(u)), chaque F; étant défini par :

F; = Ker(P{*"(u)) n F.

De plus, F; est intersection de sous-espaces stables par u (d’aprés I-3(b) pour le noyau), donc‘ F; est stable par u ‘
(d’apres I-1(b)).

Comme on 'a déja montré dans III-1(b) tout sous-espace F; d’un espace propre de u est stable par u (car

x € F; vérifie u(x) = Ax). Ainsi, d’aprés la question précédente, les sous-espaces stables par u sont précisément

les sous espaces obtenus comme ’ sommes de sev de chacun des espaces propres de u. ‘

Cela compléte la question III-1(b) en établissant la réciproque.

Pour un projecteur, un polynéme annulateur est donné par X2 — X. D’aprés 2(b), les seules valeurs propres
possibles sont 0 et 1 (éventuellement l'un seul des deux si p = 0 ou p = id). D’aprés le cours, Ker(p) @
Im(p) = E, et Im(p) = Ker(p — id). Cette décomposition correspond donc a celle de la question III-4(b). On
en déduit que p est diagonalisable, et d’aprés ce qui précéde, les sous-espaces stables sont bien obtenus comme

‘somme d’un sous-espace de Ker(p) et d’un sous-espace de Im(p). ‘ C’est bien le résultat obtenu dans la partie
I1.

. On suppose que u posséde n valeurs propres distinctes, n étant la dimension de F.

(a) Par définition, si A est une valeur propre, Ker(u — Aid) # {0}, donc sa dimension est au moins 1. De plus,
en notant A, ..., \, les valeurs propres distinctes de u, d’aprés I1I-3b, on a une somme directe

n
@ E\ (u)c E.
i=1

En passant aux dimensions,

dim(FE) > dim (é—) E,, (u)) = Z dim(Ey, (u)) = Z 1=n.
i=1 ;

n

Ceci implique que dim (@ By, (u)) = n, donc que linclusion @, Ey, (u) < E est une égalité donc d’aprés
i=1

I11-4(b), ‘u est diagonalisable. ‘

Par ailleurs, I’enchainement des inégalités ci-dessus n’est possible que si toutes les inégalités considérées sont

des égalités, ce qui nécessite, pour tout i € [1,n], égalité ‘ dim(E}y, (u)) = 1. ‘Ainsi, les sous-espaces propres

sont tous des droites.

(b) Les sous-espaces stables sont alors sommes de sous-espaces vectoriels des Ej,(u). Or, chaque E),(u) étant
une droite, il n’a que deux sous-espaces possibles, {0} et lui-méme. On obtient donc une description simple
des sous-espaces stables :

F[ = (—DE)H(U) le P([[l,nﬂ)

el

Chaque choix de I fournit un sous-espace différent. En effet, si I # I’ il existe j tel que j € I et j € I

(ou linverse, qui se traite de méme). Soit x € E\,(u) non nul. On a alors x € Fr, mais x ¢ Fp, car
n

sinon, cela contredirait 1'unicité de la décomposition de x dans la somme directe @EM (u), une premiére
i=1

décomposition étant donnée par son appartenant a Fp, ayant une composante nulle sur Ej;(u), puisque

J ¢ I', et une seconde étant donnée par lui-méme sur E; (u), et des 0 partout ailleurs.

Ainsi, il y a autant de sous-espaces stables que de sous-ensembles I de [1,n], & savoir .
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Partie V — Endomorphismes semi-simples

1. Soit y € E. On a par définition 7, = 0. gy, donc en particulier 7, (y) = 0. L’ensemble des polynémes vérifiant

cela étant par définition I'idéal engendré par m, , (voir question I-4c), on en déduit que

2. On suppose dans cette question que 7, est irréductible. On souhaite montrer que u est semi-simple.

(a) Soit y non nul dans E. Dans ce cas, T, , n’est par constant. Comme il divise 7, qui est irréductible, on a

nécessairement .

(b) Soit F un sous-espace stable par u tel que F' # E, et soit € E\F. Comme F et < x >, sont stables par
u, Fn <z >, est stable par u. On a alors
De plus, supposons qu’il existe y # 0 dans cette intersection. Comme F'n < x >, est un sous-espace vectoriel
stable par u contenant y, on a, par minimalité de < y >,,, une inclusion < y >, Fn <z >,C<x >, .
Par ailleurs = et y étant non nuls, ils ont, d’aprés 2a, méme polynéme minimal ponctuel, égal & 7,. D’aprés
I-5b, on en déduit que < y >, et < z >, ont méme dimension. On déduit alors que les inclusions précédentes
sont des égalités :

<y>=Fn<zx>=<z>,.

La deuxiéme égalité contredit le fait que = ¢ F. Ainsi, il n’existe pas d’élément non nul dans FFn < z >,,
donc ’ Fn <z >,={0} ‘

(¢) Soit F' un sous-espace stable par u, et G un sous-espace stable par u de dimension maximale tel que FF @ G

soit directe. Un tel sous-espace existe, car ’ensemble des sous-espaces stables en somme directe avec F' est
non vide (il constient {0}) et la dimension de ces espaces est bornée par la dimension de E.
Par I-1b, FF @ G est alors stable par u. Supposons que F'® G # E. Alors la question précédente donne
I'existence de x tel que la somme F'P GO < x >, soit directe. L'espace GB < = >,, est alors stable par u
(toujours d’aprés I-1b), et de dimension strictement supérieur & G (car on a une inclusion stricte, obtenue
en considérant ). De plus, sa somme avec F est directe. Cela contredit la maximalité du degré de G.

Ainsi, G est un supplémentaire de F', stable par u.

Pour tout sous-espace F' stable par u, on a trouvé un supplémentaire de F' stable par u, donc‘ u est semi-simple. ‘

3. On suppose dans cette question que 7w, = Py --- Py, les P; étant irréductibles unitaires distincts.
(a) Quitte a renuméroter les P;, on peut se contenter de montrer que Ker(P; (u)) # {0}.
Si Ker(Py(u)) = {0}, P1(u) est un automorphisme, donc régulier dans £(E). L’égalité Pj(u) o Pa(u)o---o
Pi.(u) = 0 se simplifie donc en Pay(u)o- -0 Py(u) = 0, ce qui contredit la minimalité du polynéme annulateur
7. Ainsi, | Ker(Py (u)) # {0} |
D’apreés la partie I, Ker(P;(u)) est stable par u. On peut donc considérer 'induit o; de u sur cet espace. On
a alors, pour tout = € Ker(P;(u))

Pi(v)(z) = Pi(u)(z) = 0.

Donc P; est un polyndéme annulateur de v. Le polynéme minimal 7, de v divise donc P; qui est irréductible,
donc m, = 1 ou m, = P;. Le premier cas n’est pas possible (cela signifierait id = 0, ce qui contredit que
Ker(P;(u)) # {0}). Ainsi, 7, = P;.

Donc v; a un polyndme minimal irréductible, donc d’aprés la question 2,

v; est semi-simple.

(b) Soit F' un sous-espace stable par u. On a alors, d’aprés IV-2b,

P~

F = @®(Ker(P* (u) n F)

i=1

Pour tout ¢ € [1,k], Ker(P (u) n F est stable par v;, qui est semi-simple. Cet espace admet donc un
supplémentaire G; dans Ker(P;**(u), stable par v;, donc aussi stable par u. On a alors

k k
E = @ Ker(P(u)) = @(Ker(P (u) n F) @ G,
i=1 i=1
k k
=P Ker(Pr(u)n F)®@P G = FOG,
i=1 i=1
k
ol on a posé G = (—B G, stable par u d’aprés I-1b et la stabilité de chaque Gj;.
i=1

Ainsi, on a bien trouvé un supplémentaire de F stable par u, donc | u est semi-simple.
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4. On suppose inversement qu’il existe un irréductible unitaire P de K[X] tel que P? divise 7. On note 7, = PQ,
avec ) € K[X]. Soit F' = Ker(P(u)). Le sous-espace F est stable par u d’aprés I-3. Supposons qu’il existe un
supplémentaire S de F' stable par u.

(a) Soit z € S. On a alors
0 =my(u)(z) = P(u) 0 Q(u)(x) = P(u)(Q(u)(x)).
Ainsi, ‘ Q(u)(x) € Ker(P(u)) = F ‘ Or, S étant stable par u, il est stable par Q(u) aussi (I-2). Comme x € S,
il vient donc Q(u)(z) € S. On a donc Q(u)(x) € S n F = {0}, ces deux espaces étant supplémentaires. Ainsi,
Q(u)(x) =0}
(b) Pour tout « € F, P(u)(x) = 0, donc aussi Q(u)(z) = 0, puisque P est aussi encore facteur de @ par

hypothése. Pour tout x € S, on a aussi Q(u)(x) = 0. Ainsi, par linéarité, pour tout z € E = F @ S, on a
Q(u)(x) = 0, donc @ est un polynéme annulateur de u. Cela contredit la minimalité de P.

Ainsi, Ker(P(u)) est stable par u mais n’admet pas de supplémentaire stable par u. On en déduit que

‘u n’est pas semi-simple. ‘

On a donc montré que u est semi-simple si et seulement si son polynéme minimale n’a pas de facteur irréductible
multiple.

Partie VI — KJ[u]-modules et sous-espaces stables

1. L’application ¢, : K[X] — L(FE) définie par ¢,(P) = P(u) est un morphisme d’anneau : on a en effet
pu(l) = idemy, pu(P + Q) = (P + Q)(u) = Plu) + Qu) = ¢pu(P) + u(@Q) et pu(PQ) = (PQ)(u) =
P(u) ° Q(u) = phzu(P) © (pu(Q)'

Ainsi, 'image de ¢,, est un anneau. Or par définition, Im(p, ) = K[u]. Ainsi,

K[u] est un anneau. ‘

Par ailleurs, par définition, Ker(yp, ) est I'idéal des polyndmes annulateurs de u, engendré par m,. En quotientant

par le noyau et en corestreingant a l'image, on obtient donc un isomorphisme d’anneaux ‘ K[X]/(my) ~ K[u]. ‘

2. On a déja la structure de groupe abélien provenant de la structure d’espace vectoriel sur K. Il reste & vérifier
les propriétés relatives au produit externe :
o (P(u)o QEU))) -z = P(u) o Qu)(z) = P(u)(Q(u)(z)) = P(u) - Q(u)(z) = P(u) - (Q(u) - z).
e id-zx=id(z) ==z
* P(u)-(z+y)=Pu)(z +y) = P(u)(z) + P(u)(y) + P(u)cdotz + P(u) -y
o (P(u) +Q(u) z=(P+Q)(u)(x) = Pu)(z) + Qu)(x) = P(u) - + Q(u) - x.

Ainsi, toutes les propriétés requises sont satisfaites : ’ E est un K[u]-module. ‘

3. Soit M un sous-K[u]-module de E. Alors M est par définition non vide, stable par somme, et stable par multi-
plication externe définie comme ci-dessus par un élément de K[u]. Les deux autres propriétés étant satisfaites,
il suffit de vérifier que M est stable par multiplication par un scalaire A de K.

Considérons 1’élément Aid € K[u]. Pour tout « € M, on a alors (Aid) - € M, c’est-a-dire Az € M.

Ainsi, M est non vide, stable par somme et par multiplication par un scalaire A de K. Donc‘ M est un sous-K-ev de E. ‘

la réciproque n’est pas vraie en général. Supposons que tout sous-K espace vectoriel de u soit un sous-K[u]-
module. En particulier, pour tout x € E, la droite Kz est stable par K[u]. En prenant u € K[u], on obtient la
stabilité de Kz par u. Ainsi, toute droite est stable par u. En d’autres termes, pour tout « € E, x et u(x) sont
liés. Cela ne vous rappelle par quelque chose ?

On en déduit que ‘u est une homothétie ‘ Réciproquement, si v est une homothétie, on a un polynéme annu-
lateur de degré 1 (de la forme m, = X — X). Ainsi, K[u] = K/(X — X) ~ K (par division euclidienne). Via cet
isomorphisme, la loi externe définie sur K [u] coincide avec celle définie sur K. Ainsi, les notions de K [u]-module
et de K-ev coincident dans cette situation.

4. Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
e Si F est stable par u, il est stable par tout élément P(u) de K[u]. Ainsi, il est stable par produit externe par
un élément P(u) de K[u]. Comme par ailleurs, il est aussi stable par somme (en tant que sev) et contient
0, il ’agit bien d’un ‘ sous-K[X]-module de E. ‘
e Récirpoquement si F' est un sous-K[X]-module de E, il est stable par muliplication externe par tout
P(u) de K[u], donc en particulier, il est stable par muliplication externe par u, ce qui équivaut a la

‘stabilité du sev F ‘ par I’endomorphisme u.

5. On suppose que 7, est irréductible.
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(a) L’anneau K[u] est isomorphe & K[X]/(m,). On a déja montré que cet anneau est un corps lorsque 7, est
irréductible. En effet, si a est un élément non nul, représenté par un polynéme @, ce polynome est premier
avec 7, (car leur pged divisant m,, il est 1, ou 7, par irréductibilité, ce dernier cas étant impossible, sinon
a serait nul). Soit UQ + V', = 1 une relation de Bezout. On passe dans le quotient : Ua = 1. Cela prouve
bien l'inversibilité de a.

Donc K[X]/(m,) est un corps, donc ‘ K[u] est un corps ‘

(b) En particulier, puisque K[u] est un corps, les K[u]-modules sont en fait des K[u]-ev. Soit alors F' stable par
u. F est donc un sous-K[u]-ev de E. Puisqu’on travaille ici avec des espaces vectoriels et non seulement des
modules, F admet donc un supplémentaire G en tant que K[u]-ev (on est en dimension finie, et méme sinon,
on pourrait le faire avec 'axiome du choix). Ainsi, ce supplémentaire est un K-ev muni d’une structure de
K[u]-ev donc stable par u et est un supplémentaire de F' également au sens des K-ev.

On a bien montré que tout sous-espace stable admet un supplémentaire stable par u.

Ainsi, ‘ u est semi-simple.

Partie VII — Endomorphismes cycliques et endomorphismes simples

1. On suppose dans cette question que u est cyclique, et on fixe x € F tel que < z >,= FE. Soit F' un sous-espace

stable par w.

(a) Clest toujours pareil, il suffit de montrer que I est un idéal de K[X]. La stabilité de F' par somme nous
donne facilement la structure de groupe abélien. Si P € I et Q € K[X], (QP)(u)(z) = Q(u)(P(u)(x)).
Comme P(u)(x) est dans F' qui est stable par u, donc aussi par Q(u), on en déduit que (QP)(u)(x) € F,
donc QP € 1.

Ainsi, T est un idéal de K[X], non nul puisqu’il contient tout polynéme annulateur de v (donc en particulier

7). 11 est donc engendré par un polyndme unitaire D : | = (D). | De plus, puisque 7, € I, on a alors

BT}

(b) e Puisque D(u)(x) € F et F est stable par u, par minimalité de < D(u)(x) >, pour cette propriété, on a
l'inclusion < D(u)(z) >, < F.
e Réciproquement, si y € F', comme < x >,= FE, et par description de < z >, (I-5b), il existe P tel que
y = P(u)(z). Comme y € F, par définition de I (question précédente), on a P € I, et cet idéal étant
engendré par D, il existe un polyndme @ tel que P = QD. On a alors y = Q(u)(D(u)(z)) e< D(u)(x) >,.
Par conséquent, F' c< D(u)(x) >,.

e Les deux inclusions donnent 1'égalité ‘ < D(u)(x) >y=F ‘

(c) Puisque z est fixé, un sous-espace stable est entiérement déterminé par la seule donnée d’un diviseur unitaire
D de 7, (en disant cela, on n’affirme pas que le choix de deux diviseurs distincts fournit deux sous-espaces
stables distincts). Comme 7, admet un nombre fini de diviseurs unitaires (donné par le choix, pour chaque
facteur irréductible intervenant dans m,, de sa multiplicité, devant rester inférieur ou égal a la multiplicité
totale dans 7,), on en déduit qu’il existe ‘ un nombre fini de sous-espaces stables par wu. ‘

2. On suppose que K est infini. Supposons que E n’admet qu'un nombre fini de sous-espaces stables par u. En
particulier, £ n’admet qu’'un nombre fini de sous-espaces cycliques de la forme < = >,. On note Fi,..., F}
les sous-espaces de ce type. Chaque élément « € E appartient a 'un des F; (car x €< x >,, et par définition
< & >, est 'un des F}). Ainsi, E = F; u--- U F,.

On a déja vu en exercice que si K est infini, £ n’est pas 'union de sous-espaces vectoriels stricts. En effet,
supposons que les F; sont des sev stricts. On peut alors considérer x € Fy U --- U F,,_; tel que x ¢ F,, (sinon,
on a une inclusion, et 'égalité de 'union & E améne F,,, ce qui contredit notre hypotheése). Quitte & supprimer
certains des derniers termes de 1’union, on peut supposer que F; U --- U F,,_1 # E, et on peut faire le méme
raisonnement de fagon symétrique : il existe y € F), tel que y ¢ F; U --- U F,,_1. Considérons alors les vecteurs
x + ty, pour t € K. Ces vecteurs sont en nombre infini (car K est infini), et sont chacun dans l'un des F;, qui
sont en nombre fini. Il existe donc au moins deux valeurs distinctes t; et to tels que x + t1y et x + toy sont dans
le méme F; (principe des tiroirs). On a alors, par différence, (t2 — t1)y € F;, donc puisque to —¢; # 0, y € F}.
Cela contredit la définition de y, sauf si ¢ = n. Mais dans ce cas, puisque = + t1y € F}, et y € F},, on obtient
x € F,, ce qui contredit cette fois la définition de x.

Ainsi, E' ne peut pas étre une union finie de sous-espaces stricts. On en déduit que I'un des F; est égal a E.
Or, pour un tel i, par définition des Fj, il existe un vecteur z tel que < z >,= F; = E. On en déduit que

3. Dans cette question, on souhaite montrer que u est simple si et seulement si son polynéme minimal est irréduc-
tible de degré égal & n = dim(E).
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(a)

Comme précédemment, 7, étant irréductible, K[u] est un corps, isomorphe & K[X]/(r,). Nous avons déja
eu Poccasion de montrer que les classes de 1, X, ..., X9 forment alors une base sur K de cet espace.
Ainsi, K[u] est un K-ev de dimension d. Soit F' un sous-K[u]-espace vectoriel de F, de dimension k. Soit
€1,...,c une base de F' en tant que K[ul-ev. Soit (by, ..., bs) une base de K[u] en tant que K-ev. La famille
(bicj) est alors une base de F' en tant que K-ev. En effet,

e clle est génératrice : soit « € F, il existe des éléments Ay, ..., Ay de K[u] tels que

k
xTr = Z )\jCj.
=1

Comme les \; sont dans K[u] et que (b1, ..., bq) est une base de K[u] sur k, il existe, pour tout j € [1, k],

des scalaires p1 j,. .., itq; tels que
d
Aj = D g
i=1
E d
On a donc: x = Z Z i bic;;
j=1i=1

e clle est libre : en effet, soit (m; ;) une famille de scalaires de K tels que

k d
0= Z Mi,jbicj~ = Z (Z ﬂl,jbz> Cj.

(irg)el1,d] x[1,k] j=1 \i=1
d
Les éléments Z i ;b; étant dans K[u], par liberté de la famille (¢;) sur K[u], on obtient, pour tout
i=1
d
J [0, k], Z i jb; = 0, puis par liberté de (b;), pour tout j € [0, k], pour tout i € [0,d], p; ; = 0.

i=1
Ainsi, la dimension sur K de F est kd, donc
Si m, est irréductible de degré n, tout sous-espace stable F' sera donc un sous-K[u]-ev de E, donc de
K-dimension divisible par n = dim F, ceci n’est possible que si F' = {0} ou F' = E. Ainsi, u est simple.
Réciproquement, si u est simple, il est en particulier semi-simple, donc 7, n’admet pas de facteur multiple
dans sa décomposition irréductible. S’il admet plusieurs facteurs irréductibles, la décomposition en noyaux
de la question IV-1 fournit une décomposition non triviale de E en somme directe de sous-espaces stables,
ce qui conredit la simplicité de u. Ainsi, 7, est irréductible. D’aprés ce qui précéde, son degré d va diviser
n (car E est un K[u]-module). Si d # n, E est de K[u]-dimension strictement supérieure a 1, donc admet
des sous-K [u]-ev stricts non triviaux, correspondant & des sous-ev stricts non triviaux de F stables par u.
cela contredit la simplicité de wu.

Ainsi, ‘ le polynéme minimal de u est irréductible de degré n. ‘
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