Intégrales généralisées

Le but de ce chapitre est de généraliser la définition des intégrales au cas d’intervalles non bornés, ou
d’intervalles aux bornes desquels la fonction f n’est pas définie, et n’admet pas de limite finie.

Le procédé est le méme que celui qui permet de passer des sommes finies aux séries, & savoir passer a la
limite sur les bornes. D’ailleurs, comme vous vous en rendrez compte, I’étude des intégrales généralisées
posséde des similarités trés fortes avec I’étude des séries.

Pour cela, afin de pouvoir définir I'intégrale de f sur un intervalle I quelconque, il est déja nécessaire de
pouvoir définir son intégrale sur tout segment [a,b] = I. Le programme de premiére année nous donne
une condition suffisante simple & énoncer pour l'intégrabilité sur un segment : la continuité par morceaux
de f. Méme si ce n’est qu'un condition nécessaire et pas nécessaire, c’est ce cadre que nous adoptons.
Nous rappelons donc la définition importante suivante :

Définition 4.0.1 — Fonction continue par morceaux sur un intervalle I

1. Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné. On dit que f est continue par morceaux s'il existe
une subdivision (finie)
a=00<01 < <0Op_1<0,=05b
de [a,b] telle que pour tout k € [0,n — 1], fljo,.0,,,[ SOit continue et prolongeable par
continuité sur [og, ok+1].

2. Soit I un intervalle quelconque. On dit que f est continue par morceaux sur [ si f est continue
par morceaux sur tout segment [a, b] tel que [a,b]  I.

On notera C9 ([a, b], K) I'espace des fonctions continues par morceaux. La notation n’étant pas complé-
tement standard, la redéfinir si vous 'utilisez.

Exemples 4.0.2

1.  — |z| est continue par morceaux sur R.

0 siz=0

Sa restriction a ]0, +oo[ est continue par morceaux.

[%J siz>0 | .
2. r— n’est pas continue par morceaux sur [0, +0o|.

I Intégrales généralisées sur un intervalle [a,b[, be R

Dans toute cette partie, on considére un intervalle I = [a,b[, ot a € R et b € R U {+w0}, tels que a < b.
Tout ce qu’on fait s’adapte facilement, par symétrie, & un intervalle b, a].
Le corps K est égal & R ou C.
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I[.1 Définitions et propriétés élémentaires

Par définition, une fonction continue par morceaux sur I est en particulier continue par morceaux sur
tout segment [c, d] inclus dans I, notamment sur des segments [a, z]. Elle est donc intégrable (au sens de
Riemann) sur ces intervalles fermés bornés. Cela motive la définition suivante.
Définition 4.1.1 — Intégrale généralisée sur [a,b[
e Soit f : [a,b[— K une application continue par morceaux (c.p.m) sur [a,b[. On dit que

b

I'intégrale J f est convergente si la fonction
a

= ffw dt,

définie sur [a, b[, admet une limite finie lorsque z tend vers b.

b
e Lorsque J f est convergente, sa valeur est notée d’une des facons suivantes, et définie par :
a

Lf:f[f(t) dtszszbf(t) dt — tm | f() dt.

z—b~ J,

b
o Si J f n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.
a

On parle aussi parfois d’intégrale impropre et de borne impropre pour désigner la borne b qui est exclue

du domaine.

Exemples 4.1.2

+00 dt
1. f i est divergente.
0

+00
2. J e~ ! dt est convergente.
0

1
3. J In(t) dt est convergente.
0

Remarque 4.1.3

+00

La forte ressemblance avec les séries pourrait faire croire que si f converge, alors f(z) — 0.
a
Est-ce le cas?

Une situation ot la convergence est simple & obtenir est la suivante :

Proposition 4.1.4 — Intégrale faussement généralisée

On suppose que b # +00. Soit f : [a,b[— K une application c.p.m telle que f admette un prolonge-

b
ment f c.p.m sur [a,b]. Alors J f est convergente, et
a

[1-f7

Une telle intégrale est parfois appelée intégrale faussement généralisée.
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Exemple 4.1.5

1 .
t
sin(t) it

Justifier la convergence de J
0

Remarque 4.1.6

b
En particulier, si f est c.p.m sur [a, b], considérer l'intégrale | f(¢) d¢ au sens de Riemann, ou au

a
sens de l'intégrale généralisée de fi, 5 revient au méme. Cela donne une certaine cohérence a la
notation, et permet de s’assurer que la relation

b T
f f@t) dt = hr?, f() dt

a

reste aussi vrai pour des fonctions déja c.p.m. (donc Riemann-intégrables) sur [a, b].

Dans la suite, on reprend b € R u {+0}.

Proposition 4.1.7 — Linéarité

Soit f,g € CY ([a,b[,K) et X € K.

1. Si J fet J g sont convergentes, alors J f+ A\g aussi, et

ffmg—f f+Af

b
g est divergente, alors J (f + g) est divergente.

a

b b
2. Si | f est convergente et f
a

a
b

Si J fet f g sont divergentes, on ne peut rien dire en toute généralité de J (f +9).
a a

a

Proposition 4.1.8 — Positivité et croissance

Soit f, g : [a,b] fIK deux applications c.p.m. sur [a, b].
b b
1. (Positivité) Si f est positive sur I = [a, b[, et J f est convergente, alors J f@t) dt = 0.

a

2. (Croissance) Si f < g sur I, et si J fet J g sont convergentes, alors

[r<]s

3. (Stricte positivité) Si f est continue et positive sur [a,b[, non partout nulle, et d’intégrale

Lbf>0.

convergente, alors

Remarque 4.1.9

La propriété de stricte croissance s’utilise souvent dans sa version contraposée : si f est continue et
positive sur I, d’intégrale (convergente) nulle, alors f est identiquement nulle.
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Proposition 4.1.10 — Chasles
Soit f : [a,b[— K une application c.p.m. sur [a, b, et c € [a, b[. Alors :
b b
1. L’intégrale f f est convergente si et seulement si J f est convergente.
a (&

2. Le cas échéant, on a alors

Lbf(t) dt = ch(t) dt+ff(t) dt.

Proposition 4.1.11 — Intégrale dépendant de sa borne non impropre

T
Soit f : [a,b[— K une fonction continue telle que J f soit convergente. Alors la fonction

b
F: J f@t) de
est bien définie sur [a, b[. De plus, F est dérivable sur [a, [, et

Vz € [a,b], F'(z)=—f(2).

Attention au signe moins, provenant du fait que la dépendance se fait sur la borne inférieure de I'intégrale.

Remarques 4.1.12

1. Attention & I’hypothése de continuité, la c.p.m ne suffit pas ici!

b
2. Par composition, on en déduit des formules de dérivation pour z — J f(t) dt, comme
a(z)

dans le cas d’intégrales définies.

T
3. Le signe disparait lorsqu’on adapte a lintervalle b, a] : la dérivée de F' : z — f f est dans
b

ce cas f(x).

1.2 Intégrales de référence

Comme pour le cas des séries, on pourra souvent se ramener & l’étude de la convergence d’intégrales
de fonctions positives. Il est donc intéressant de pouvoir disposer de techniques efficaces d’études de
convergence dans ce contexte.

Souvent ces techniques seront non calculatoires, dans le sens ou elles ne passent pas par le calcul des
intégrales partielles et de leurs limites. On privilégiera souvent des méthodes de comparaison, comme
dans le cas de séries.

Pour cela, il est nécessaire de disposer d’un certain nombre de séries de référence dont on connait les
propriétés de convergence, afin de pouvoir utiliser pour mener nos comparaisons.

Proposition 4.1.13 — Intégrales de référence en la borne +o

+00
1. Intégrale de Riemann : pour o € R, J e converge si et seulement si o > 1.
1
+00
2. Intégrale exponentielle : pour a € R, J e~ dt converge si et seulement si a > 0.
0

On adapte ces exemples pour la borne —oo :
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Proposition 4.1.14 — Intégrales de référence en la borne +oo

—1

1. Intégrale de Riemann : pour o € R, J converge si et seulement si a > 1.

oo [t]*

0
2. Intégrale exponentielle : pour a € R, J e~ dt converge si et seulement si a < 0.
—o0

Proposition 4.1.15 — Intégrale de Riemann en une borne finie b

b

1. Pour a € R, l'intégrale de Riemann J dt converge si et seulement si o < 1.

a
a

|t — ol

2. Pour a € R, l'intégrale de Riemann f

= dt converge si et seulement si a < 1.
b |t—

Exemples 4.1.16

1 dt +00
o J — est convergente, alors que — est divergente.
0o Vi

LWVt

1 dt +00
° J o) est divergente, alors que J = est convergente.
0 1

1 400

dt .

° - et - sont toutes deux divergentes.
0 1

Nous verrons un peu plus tard d’autres intégrales de référence, appelées intégrales de Bertrand, de la

+00
forme J W dt, qui peuvent étre utiles pour affiner un peu les comparaisons (notamment quand
1 n

a devient proche de 1, ou égal a 1). Mais ces intégrales ne sont pas explicitement au programme, et il
faudra savoir redonner les justifications idoines au cas par cas.

Un autre exemple qu’on peut obtenir par un calcul explicite, mais qui sert assez rarement d’intégrale de
référence du fait de son comportement peu marqué, est I'intégrale du logarithme en 0. Comme ce n’est
pas une intégrale de référence officielle du programme, elle n’a que le statut d’exemple.

Exemple 4.1.17

1

L’intégrale J In(t) dt est convergente.
0

I.3 Théorémes de comparaison pour les intégrales de fonctions positives

Les séries de référence ont été étudiées de facon purement calculatoire en revenant & la définition : le
calcul explicite de I'intégrale pertielle a permis dans chacun des cas d’étudier I'existence d’une limite.
Assez rapidement, cette méthode devient insuffisante pour ’étude de la convergence des intégrales, soit
parce que les calculs deviennent trop complexes, soit (cela arrive), parce qu’on n’est pas en mesure de
calculer explicitement l'intégrale a étudier, en se servant des fonctions usuelles.

Les techniques de comparaisons nous permettrons de contourner ce point de vue calculatoire, exactement
comme lors de I’étude des séries.

On travaille toujours sur un intervalle I = [a, b[, b€ R U {+0}.

Proposition 4.1.18 — Bonne définition dans R,

-
Soit f : [a,b[— R4 c.p.m. et positive. Alors z — f f(t) dt admet toujours une limite, finie ou
a
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infinie. Dans le cas oa la limite est infinie, on s’autorisera la notation

Ln f(t) dt = +oo0.

Remarque 4.1.19

b
1. Dans le cas positif, on peut donc considérer j f(t) dt avant toute étude de convergence
a

2. Le programme stipule expressément qu’ « un calcul aboutissant & un résultat fini vaut preuve
de convergence ». Autrement dit, cela autorise & mener une méthode calculatoire sans se
préoccuper de la convergence.

3. Cela permet aussi de justifier la convergence par majoration en obtenant aprés calculs une
majoration stricte par +oo.

Lemme 4.1.20 — CNS de convergence d’une intégrale de fonction positive

Soit f : [a,b[— R une application c.p.m. sur [a, b, et positive. Les propositions suivantes sont
équivalentes:

b
(1) J f converge

(ii)) = — f f(t) dt est bornée.

Théoréme 4.1.21 — Théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives

Soit f, g : [a,b[— K c.p.m. sur [a,b] et telles que 0 < f < g sur [a,b[. Alors :

b b
1. Si J g est convergente, il en est de méme de f f-
a

a

b b
2. Si J f est divergente, il en est de méme de f g.

a

Remarque 4.1.22

Il suffit d’avoir la comparaison 0 < f < g au voisinage & gauche de b seulement. Par ailleurs, les
intervalles de définition de f et g n’ont pas besoin d’avoir la méme borne inférieure.

Corollaire 4.1.23 — Théoréme de comparaison par domination ou négligeabilité

1. Soit f,g: [a,b[— K c.p.m. sur [a,b[, positives, et telles que f(z) = O(g(x)).

b

b
Alors la convergence de f g entraine celle de J f-
a

a
2. Cela reste vrai si on remplace I’hypothése de domination par f(x) = o(g(x))

Exemple 4.1.24 — Intégrale de Gauss

+00

0
Justifier la convergence de J e dt et de f et dt (les deux moitiés de I'intégrale de Gauss
—00

0
+o
J et dt).

—0
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Corollaire 4.1.25 — Théoréme de comparaison par équivalences

Soit f, g : [a,b[— K c.p.m. sur [a, b, positives, et telles que f(z) Zg(x).

b b
Alors J fet f g ont méme nature.
a a

Exemple 4.1.26

Pour quelles valeurs de x l'intégrale

1
J et dt
0

est-elle convergente ?

1.4 Extension aux intégrales sur un intervalle ouvert quelconque [

Avant de voir comment se ramener a ’étude d’intégrales positives via I’étude de la convergence absolue,

on étend les différents concepts et résultats vus jusqu’a présent au cas d’'intégrales de fonctions définies

sur un intervalle quelconque.

Comme on 'a dit le cas des intervalles semi-ouverts Ja, b] est similaire & celui exposé ci-dessus, en rem-

placant le passage a la limite & gauche en b par le passage a la limite & droite en a sur la borne inférieure

de l'intégrale.

Comme le cas des intervalles fermés bornés [a, b] est du ressort du programme de MPSI (ce ne sont pas

des intégrales généralisées, et il n’y a pas de passage a la limite nécessaire, méme si ce ne serait pas fautif
) )

d’aprés la remarque 4.1.6), il reste a étudier le cas des intervalles ouverts |a, b[, avec a < b dans R.

Proposition/Définition 4.1.27 — Intégrale généralisée sur un intervalle ouvert
Soit (a,b) € R’ tels que a < b, et soit f :]a,b[ une application c.p.m. sur ]a, b|.

b G
e On dit que J f(t) dt est convergente si et seulement si il existe ¢ €]a, b[ tel que J f@t) de

b
soit convergente (en la borne a) et | f(¢) d¢ soit convergente (en la borne b).

o Cette propriété est alors indépendan%e du choix de ¢ €]a, b[
e On définit alors l'intégale de f sur a, b par

ij(t) dt — J:f(t) dt + ff(t) dt.

e Cette définition est indépendante de c, et peut se réécrire

b y
J f(t) dt = lim lim ft) dt.

z—at y—b= J,

Exemples 4.1.28 — Gauss, fonction I' d’Euler

+00
1. Intégrale de Gauss : J e dt est convergente.

-0
+00
2. Fonction T' d’Euler : I'(z) = J t*" e~ dt.

0
Quel est le domaine de définition de I"?

Avertissement 4.1.29
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Dans ’expression sous forme de double limite, les deux bornes doivent bien étre indépendante. Si
on lie les bornes, il peut y avoir des compensations qui faussent ’étude.

Exemple 4.1.30

+00 gz

L’intégrale f sin(t) dt est divergente, mais lirf sin(t) dt = 0.

Les propriétés vues dans le cadre des intégrales généralisées en une seule borne s’étendent facilement

Théoréme 4.1.31 — Chasles

Soit I un intervalle quelconque, d’extrémités a < b dans R, et ¢ tel que a < ¢ < b. Alors :

b c b
1. f f(t) dt est convergente si eu seulement si J f(t) dt et J f(t) dt le sont.

Lb F(t) dt = f Ft) dt + f £(t) dt

2. Dans ce cas,

< Eléments de preuve.
C’est juste un théoréme bilan regroupant tous les cas qu’on a déja vus.
e Si I est fermé borné, c’est la relation de Chasles usuelle pour les fonctions Riemann-intégrables
sur un segment
e Si I est semi-ouvert, c’est le théoréme 4.1.10.

e Si I est ouvert, c’est la définition de la convergence 4.1.27

Proposition 4.1.32 — Linéarité

Soit I un intervalle quelconque de bornes a < b dans R. Soit f,g € C% (I,K) et A € K.

J fet f g sont convergentes, alors J [+ A\g aussi, et

ff—l—/\g—f f+Af

g est divergente, alors f (f + g) est divergente.

a

b
f est convergente et f

a

Proposition 4.1.33 — Positivité et croissance

Soit I un intervalle quelconque de bornes a < b dans R. Soit f,g: I — R deux applications c.p.m.
sur I.

b b
1. (Positivité) Si f est positive sur I, et J f est convergente, alors f f@t) dt = 0.
a a

b b
2. (Croissance) Si f < g sur I, et si f fet f g sont convergentes, alors f < f g
a a a a

3. (Stricte positivité) Si f est continue et positive sur I, non partout nulle, et d’intégrale conver-

Lbf>0.

gente, alors
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1.5 Intégrabilité

Comme pour les séries, ’étude de la convergence d’une intégrale peut parfois s’étudier en étudiant d’abord
la convergence de l'intégrale de son module. Cela permet de ramener I’étude au cas d’une intégrale d’une
fonction positive, et donc d’exploiter les méthodes du paragraphe précédent, notamment les techniques

de comparaison.

Définition 4.1.34 — Intégrabilité

b
1. Soit f : [a,b[— K (K = R ou C). On dit que f est intégrable ou que f f(t) dt est absolument

a
convergente, sl :

(i) f est continue par morceaux sur [a, b| ;
b
(ii) J |f(t)| dt est convergente.
2. Soit f définie sur un intervalle I tel que sup I = b, et b ¢ I. On dit que f est intégrable en b
s'il existe c € I tel que fj[. [ soit intégrable.

3. De méme si a = inf(/), on dit que f est intégrable en a s'il existe ¢ € I tel que fj, o soit
intégrable.

Avertissement 4.1.35

e Attention a bien avoir la bonne terminologie, I'intégrabilité d’une fonction se définit par la
b b

convergence de | |f| et nonde | f.

a a
e De plus, la notion d’intégrabilité porte sur la fonction, et non sur 'intégrale
e Faire le paralléle avec la notion de sommabilité des familles (a;);er!

Remarques 4.1.36

b
1. Si f est c.p.m sur [a, b[ et de signe constant, la convergence de f f équivaut a l'intégrabilité
a
de f.
Cela reste en particulier vrai si f est de signe constant au voisinage de b.

2. La notion d’intégrabilité en b est une notion locale, qui permet d’évacuer momentanément
les problémes qu’il pourrait y avoir & un autre endroit de ’intervalle I.

Proposition 4.1.37 — Intégrabilité aux bornes vs intégrabilité globale

Soit f : I — K, ou I est un intervalle de bornes a et b. On suppose que f est c.p.m sur I. Les
propositions suivantes sont équivalentes:

e f est intégrable sur [

e f est intégrable en a et en b.

Remarque 4.1.38

Avec les notations de la proposition, si a € I, I'intégrabilité en a est acquise, et il ne reste dans le
second point que l'intégrabilité en b a étudier.

La propriété importante permettant de ramener dans beaucoup de situations 1’étude de la convergence
d’une intégrale a ’étude de I'intégrabilité de 'intégrande est similaire & la propriété reliant la convergence
absolue et la convergence des séries.
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Proposition 4.1.39 — CVA implique CV

b
Soit f : [a,b[— K. Si f est intégrable, alors f f(t) dt est convergente.

< Eléments de preuve.
e On commencer par étudier le cas K = R, en décomposant f = f+ — f~, et en utilisant le fait que
0< f*,f~ <|f|- Le théoréeme de comparaison et la linéarité permettent de conclure.

e On passe de méme de R a C en décomposant f en partie réelle et partie imaginaire.

Exemple 4.1.40

dt

+00

cos(t

Montrer la convergence de f t2< )
1

Avertissement 4.1.41
Attention, comme pour les séries, la réciproque est fausse : il peut exister des fonctions f telles
b b
que f f(t) dt converge sans que f soit intégrable. On dira dans ce cas que J f(t) dt est semi-
a

a
convergente.

Exemple 4.1.42

(n+1)m—F | sin(z)|

n’est pas intégrable sur

sin(z)

e En minorant f

nr+g

dz, montrer que f : x —
&

[1,4+00[

+00 :
sin(x
e En effectuant une IPP sur I'intégrale partielle, montrer que f () dx est semi-convergente.

1

Ainsi, I’étude d’une intégale généralisée passe souvent par I’étude d’une intégrale de fonction positive.
Pour cette raison, il peut étre commode de remarquer qu’on peut toujours donner une valeur dans R &
I'intégrale d’une fonction positive :

Proposition/Définition 4.1.43 — Intégrale d’une fonction positive non intégrable

Soit I un intervalle quelconque, de bornes a < b dans R. Si f est c.p.m. sur I, positive, et non
intégrable, alors
lim lim f(¢) dt = +c0.

z—at y—b—
On s’autorise a écrire dans ce cas :

Jb f(t) dt = +oo0.

Remarques 4.1.44

1. Selon les termes du programme, « pour une fonction & valeurs dans R, un calcul aboutissant
a un résultat fini vaut preuve de convergence ».

2. Cela signifie concrétement que si f est positive, on peut commencer & manipuler (calculer ou
b

majorer) f f sans s’étre préoccupé au préalable de la convergence de cette intégrale
a

3. Cette remarque vaut notamment pour I’étude de 'intégrabilité de f. On peut toujours consi-

b
dérer f | f|, sans justification préalable de sa convergence. Dans ce contexte, selon les termes
a
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du programme officiel, « un calcul montrant que f |f| < 400 vaut preuve d’intégrabilité ».
I

4. Dans ce cadre, les manipulations liées a la linéarité et aux majorations restent valides dans
R quelle que soit la nature des intégrales, ce qui découle de pa proposition suivante.

_ )

Soit f,g: I — R des fonctions c.p.m et positives, et A € R¥.

1. Dans R, , I'égalité suivante est toujours valide :

L f(t) + Ag(t) dt = L f(t) + AL g(t) dt.

2. Si f < g sur I, alors dans R, f f(@) dt < f g(t) dt.
I I

< Eléments de preuve.
Dans le cas ou tout converge, c’est déja vu, et dans les autres cas, il suffit d’exprimer le fait que les
divergences se font toujours vers +o0 dans le cadre positif.
e Pour la linéarité, il s’agit aussi de constater que si les deux intégrales divergent, puisque A > 0,
il ne peut pas y avoir de compensation entre les deux termes, et J f + Ag est nécessairement

I
divergente aussi.

e Pour la comparaison, utiliser les théorémes de comparaison pour 1’étude des convergences.

Les théorémes de comparaison s’adaptent pour ’étude de l'intégrabilité en une borne.

_ A

Soit f,g: I — K continues par morceaux, et b = sup I € R.

1. Si f(z) = O(g(z)), alors 'intégrabilité de g en b implique celle de f en b
2. Si f(x) = o(g(z)), alors l'intégrabilité de g en b implique celle de f en b.
3. Si f(x) > g(x), l'intégrabilité de f en b équivaut a celle de g.

Ce théoréme s’adapte bien entendu & la borne inférieure ¢ = inf(I).

~
\

Exemple 4.1.47

1
© — 1) sin(t
Montrer 'intégrabilité sur [0, +oo[ de f: 2z — w.

_ )

On note L'(I,KK) I’ensemble des fonctions intégrables sur I'intervalle I. C’est donc une partie de
Co (I,K).
.

_ )

L'(I,K) est un sous-espace vectoriel de CY, (I,K).

~
\
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Proposition 4.1.50 — Inégalité triangulaire dans L!(I,K)
Soit f e LY(I,K). Alors

On note dans la suite de ce paragraphe L.(I,K) le sous-espace de L'(I,K) constitué des fonctions
intégrables sur I et continues. La notation n’est pas standard et n’apparait pas dans le programme

i<

officiel. 11 faut la réintroduire si vous 1'utilisez.

Le résultat suivant a déja été vu lorsque I = [a, b[. Le cas général s’en déduit en recollant deux intervalles

semi-ouverts.

Proposition 4.1.51 — Positivité, et stricte posititivité

Soit f € LL(I,R) telle que f > 0. Alors J f =0, le cas d’égalité étant obtenu si et seulement si
I

F=o0.

Corollaire 4.1.52 — E.v.n (L(I,K),| - |1)
On définit, pour tout f e LL(I,K),

T f £l

Alors || - |1 est une norme sur L!(I,K).

1.6 Bilan méthodologique

Méthode 4.1.53 — Etudier la convergence d’une intégrale

Soit f :Ja,b[— K

Etudier la c.p.m. sur I =]a,b[, voir si éventuellement f est (ou peut se prolonger en) une
fonction c.p.m. sur [a,b] (dans ce cas, il n’y a rien a faire) ou sur [a, b[ (ce qui évite d’avoir
a couper en 2)
S’il y a un probléme de c.p.m. au milieu de l'intervalle, voir si on peut se ramener & des
fonctions c.p.m. en subdivisant davantage l'intervalle.
Commencer par ’étude de la borne en laquelle la convergence vous parait la plus douteuse.
S’il y a divergence en cette borne, il ne sera pas nécessaire d’étudier ’autre borne.
Commencer par étudier I'intégrabilité en cette borne, notamment par comparaisons, puis en
lautre.
Si la fonction n’est pas intégrable en I'une des 2 bornes, étudier la semi-convergence (il peut
étre intéressant de se ramener & un intervalle [¢, b[ ou ]a, c], pour isoler les 2 bornes a étudier).
Il n’y a pas de méthode standard, mais on pourra penser & I’'une de ces possibilités :

x faire un calcul explicite ;

* Faire une (ou plusieurs) intégration(s) par parties de sorte & diminuer I’ordre de grandeur

de l'intégrande, dans ’espoir de se ramener a une fonction intégrable. C’est ce qu’on a

+00
t
fait pour J % dt;

% Couper le domaine en tranches sur lesquelles f reste de signe constant, pour ensuite
étudier la somme des intégrales sur ces tranches. Cela nous rameéne & un probléme sur les
séries. Si la série obtenue diverge, c’est terminé, sinon, il faut encore contréler ce qui se
passe entre les points de la subdivision.
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II Reégles calculatoires

Cette section a pour but d’étendre au cas des intégrales généralisées les méthodes calculatoires établies
pour les intégrales sur un segment, a savoir les changements de variable, et les intégrations par parties.
Dans cette section, I désigne un intervalle de bornes a < b dans R, les bornes étant indifféremment
ouvertes ou fermées. On désigne toujours par K le corps R ou C.

I1.1 Changement de variables

Théoréme 4.2.1 — Formule de changement de variable pour les intégrales généralisées

Soit f: 1 > Ket:J— I,ouJ est un autre intervalle de R, d’extrémités o < 3. On suppose
que :

(i) f est continue sur I ;

(ii) « est bijective, strictement croissante et de classe C! sur J.

Alors les intégrales f f(x) dz et f flp(t)@'(t) dt sont de méme nature, et en cas de convergence,
I J
b B
[ 1@ az=[ seane@an e [ 5@ ae= [ e a
I J a «

< Eléments de preuve.

Le théoréme de la bijection assure que lim ¢ !(z) = a et lim ¢! (b) = 3.

r—a r—0
Ainsi, faire d’abord le changement de variable sur l'intégrale partielle {; f(z) dz, poura < A < B <
b, puis faire tendre A vers a et B vers b. >
Corollaire 4.2.2 — Adaptation pour un changement de variable strictement décroissant

Soit f: 1 > Kety:J— I, ouJ est un autre intervalle de R, d’extrémités o < #. On suppose
que :

(i) f est continue sur [;

(i) ¢ est bijective, strictement décroissante et de classe C* sur J.

Alors les intégrales J f(x) dz et J f(p(t)¢'(t) dt sont de méme nature, et en cas de convergence,
I J
b B
[ ey aa=—] senemat i [ s@ o= [ sem0
I J a e

Exemple 4.2.3

+00
On admet la valeur de l'intégrale de Gauss : J et dt = AT
—a0
+o
1. Que vaut J et dt?
0

1 +00 67t
2. En déduire la valeur de I <> = f — dt.
2 Vit

Remarques 4.2.4

e Selon les termes du programme, « on applique ce résultat sans justification dans des cas
de changements de variables usuels », ce qui est trés vague. Cela englobe en tout cas les
changements de variable affine. Pour le reste... c’est flou...

e Le théoréme de changement de variable permet aussi de comparer la nature des intégales.
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Donc c’est aussi un moyen d’étude de convergence.

Exemple 4.2.5

+00

Déterminer la nature de J dz (intégrale de Bertrand)

9 zln(z)P

Plus généralement, on peut énoncer :

Proposition 4.2.6 — Intégrales de Bertrand en +c0, HP

e r+— ———— est intégrable en +00 si et seulement si @« > 1, ou (¢ =1 et > 1)
xIn(z)B
(i.e. (o, ) > (1,1) pour lordre lexicographique)
e ©— ———— est intégrable en 0 si et seulement si & < 1, ou (a =1 et g > 1).
x In(z)B

< Eléments de preuve.
A savoir faire car classique, bien que HP. Cela doit donc étre refait en cas de nécessité.
e Le cas a # 1 en +o0 s’obtient facilement par comparaison a des séries de Riemann.

e On peut ramener I'étude en 0 & la précédente par changement de variable y = 1

x "

I1.2 Intégration par parties

Notation 4.2.7

Si f est une fonction définie sur I d’extrémités a < b dans R et si f admet des limites finies (&
droite) en a et (a gauche) en b, on note

[1@)]] = m @)~ 1im_f(@)

a r—at

Théoréme 4.2.8 — Intégration par parties
Soit I un intervalle d’extrémités a < b dans R. Soit f,g: I — K. On suppose que :

(i) f et g sont de classe C* sur I;

(ii) le produit fg admet une limite finie en a™ et en b~ .

Alors les intégrales ds SZ F(@®)g'(t) dt et ds SZ 1/ (t)g(t) dt sont de méme nature, et

| o) de = [rrato)] - | Fo d.

Remarque 4.2.9

Selon les termes du programme, « pour les applications pratiques, on ne demande pas de rappeler
les hypothéses de régularité », c’est a dire le caractére C! de f et g.

Avertissement 4.2.10

Sous I’hypotheése d’existence des limites de fg, la convergence des intégrales est préservée, mais pas

. - . . +9 sin(t)
I’intégrabilité, comme le montre 'exemple déja étudié de f dt.
1
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Exemple 4.2.11 — Relation remarquable de T’

Montrer que pour tout > 0, I'(z + 1) = «['(x).
En déduire que pour tout n € N, I'(n) = (n — 1)!

III Etudes asymptotiques

On s’intéresse pour terminer a 1’étude de 2 problémes asymptotiques liés aux intégrales :
e Le comportement asymptotique d’intégrales dépendant de leur borne, en particulier le comporte-
ment de l'intégrale partielle lorsqu’on fait tendre une borne vers la borne de I, lorsque 'intégrale
diverge, et de méme, le comportement de 'intégrale reste en cas de convergence. On retrouvera ce

type d’études pour les séries plus tard.

e [’étude de la convergence d’une suite d’intégrales J fn-
I

III.1 Intégration des relations de comparaison

Dans ce paragraphe, on suppose que I = [a, b[. Les résultats s’adaptent facilement au cas |a, b].

Théoréme 4.3.1 — Intégration des relations de comparaison dans le cas convergent

Soit f,g: I — R. On suppose que :
e f et g sont continues par morceaux
e ¢ est positive (ou au moins de signe constant) et intégrable en b.

Alors :

b b

1. si f?O(g), alors J fxibO (J 9) ;
b b

2. si f?o(g), alors J ijbo (J g) ;

b b
3. sifwg,alorsff~fg
b z TobJ,

Exemples 4.3.2

Yy
1. Soit & > 0. Trouver un équivalent simple lorsque y tend vers 0 de f t*=le=t dt.
0

2. Soit z € R. A l'aide d’une IPP, trouver un équivalent simple lorsque y tend vers +oo de
+
J ’ t*le t,
Yy

Dans le cas divergent, ce sont les intégrales partielles qu’on pourra comparer.

Théoréme 4.3.3 — Intégration des relations de comparaison dans le cas divergent

Soit f,g: I — R. On suppose que :
e f et g sont continues par morceaux
e ¢ est positive et non intégrable en b.
Alors :

L si f=0(g), alors f: f.2,© (Lx g) |

2. si fjo(g), alors fcfwjbo (Jm g) |
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X T
3. sif~g7alorsff~fg
b @ z—b J,

Exemples 4.3.4

+00
1. Soit x < 0. Déterminer un équivalent en 0 de y — f t*~le=t dt.
y

T

N dt
2. A Taide d’une IPP, donner un équivalent simple de f m quand x tend vers +c0.
2 1IN

I11.2 Théoréme de convergence dominée
Dans cette section, on donne, sans preuve, un outil extrémement puissant pour étudier la limite d’une
suite d’intégrales. On verra plus tard un autre résultat permettant de « passer a la limite sous le signe

», lorsque la convergence des f,, est uniforme.

Théoréme 4.3.5 — Théoréme de convergence dominée, TCD, admis
Soit (f,,) une suite de fonctions de I dans K = R ou C. On suppose que :

(i) pour tout n € N, f,, est c.p.m.

(ii) (fn) converge simplement vers une fonction f

(iii) (hypotheése de domination) il existe ¢ : I — K, intégrable sur I et telle que, sur l'intervalle I,
on ait :

VneN, |fn] < o

Alors les (f,) et f sont intégrables sur I et

< Eléments de preuve.
L’intégrabilité des f, et de f provient des théorémes de comparaison. Le reste de la preuve est
(vraiment) hors-programme, le bon cadre n’étant par celui de I'intégrale de Riemann, mais celui de

Iintégrale de Lebesgue. Ce théoréme sera donc admis. >

Exemples 4.3.6

us
4

1. Déterminer lim tan(x)” dz
n—+00 0
T T n
2. Déterminer lim (1 — 7) dx.
n——+00 0 n
1
3. Déterminer lim (z +n)e VP dz
n—+w Jq

Remarques 4.3.7

1. Lorsque la suite (f,,) est décroissante ce qui est le cas du premier exemple, alors on pourra
toujours dominer la suite par fy, & condition qu’elle soit intégrable.

2. Lorsque la suite est croissante, et que la limite f est intégrable, alors on pourra dominer (f;,)
par f. C’est le cas du deuxiéme exemple.

3. Le dernier exemple montre un cas ou (f,,) n’est ni croissante ni décroissante.



