Fonctions continues sur un e.v.n.

Le but de ce chapitre est d’étendre la notion de continuité aux applications d’un e.v.n. dans un autre.
Certains résultats d’analyse réelle se généralisent dans ce cadre : le théoréme de Heine, le théoréme des
bornes atteintes (a juste titre aussi appelé théoréme de compacité), et le théoréme des valeurs intermé-
diaires, qui nécessite, pour sa généralisation, d’introduire la notion de connexité par arcs. Nous étudierons
pour terminer la continuité des applications linéaires.

I Continuité sur un e.v.n.

I.1 Limites

Définition 5.1.1 — Limite finie en un point adhérent au domaine, définition métrique

Soit (E,| - |g) et (F,|-|r) deux e.v.n., et A = E une partie de E. Soit f : A — F, et a € A, et
be F. On dit que f(x) tend vers b lorsque x tend vers a si :

Ve>0, >0, Vee A, |z —a|lpg <n=|f(z) —b|r <e.

Remarque 5.1.2

La signification de cette définition :
e Ve > 0: « Quelle que soit la marge d’erreur £ qu’on se donne, aussi petite soit-elle ... »
e dp > 0: « ... il existe une petite boule de rayon 7 centrée en a, quitte & prendre 7 trés petit
e
e Vxe A |x—a|lg <n=..:«..tel quesiz estala fois dans A et dans cette boule ... »
o ...— | f(z) —b|r <e: «alors f(z) est proche & € prés de b. »

Autrement dit : « A condition de prendre x € A suffisamment proche de a, on peut rendre f(z) arbitrai-
rement proche de b ».

Remarques 5.1.3

1. L’hypothése a € A est nécessaire pour pouvoir considérer des points aussi proches qu’on veut
de a.

2. L’inégalité a obtenir est d’autant plus contraignante que € est petit. On peut se contenter
d’étudier le cas de valeurs de ¢ inférieures a une valeur £y donnée.

3. On peut généraliser cette définition & des fonctions définies entre deux espaces métriques. La
continuité en a s’exprime alors de la maniére suivante :

Ve >0, dn >0, Vx € A, dg(z,a) <n = dp(f(x),b) <e,
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L ou dg et dy sont les distances sur F et F' respectivement. J

On peut remplacer une ou plusieurs des inégalités larges |z — a| < 7 et |f(z) — b < € par des
inégalités strictes, cela donne une définition équivalente

< Eléments de preuve.

Le quantificateur universel sur € nous assure que ’on peut aussi remplacer ¢ par /2. On déduit alors
I’équivalence de la chaine d’inclusions :

B, %) < B(b,e) = B(b,e)

et des inclusions similaires avec a et 7 (il sera alors peut-étre nécessaire de considérer comme valeur
de sortie 7 et non 7, ce qui nous donne aussi la validité de notre quantification existentielle). >

Siae€ A, etsi f(x) admet une limite en a, alors cette limite est nécessairement égale a f(a). ]

< Eléments de preuve.

Soit ¢ est la limite de f en a. Puisque a vérifie toujours |a — a| < 7, on doit avoir, pour tout £ > 0,
|f(a) = <e. =

Avec les notations de la définition, soit B une partie de E. On note
f(B) = f(AnB) = {f(z), te An B} = {ye F | 3w e B, f() =y

11 s’agit donc de 'image directe de B par f (étendu au cas ou B n’est pas inclus dans le domaine de f).
La définition de la limite peut alors se réécrire de fagon plus synthétique.

et L — e i e dl e m s 6 10 i) ~
Soit (E,|| - |g) et (F,| - |r) deux e.v.n., et A = E une partie de X. Soit f: A — F, et a € A, et
b e F. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) f(x) tend vers b lorsque x tend vers a;
(if) Ve >0, 3n >0, f(B(a,n)) < B(f(a),e).

s

I.2 Limites infinies lorsque B = R

Lorsque B = R, on peut, comme dans le cas des fontions de R dans R, considérer des limites infinies.

Soit (E, | - |g) un e.v.n., et B < E une partie de E. Soit f: B — R, et a € B. On dit que :

(i) f(x) tend vers 400 lorsque x tend vers a si :
VAeR, In>0, VzeB, |z —a|p <n= f(z) = 4;

(i1) f(z) tend vers —oo lorsque z tend vers a si :

VAeR, In>0, VreB, |z —a|g <n= f(z) < 4;

~
"
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Exemple 5.1.8

On considére dans cet exemple (et ceux qui suivent) C comme R-e.v.n., pour la norme définie par
le module. Etudier la limite en zy de f : C\{zp} — R définie par f(2) = -

[1—20]"

Remarque 5.1.9

On peut réexprimer la définition de la sorte : f(z) — +00 si et seulement si

r—a

VAeR, In>0, f(B(z,e)) <[4, +x0l.

I.3 Limite en ’infini

Lorsque E = R, et +o0 est adhérent & A (donc A non majoré), on peut définir, comme dans le cas de
fonctions réelles, des limites en +00 ou en —0

Définition 5.1.10 — Limites en +o lorsque F =R
Soit (F,| - |r) un e.v.n., et A = R une partie non majorée de R. Soit f: A —> F, et a € A. On dit
que f(x) tend vers b € F lorsque x tend vers 400 si :
Ve>0, IN>0, Vze A, 2 > \= |f(z) —b|r <&

ou, de fagon équivalente, si :

Ve >0, 3IA >0, f([A, +x[) < B(b,e).

Exemple 5.1.11

Etudier la limite dans (C°([0,1]), | - |s) de la fonction = +— f, lorsque z tend vers +oo, ot f, est la
fonction définie par

Fo(t) = (1 - 0)F".

Remarque 5.1.12

Le cas de la convergence de suites a valeurs dans un e.v.n. (F,| - |r) est un cas particulier de cette
définition, lorsque A = N c R.

On peut adapter cette définition dans le cas ou (F,| - ||g) est un e.v.n. quelconque, mais au lieu de
faire tendre x vers un infini dans une direction précise, on fait tendre x vers un infini non directionnel,
c’est-a-dire qu’on fait tendre ||z| vers +oo.
Définition 5.1.13 — Limite lorsque |z| — +o0
Soit (E, | -||g) et (F,| - |r) deux e.v.n., et A  E une partie de E. Soit f : A — F. On suppose que

A n’est pas borné. On dit que f(z) tend vers b € F lorsque ||| tend vers +oo si

Ve>0,3A>0, Vze A, |z|g = A= |f(z) —b|r <=

Exemple 5.1.14

Soit f : C — C définie par f(z) = 1=5z. Montrer que f(z) tend vers 0 lorsque |z| — +o0.
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Remarque 5.1.15

Toutes les définitions données dans le cadre des fonctions réelles (notamment les limites infinies ou
les limites en des points infinis) ont été données, dans le cadre du programme de premiére année,
dans le cas ou f est définie sur un intervalle (ou une union finie d’intervalles) et o a est un point de
cet intervalle ou une extrémité. Cette contrainte avait pour but de se limiter a des points adhérents
au domaine, mais sans le dire. Les définitions s’étendent sans peine au cas d’un point ¢ € X,
éventuellement infini (on rappelle que +00 € X si et seulement si X n’est pas majoré).

Exemple 5.1.16

Soit f définie sur Q par f(x) = % ou # = % est la représentation irréductible de z (le signe éventuel

se reportant sur p). Soit a € R\Q. Etudier la limite de f(z) lorsque = — a.

1.4 Limites : point de vue topologique

On peut donner une définition globale & ’aide de la notion de voisinage. On rappelle qu'on a étendu,
dans le cas réel, la notion de voisinage au cas des infinis :

Définition 5.1.17 — Voisinage de +
Soit E = R.
e On convient d’appeler voisinage de +00 un sous-ensemble V < R tel qu’il existe o € R tel
que |a, +oo[c V.
e On note V(+00) 'ensemble des voisinages de +o0.
e On définit de méme V(—00).

Définition 5.1.18 — Voisinage de «©

Soit (E,| - |g) un e.v.n..
e On convient d’appeler voisinage de o0 un sous-ensemble V < E tel qu’il existe a € R tel que
CeB(0,a) c V.
e On note V() ’ensemble des voisinages de infini.

Remarque 5.1.19

Toute comme dans le cas de voisinages de points finis, 'intersection d’un nombre fini de voisinages
de l'infini est encore un voisinage de I'infini.

La notion de voisinage permet de condenser tous les cas distincts pour la définition des limites en un seul.
C’est surtout intéressant dans le cas réel ou il faut distinguer les infinis au départ et a la source.

Dans la caractérisation suivante, les cas a et/ou b = +00 sont pertinents lorsque A et/ou B est une partie
de R non majorée (resp. non minoré). Le cas a = o0 est pertinent lorsque A n’est pas borné.

Théoréme 5.1.20 — Caractérisation topologique des limites

Soit (E, |- |g) et (F,|-|r) deux e.vn., Ac Eet f: A—> F.Soitae A, ouae {0, +w}, et be F,
ou b = +00. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) f(z) tend vers b lorsque z tend vers a
(ii) YW e V(b), U € V(a), f(U)cV.

< Eléments de preuve.

x — al|g < e équivaut a x € B(a,¢)

Rem arquer que
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Au départ, on passe alors du cas topologique au cas métrique en remarquant que tout voisinage de
a contient une boule B(a,¢), et du cas métrique au cas topologique en remarquant qu’une boule
B(a, ) est un voisinage de a. Quelle différence a larrivée ? >

Remarque 5.1.21

On peut aussi avoir des caratérisations mixtes, que j'énonce uniquement dans le cas fini, pour
éviter d’avoir & donner trop de cas. Avec les notations de la définition, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) f(z) tend vers b lorsque z tend vers 0;
(ii) (métrique/topologique) VW € V(b), In >0, Ve e A, |z —a|lp<n= f(zx)eW
(i.e. f(B(a,n) c W)
(iii) (topologique/métrique) Ve > 0, IV € V(a), Va eV n A, |f(z)—b|r <e
(i.e. f(V) < B(a,n)).

Théoréme 5.1.22 — Unicité de la limite

La limite de f en a, si elle existe, est unique. On la note lim f(x).

r—a

< Eléments de preuve.

Meéme principe que pour les limites de suites : si by # be (y compris infini si on est dans R), on peut
trouver Vi € V(by) et Vo € V(by) tels que Vi n Vo = 2. >

Proposition 5.1.23

Soit f: A — F admettant une limite en a. Alors lim f(z) € f(A).

r—a

En notant par abus @ — oo pour désigner |z| — +o0, et x, — oo lorsque ||z,|g — +00, on peut
généraliser la caractérisation séquentielle que vous connaissez dans le contexte réel.

Théoréme 5.1.24 — Caractérisation séquentielle

Soit (E, | -||g), (F,| - |r) deux e.v.n., A © E et a € A (éventuellement a = o0, ou o), et b e F ou
beR (si F =R). Les propositions suivantes sont équivalentes:

() 1 1) =0

< Eléments de preuve.
e Dans le sens direct, utiliser la caractérisation topologique pour ne pas avoir besoin de distinguer
les cas.
e Dans le sens réciproque, raisonner par contraposée, et construire des voisinages collant de plus
en plus a a, et dont I'image n’est pas incluse dans un certain voisinage bien choisi de b.

>

Nous dirons qu'une fonction f admet une propriété P au voisinage d’un point a € X, s’il existe un
voisinage V' de a dans R (au sens étendu ci-dessus pour a infini) tel que la propriété P soit vérifiée par
f sur 'ensemble V n X.

La notion de limite permet alors de « contréler » une fonction au voisinage d’un point. Ainsi, on obtient
par exemple :
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Soit f une fonction admettant une limite finie en un point a de X. Alors, f est bornée au voisinage
de a.

< Eléments de preuve.

La définition de la limite par € donne un encadrement local de f. Comment s’arranger pour ne pas
avoir besoin de distinguer les cas de limites en un point fini ou en un point infini ? >

_ )

Soit f et g deux fonctions définies sur X et Y et a tel que a € X et a € Y. On dit que f et g coincident

au voisinage de a si et seulement s’il existe un voisinage V' de a dans R tel que X nV =Y nV et
que
Vee X nV, f(z)=g(z).

v

Soit f et g deux fonctions coincidant au voisinage d’un point a. Alors, si f admet une limite (finie

~

ou infinie) en a, alors g aussi, et
lim f(z) = lim g(x).

r—a r—a

~
\

< Eléments de preuve.
Par voisinage pour ne pas avoir de discussion, en remarquant que si Vj est un voisinage de a sur
lequel f et g coincide, alors pour tout voisinage U de a, U n Vj est un voisinage de a, sur lequel f
et g coincident. >
Exemple 5.1.28

Trouver un exemple de fonctions réelles telles que f et g coincident sur [a,b], et que f admette une
limite en a mais par g.

I.5 Opérations sur les limites

La seule opération pertinente dans un e.v.n. quelconque est la combinaison linéaire.

Soit (E,| - |g), (F,| - |r) deux evn., A c Eetae A Soit f,g: A — Fet Ae K. Si fetg
admettent une limite en a, alors Af + g aussi, et

lim (A\f + g)(z) = )\alclg}lf(a:) + lim g(x).

Tr—a r—a

< Eléments de preuve.

Critére séquentiel. [

Soit (E, | -|lg), (Fy|-|lr) et (G,||g) troisevan,, Ac Eet BC F,et f: A— Fetg: B— G tels
que f(A) c B. Soit a € 4, tel que f admette une limite b en a et g admette une limite en b. Alors

g o f admet une limite en ¢, et

o go jle) = lmeleh = Im el

T—a b y— lim f(x)
z—a
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Cet énoncé reste vrai dans les cas ol a et b peuvent prendre des valeurs +00, —00 ou 0.

<1 Eléments de preuve.

Par voisinages, ce qui permet d’englober aussi les cas évoqués tout a la fin. =

Remarque 5.1.31

Le théoréme de convergence des suites extraites est un cas particulier de ce résultat.

Proposition 5.1.32 — Limite d’une fonction a valeurs dans un produit cartésien

Soit (E,| - ||g) un ev.n., et (F1,| - |r),...(Fp, || - |F,) une famille finie d’e.v.n.. Soit f : A —
Fy x - - x Fp une application définie sur une partie de A. On note, pour z € A4,

f(@) = (fr@), .., fp(2)).

Soit a € A (ou éventuellement a = +00 ou a = o0). Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) f(x)— b= (b1,...,b,) (pour la norme produit)
r—a
(ll) Vk e [[17pﬂv fk‘(x) :zbk

En termes plus concis, existence d’une limite d’une fonction & valeurs dans un produit cartésien
équivaut & l'existence de limites de chacune de ses composantes.

Remarque 5.1.33

La norme produit est la norme | - |, définie sur le produit cartésien. Comme on I'a vu, elle est

équivalente aux normes | - [|; et | - |2, donc cette propriété reste vraie avec ces normes-la.

Exemple 5.1.34

Le cas des limites des fonctions f : R — C est un cas particulier, la norme usuelle sur C correspon-
dant a la norme | - ||z sur le produit cartésien R x R. Ainsi, f admet une limite en a si et seulement

si sa partie réelle et sa partie imaginaire admettent une limite en a.

I.6 Limites partielles

On considére souvent des limites partielles (sur une partie du domaine), notamment dans le cas ot une
fonction f est définie de fagon différente sur diverses parties de son domaine de définition.

Définition 5.1.35 — Limite de f selon X

Soit F et F deux e.v.n. et A, X < F deux parties de F. Soit f: A — F. Soit a € A n X. La limite
de f selon X est, si elle existe,

lim f(2) = im fix.
zeX

L’hypothése a € A n X est nécessaire du fait que A n X est le domaine de définition de la restriction f|x.

Exemples 5.1.36
1. Pour f une fonction d’un sous-ensemble de R dans R, la limite & gauche de f en a est la
limite selon | — o0, af.
2. De méme, la limite & droite de f en a est la limite selon ]a, +o0[.

3. Si X = {x0}, a est adhérent & X N A si et seulement si zg = a, et a € A. La limite selon {a}
est alors f(a).
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Vous savez caractériser I'existence d’une limite en un point a € R par U'existence et I’égalité des limites
a gauche, a droite et de la valeur au point ; c’est-a-dire l'existence et ’égalité des limites selon | — o0, af,
Ja, 40 et {a}. Voici une généralisation de cette caractérisation

Proposition 5.1.37 — Caractérisation de la limite par les limites partielles
Soit E, F deux e.v.an., A c E, et a € A. Soit f: A — F. Soit b € F. Soit (X;)ic; une famille finie
de parties de F tels que :

(i) il existe un voisinage V € V(a) tel que V < UXi :

i€l
(ii) pour tout i€ I, ae An X;;
(iii) pour tout i€ I, lim f(z) = b.
:feXL:
Alors lim f(z) = b.

Tr—a

Exemple 5.1.38

Etudier la limite en (29, 0) de la fonction f : R? — R définie par

sin(zy)

fly) =4 v
0 sinon.

siy>0

Remarque 5.1.39

Les propriétés sur les limites (et celles sur la continuité qui suivent) sont notamment valides dans le
contexte de fonctions f : A — R, ou A est une partie de R™ (fonction réelle de n variables réelles). Il
faut a priori se donner une norme sur R”, mais comme on le verra dans un chapitre ultérieur, toutes
les normes sur R™ sont équivalentes, et le choix de la norme importe peu. On peut ainsi choisir la
norme qui convient le mieux & 1’étude en cours.

Vous pouvez admettre ce point, et utiliser dés a présent dans les exercices I’équivalence des normes
sur R™.

IT Continuité

II.1 Continuité en un point
Dans tout le paragraphe, (E,| - ||g) et (F,| - ||r) sont deux e.v.n., et A  E est une partie de E.

Définition 5.2.1 — Continuité

Soit f: A — F et ae A. On dit que f est continue en a si f admet une limite en a.

Remarque 5.2.2

Le point a est dans le domaine de f. Ainsi, si f est continue en a, la limite en a est nécessairement

f(a).

De fagon équivalente :
Proposition 5.2.3 — Réexpression métrique et topologique
Soit f: A — F, et a € A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est continue en a;
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(i) Ve >0, In>0, Ve e A, |z —a|lg <n=|f(z)— fla)|r <e;
(iii) pour tout W € V(f(a)), il existe un voisinage V € V(a) tel que f(V) c W.

< Eléments de preuve.

Equivalences déja vues dans le cadre des limites. Le seul ingrédient supplémentaire est I’égalité de la
limite avec f(a), ce qui, comme on 'a vu, est toujours le cas lorsque a est dans le domaine de f. =

y

Comme on ’a vu dans le cadre des limites, les inégalités |z —al g < et | f(z) — f(a)|r < & peuvent
étre indifféremment larges ou strictes.

‘ r
S

L Soit f: A— F, et Bc A. On dit que f est continue sur B si f est continue en tout point de B. J

S

Cela n’équivaut pas a la continuité de f|z. Pouvez-vous trouver un contre-exemple ?
& 2

Si f et g coincident sur un voisinage de a, f est continue en a si et seulement si g est continue en a. ]

< Eléments de preuve.

On a déja vu dans cette situation I’équivalence de 'existence des limites, et leur égalité. >

Soit f et g définies sur A < E, et U un ouvert tel que U n A # &. Alors, si flyna = gjun~a et sig
est continue sur U n A, alors f aussi.

Exemple 5.2.9

Etude de la continuité de la fonction f : R? — R définie par
sin(zy) e
y>0
flay) =4 V¥

0 sinon.

Enfin, on traduit dans le cadre de la continuité la caractérisation séquentielle de la limite.

Soit f : A — F une application définie sur une partie A d’un e.v.n. F, et a € A. Les propositions
suivantes sont équivalentes:

(i) f est continue en a;

(ii) pour tout (uy,) € AN, (u, — a) = (f(un) = f(a)).

< Eléments de preuve.

Conséquence directe de la caractérisation séquentielle pour les limites, et de la valeur de la limite
lorsque a est dans le domaine. >
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II.2 Opérations sur les fonctions continues

Les opérations sur les limites ont pour corollaire immédiat les opérations similaires sur les fonctions
continues.
On considére toujours (E, || - |g) et (F,|| - |r) deux e.v.n., et A une partie de E, et a € A.

Proposition 5.2.11 — Continuité d’une combinaison linéaire

Soit f,g: A— F,et \: A— K. Si f, g et A sont continues en a, alors Af + g aussi.

Proposition 5.2.12 — Continuité d’un produit et d’un inverse
On suppose que F est une algébre, et que | - |p est une norme d’algebre. Soit f,g: A — F.
1. Si f et g sont continues en a, alors fg aussi.

2. Si f(x) est inversible au voisinage de a, alors z — f(z)~! est continue en a.

Attention, il s’agit de 'inverse point par point, et non de la fonction réciproque!

Proposition 5.2.13 — Continuité d’une fonction a valeurs dans un produit cartésien

On suppose que F = Fy x --- x F, ou (Fy, | - | r,) sont des e.v.n., et que || - | ¢ est la norme produit
|- |leo- Soit f = (f1,...,fp) : A— F. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) f est continue en a;

(ii) pour tout k € [1,p], fx est continue en a.

Remarque 5.2.14
1. Cela reste valide en remplacant la norme produit par | - ||; ou | - |2 qui lui sont équivalentes.

2. En particulier, cela permet d’étudier la continuité d’une application a valeurs dans R™ en
étudiant chacun de ses coordonnées, si R™ est muni d’une des 3 normes || - |1, | - |2 ou | - [|oo,
ou plus généralement de n’importe quelle norme, en admettant provisoirement 1’équivalence

des normes en dimension finie.

I1.3 Continuité uniforme, fonctions lipschitziennes

La notion de continuité traduit le fait que localement, f(x) approche f(a) a e prés fixé arbitrairement
a lavance. L’aspect local de cette approximation se traduit par € intervenant dans la définition : € nous
donne le domaine de validité de ’approximation. Plus ¢ est petit, plus il faut rester proche de x pour
que 'approximation soit correcte. La taille de ce domaine de validité peut d’ailleurs dépendre de x. En
général, il n’y a pas de raison de pouvoir trouver un réel n convenant pour toutes les valeurs de =z du
domaine de définition d’une fonction continue. Cela signifie que, une marge ¢ étant donnée, il peut exister
des points pour lesquels il faudra rester trés trés proche (infiniment proche si on fait tendre x vers un des
bords du domaine) de & pour que lapproximation a € prés reste vraie.

Exemples 5.2.15
1. z— e® sur R.

2. x— L sur]o,1].

Si pour tout €, on peut trouver un 7 convenable pour toute valeur de x, on parlera de continuité uniforme.
Remarquez qu’il ne s’agit de rien de moins que d’une interversion de quantificateurs par rapport a la
définition de la continuité sur un domaine.
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Soit f : A — F une fonction définie sur une partie A d’un e.v.n. E. Soit B ¢ A. On dit que f est
uniformément continue sur B si

Ve >0, In>0, Y(z,y)e B |z -ylp <n=|f(z) - f@)l <e.

Le réel n est appelé module de continuité uniforme de f pour approximation
.

J

Soit f: A— F et Bc A. Si f est uniformément continue sur B, elle est continue sur B.

~
\

< Eléments de preuve.

Evident : c’est juste enlever une contrainte de dépendance. >

.

Soit f : A — F une fonction définie sur une partie A d’un e.v.n. E. Soit B < A. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) f est uniformément continue sur B

(ii) Pour toutes suites (x,) et (y,) d’éléments de X telles que =, — y, — 0, on a aussi f(z,) —
f(yn) — 0.

< Eléments de preuve.
Le sens direct est une conséquence immeédiate de la définition de la continuité uniforme et de la
convergence de suites. Réciproquement, raisonner par la contraposée. =

Un exemple important de classe de fonctions uniformément continues est la classe des fonctions lipschit-

ziennes.

S

Soit f : A — F une application définie sur une partie A d’un e.v.n. E. Soit B < A. Soit k € R,..
e On dit que f est k-lipschitzienne sur B si

V(z,y) € B?, |f(2)— f®)le < klz -yl

e On dit dans ce cas que k est un facteur de Lipschitz pour la fonction f sur B.
e On dit que f est lipschitzienne sur B s'il existe k € R, tel que f soit k-lipschitzienne.
e On dit que f est contractante s’il existe k € [0, 1] tel que f soit k-lipschitzienne.

| r
v

Une application lipschitzienne sur B est uniformément continue sur B.
\

II.4 Exemples importants de fonctions continues

Soit (E, |-|g) un e.v.n.. L’application z — |z| g de E dans K est 1-lipschitzienne, donc uniformément
continue sur E.

< Eléments de preuve.

Par inégalité triangulaire. >
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Soit (E, | -||g), et A € E une partie non vide. L’application d(-, A) est 1-lipschitzienne donc unifor-
mément continue sur F.

< Eléments de preuve.

Majorer d(z, z) — d(y, z) par I'T, puis d(x, A) — d(y, A), puis intervertir les roles. >

_ A

Soit (E,| - |&) et (F,| | r) deux e.v.n.. On munit E x F de la norme produit. Alors les projections

pe:ExF — Eetpr:EXxF — F définies par

pe(r,y) =2 et  pr(z,y)=y

sont uniformément continues sur E x F'.

< Eléments de preuve.

Probablement encore un coup de M. Rudolf Lipschitz. =

Voici un corollaire qui permet souvent de se ramener a la continuité de fonctions usuelles d’une variable.

— )

Soit (En, ||, )s (Ea, |- |&,) et (Fy|-| ) trois e.v.n., et f : E; — F une application continue. Alors

f~, . El X E2 — F
(z,y) — [f(2)
_ est continue.
< Eléments de preuve.
Composer par la projection. o>
Exemple 5.2.25
Etudier la continuité pour | - |, de la fonction f : R? — R? définie par

f(z,y) = (sin(z) cos(y),e" ) .

Un autre résultat, permettant de travailler « & isomorphisme prés » (par exemple en assimilant | - |5,

sur E 4 | - || sur espace K™ des coordonnées dans la base B) :

Soit E et F deux K-ev, et ¢ : E — F un isomorphisme. Soit | - | une norme sur F, et | - |5 la

norme sur F induite par . Alors ¢ et ¢! sont 1-lipschitziennes donc continues (pour ces normes).

< Eléments de preuve.

Ce sont méme des isométries! >

I1.5 Prolongements
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Proposition/Définition 5.2.27 — Prolongement par continuité

Soit f : A — F définie sur une partie A d’un e.v.n., et continue sur A. Soit a € A\A tel que f(x)
admet une limite b € F lorsque z tend vers a.

Alors il existe une unique fonction f : Au{a} — F, coincidant avec f sur A et continue sur AU {a}.
Elle est définie par :

_ a8 size A
Fe) = f(x) =

lim f(y) siz=a.

y—a

La fonction f est appelée prolongement par continuité de f en a.

Les situations de densité permettent aussi d’obtenir des propriétés d’unicité de prolongements.

Proposition 5.2.28 — Coincidence sur une partie dense

Soit f,g : A — F deux applications continues sur A, et B une partie de F dense dans A. Si f et g
coincident sur B, alors f = g.

Corollaire 5.2.29

Soit A une partie de E et B © A une partie dense dans A. Soit f : B — F une application continue.
Alors f admet au plus un prolongement g défini et continu sur A.

Exemple 5.2.30

Déterminer toutes les applications f : R — R telles que pour tout (z,y) € R?, f(z+y) = f(z)+ f(y).

III Continuité et topologie

III.1 Images réciproques d’ouverts et fermés

Comme souvent, les images réciproques donnent des propriétés plus simples que les images directes
(surtout du fait d’une quantification en moins dans la définition, ce qui permet d’échapper aux problémes
d’interversion de quantificateurs).
Théoréme 5.3.1 — Image réciproque d’un ouvert, d’un fermé
Soit f: A — F une application continue sur A, partie d’un e.v.n. E.
1. Pour tout U ouvert de F', f~1(U) est un ouvert relatif de A.
2. Pour tout C fermé de F, f=1(C) est un fermé relatif de A.

Ce théoréme est notamment trés utile pour montrer de fagon efficace que certaines parties de R™ sont
des ouverts ou des fermés.

Exemples 5.3.2
1. Le demi-plan de R? d’équation x > 0 est un fermeé.
2. {(z,y) e R? |z < 3y + 2 et 2% > y} est un ouvert de R?.

3. Redémontrer le fait que B(a,r) et S(a,r) sont des fermés de F, et que é(m ) est un ouvert.

Comme on l'avait annoncé plus haut :
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Théoréme 5.3.3 — GL,(K) est un ouvert de M,,(K)

Tout est dit dans le titre (et ceci indépendamment de la norme, si on admet 1’équivalence des normes
en dimension finie).

< Eléments de preuve.

Quelle fonction continue permet de caractériser I'inversibilité ? o>

Avertissement 5.3.4

En général, 'image directe d’'un ouvert (resp. fermé) par une fonction continue n’est pas ouvert

(resp. fermé)

Exemple 5.3.5

Trouvez (graphiquement) des exemples dans le cas de fonctions R — R.
Pour les fermés, c’est cependant presque vrai, avec une petite condition en plus (la compacité).

III.2 Fonction continue sur compact

Théoréme 5.3.6 — Théoréme de compacité

L’image par une fonction continue f : A — F d’une partie compacte K < A est une partie compacte
de F

< Eléments de preuve.

La continuité permet de préserver la convergence d’une suite extraite. >

Corollaire 5.3.7 — Théoréme des bornes atteintes

Soit f : K — R définie sur une partie K compacte d’un e.v.n. E. Alors f est bornée et atteint ses

bornes.

< Eléments de preuve.

Par le théoréme de compacité, f(K) est fermé et borné. Donc sup f(K) € f(K). >

Remarque 5.3.8

1. On retrouve ’énoncé de premiére année dans le cadre de fonctions définies sur un intervalle
fermé borné de R en remarquant qu’un intervalle [a, b] est compact.

2. L’importance de ce théoréme se fait particuliérement sentir dans le cadre de la recherche
d’extremas globaux : le théoréme des bornes atteintes se réexprime en effet en disant qu’une

fonction f: K — R définie sur un compact admet un minimum et un maximum sur K.

Exemple 5.3.9

Soit P une fonction polynomiale sur R? prenant au moins une valeur strictement positive Montrer
que Papplication f : R? — R définie par

f(a,y) = @V Pz, y)

admet un maximum global.

Une autre propriété des fonctions continues sur un compact généralise une propriété de premiére année.
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Théoréme 5.3.10 — Heine

Une fonction continue sur un compact K est uniformément continue sur K.

< Eléments de preuve.

De méme que le cas réel, par contraposée, en niant le critére séquentiel.

IV  Connexité

On cherche dans cette partie a généraliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

IV.1 Parties connexes par arcs

Définition 5.4.1 — Arc, ou chemin continu

Soit (E,| - |g) un e.v.n., et (a,b) € E% Un arc continu (ou chemin continu) de a & b est une
application continue 7 : [0,1] — E telle que v(0) = a et y(1) = b.

Remarque 5.4.2

Faites un dessin pour illustrer la notion!

Soit A une partie de E. On peut définir une relation sur A par

aRb < il existe un arc continu reliant a a b.

Proposition/Définition 5.4.3 — Composantes connexes de A

La relation R est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence de A pour cette relation sont
appelées composantes connexes de A.

Définition 5.4.4 — Partie connexe par arcs

Soit A une partie d’un e.v.n. E. On dit que A est connexe par arcs si A ne posséde qu’une seule
composante connexe, donc si pour tout (a,b) € A2, il existe un arc continu v reliant a & b.

Exemple 5.4.5
1. Déterminer les composantes connexes par arcs de R*
. Montrer que C* est connexe par arcs.

2
3. Montrer que le « plan fendu » C\R_ est connexe par arcs
4. C\R est-il connexe par arc?

5

. Etudier la connexité par arcs de S(a,r) dans un e.v.n..

Définition 5.4.6 — Partie étoilée
Soit A une partie d'un e.v.n. E.

(i) On dit que A est étoilée par rapport a a € A si pour tout b € A, le segment [a, b] est inclus
dans A, c’est-a-dire :
Ve [0,1], f((1—t)a+tb) € A.

(ii) On dit que A est étoilée s'il existe a tel que A soit étoilée par rapport a A.
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Proposition 5.4.7

Une partie convexe est étoilée.

Proposition 5.4.8 — Etoilé implique connexe

Soit A une partie d’'un e.v.n. E.
e Si A est étoilée, alors A est connexe par arcs.
e En particulier, toute partie convexe est connexe par arcs.
e En particulier, les boules (ouvertes ou fermées) sont connexes par arcs.

< Eléments de preuve.
On peut joindre b a ¢ en 2 temps, en faisant un petit détour. o>
Exemple 5.4.9

1. On retrouve la connexité par arcs des boules.

2. Montrer que tout sous-espace vectoriel de E est connexe par arcs.

Proposition 5.4.10 — Les connexes par arcs de R

Les parties connexes par arcs de R sont exactement les intervalles.

IV.2 Image continue d’une partie connexe par arcs
Le théoréme suivant est une généralisation du TVIL.

Théoréme 5.4.11 — Image continue d’un connexe par arcs

Soit f : A — F une fonction continue sur une partie connexe par arcs A de E. Alors f(A) est aussi
connexe par arcs.

Dans le cas ou £ = F = R, les connexes par arcs étant les intervalles, on retrouve le fait que I'image d’un
intervalle par une fonction continue est un intervalle, qui est 'un des énoncés possibles du TVI.
On peut se servir de cette propriété pour montrer que certains ensembles ne sont pas connexes par arcs.

Exemple 5.4.12

1. En considérant det, montrer que GL, (R) n’est pas connexe par arcs.

2. De méme pour O, (R).

V Continuité des applications linéaires

On termine ce chapitre par I’étude de la continuité des applications linéaires entre deux e.v.n..

Théoréme 5.5.1 — Caractérisation de la continuité d’'une AL

Soit (E, |- |g) et (F,||-||r) deux e.v.n., et u € L(E, F). Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) w est continue sur E;

(ii) w est continue en 0;

(iii) il existe k € R tel que pour tout z € E, |u(x)| g < k|z|F
)

(iv) u(B(0,1)) est borné.
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(v) u(S(0,1)) est borné.
Définition 5.5.2 — Norme subordonnée
Soit uw € L(FE, F) une application linéaire continue. On définit
|lu(z)|r
ull = sup Ju(z)|r = sup ————
2eS(0,1)) seb\0) |Z]E

On dit que [|ul| est la norme subordonnée (aux normes || - |z et | - |) de Papplication linéaire

continue u.
On parle aussi de norme triple, ou de norme d’opérateur, et on rencontre parfois la notation | - ||op.-

Exemples 5.5.3
1. Soit (E,| - |) un e.v.n.. Déterminer ||Idg]|.

2. Soit £ = R[X] muni de || - |« sur les coefficients, et a €] — 1, 1[. Montrer que u : P — P(a)
est continue, et déterminer ||ul|. Que dire lorsque |a| > 17

Proposition 5.5.4 — L’e.v.n. L .(E, F)

Soit L.(FE, F) I'ensemble des applications linéaires continues de E dans F. Alors L.(E, F) est un
K-ev, et || - || est une norme sur L.(E, F).

Proposition 5.5.5 — Sous-multiplicativité de | - ||

Soit E, F et G trois e.v.n., et u€ L.(E,F), ve L(F,G). Alorsvoue L.(E,G), et

oo wull < floll - flell-
Corollaire 5.5.6
La norme || - || est une norme d’algébre sur £.(R).
Exemple 5.5.7
Donner un exemple montrant qu’on peut avoir [|u o v|| < ||ul] - [|v]|-

On généralise 'étude de la continuité des applications linéaires au cas des applications multilinéaires.

Théoréme 5.5.8 — Caractérisation de la continuité des applications multilinéaires

Soit Ey,...,E,, F des evan., de normes || - |g,,..., | ||lg,, |- |- Soit ¢ : E4 x -+ x E,, —> F une
application n-linéaire. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) ¢ est continue;
(ii) ¢ est continue en (0,...,0);

(iii) il existe k € Ry tel que pour tout (x1,...,x,),

E;-

n
lp(er,...,z0)lr < k] el
i=1

< Eléments de preuve.

Le démonstration n’est pas exigible.
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o (i1) = (ii7) : Dans le sens direct, prendre k = ,]lu , ou n est tel que

[z1,. . zklr <n = |p(z1,...,21))| < 1.

e (iii) = (i) Faire un télescopage (comme pour la continuité d’un produit), de sorte a former une

différence y; — z; sur 'une des coordonnées dans chaque terme.

Exemples 5.5.9
1. L’application K x F — E, telle que (\, z) — Az.
2. L’application d’évalution L.(E, F) x E — F telle que (u,x) — u(z).
3. Lapplication L.(E, F) x L.(F,G) — L.(E, G) telle que (u,v) — v o u.
4. Si E est un espace euclidienne, et | - || la norme euclidienne associée, {-,-) est continue.
)

. Si E est une algébre tel que | - ||g est une norme d’algebre, le produit (x,y) — zy de E x E
dans E.

6. Retrouver avec I’exemple précédent la propriété de continuité d’un produit de deux fonctions
a valeurs dans une algébre muni d’une norme d’algébre (donc méme si cette propriété n’est
pas au programme, on la retrouver facilement avec les résultats au programme).

VI E.v.n. de dimension finie, et conséquences sur la continuité

V1.1 Equivalence des normes

Nous avons déja évoqué ce théoréme d’une importance capitale :

Théoréme 5.6.1 — Equivalence des normes en dimension finie

Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes définies sur F sont équivalentes

< Eléments de preuve.

H/ - ‘ B,oo-

Fixer une base B et comparer une norme N quelconque a la norme
e Dans un sens, c’est évident par IT et majoration des coordonnées.
e Dans l'autre, utiliser la deuxiéme IT et la majoration précédente pour montrer que N est lip-
schitzienne donc continue. Terminer en utilisant la compacité de B(0,1) pour | - |5,c0-
o>

Un espace de dimension finie pouvant toujours étre muni d’une norme (par exemple la norme || - ||5,0
associée a une base), on a une topologie naturelle d’e.v.n. unique, indépendante de la norme choisie. En
particulier, toutes les propriétés de continuité et de convergence sont les mémes quelle que soit la norme
choisie. Le caractére borné est aussi préservé d’une norme a l'autre.

Il en résulte que le choix de la norme n’a pas beaucoup d’importance, et en général, elle ne sera pas
préciser. Parler de convergence ou de continuité dans un espace de dimension finie F, sans préciser de
norme, se référe de facon implicite a la topologie définie par I'une quelconque des normes qui peuvent
étre définies sur E.

Ce théoréme nous permet notamment de choisir une norme a notre convenance, dans le but de simplifier les
calculs et les majorations, certaines normes pouvant étre plus pratiques que d’autres suivant le contexte.
Ainsi, comme on I’a déja vu, il peut étre intéressant, dans un contexte matriciel (donc en dimension finie),
d’utiliser une norme matricielle (donc sous-multiplicative).

En particulier, la convergence peut toujours s’étudier avec la norme | - || 3,00, ce qui permet de justifier le
résultat suivant.
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Corollaire 5.6.2 — Caractérisation de la convergence par les coordonnées en dim finie

Soit (E,N) un e.v.n. de dimension finie, et B = (by,...,bs) une base de E, (E',N’) un e.v.n.
quelconque, A = E' et a € A. Soit (u,,) € EN et f € B décomposées sur la base B :

d
VneN, u, = 2 Un, 1Dk et Vee A, f(z)= Z Tr(2)by.
k=1 k=1

1. La suite (up)neny converge vers L = ({1,...,0q) si et seulement si pour tout k € [1,d],
(Un,k)nen converge vers (.

2. L’application f admet une limite L = ({1, ...,#3) lorsque z tend vers a si et seulement si
pour tout k € [1,d], fx(z)— L.

r—a
3. L’application f est continue en b € A si et seulement si pour tout k € [1,d], fi est continue
en b.

Autrement dit, la convergence (de suites, de fonctions) et la continuité peuvent s’étudier coordonnée
par coordonnée.

Exemple 5.6.3

Trouver dans R[X] une suite non convergente pour la norme | - ||, sur les coefficients, mais conver-

geant coordonnée par coordonnée dans la base canonique.

Avertissement 5.6.4

On peut définir des métriques sur E associées a d’autres topologies! Ainsi, 'unicité de la topologie
sur E de dimension finie est valide dans le contexte ol on ne regarde que les topologies issues de
normes.

VI.2 Conséquences topologiques

Comme on l’a vu, en dimension finie, la topologie définie par une norme ne dépend pas du choix de
la norme. Cela implique en particulier que certaines propriétés vues dans le cadre d’une norme donnée
restent valides pour toutes les normes. En particulier :

Théoréme 5.6.5 — Bolzano-Weierstrass en dimension finie

Soit (E,| - |) un e.v.n. de dimension finie. Alors toute suite bornée de vecteurs de E admet une
valeur d’adhérence.

< Eléments de preuve.
Cela avait é¢té démontré pour | - ||5,00, aprés choix d’une base. Par équivalence des normes, cela reste

vrai pour toute norme. =

Corollaire 5.6.6 — Caractérisation des compacts en dimension finie
Soit £ un e.v.n. de dimension finie, et K < E. Les propositions suivantes sont équivalentes:
(i) K est compact;

(ii) K est fermé et borné.

< Eléments de preuve.

Un sens a déja été vu. L’autre résulte de BW et du caractére fermé. [
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R ) )

Soit F un e.v.n. de dimension finie, a € E et r € R% . La boule fermée B(a,r) est un compact.
\

Soit E un e.v.n. de dimension finie, et (u,) un suite bornée. Alors (u,) converge si et seulement si

elle a une unique valeur d’adhérence.
\

< Eléments de preuve.

(uy,) est & valeurs dans une boule fermée, donc compacte. >

Soit E un e.v.n. de dimension finie et I’ un sous-espace vectoriel de E. Alors F est fermé. ]

< Eléments de preuve.

Utiliser une base de E complétée d’'une base de F, et utiliser la caractérisation séquentielle des

fermées, en travaillant sur cette base. >

Exemple 5.6.10

Soit E ’espace des suites réelles telles que >, h‘?"—l converge. Pour u = (uy,), on définit
+00
|tn|
N(u) = )] n—g
n=0

Soit F' le sous-espace de E des suites a support fini (donc nulles apcr). Montrer que N est une
norme sur E, et que F n’est pas fermé (on pourra constuire une suite d’éléments de F' convergeant
vers la suite constante de valeur 1).

VI.3 Conséquences sur la continuité des applications linéaires

Soit E, F deux e.v.n.. Si E est de dimension finie, toute application linéaire u € L(E, F) est continue,
donc
L.(E,F)=L(E,F).

< Eléments de preuve.

Munir E d’une norme | - | = | - | 8.0, €t majorer u(B(0,1)). >

La norme triple || - || peut donc étre définie sur L(E, F') tout entier.
Si F est lui-méme de dimension finie, L(E, F') est isomorphe a un espace de matrices M, ,(K). Plus
précisément, M € M, ,(K) représente une application linéaire de KP dans K", définie par

X - MX.

Ainsi, quelle que soit la norme | - |, choisie sur K™ et la norme | - ||, choisie sur K?, I'application linéaire
définie par M est continue, ce qui permet de définir la norme triple associée & M

Soit M € M,, ,(K). La norme triple de M (coordonnée aux normes | - [, et | - ||, de K? et K") est ]
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définie par
MX||, MX|, MX||,
il D, X, X1,
xekr\{oy [ X|p X€eB(0,1)\{0} 1X 1 xes©,1) [ Xllp

Proposition 5.6.13 — Encore une norme matricielle

La norme triple est matricielle (i.e. sous-multiplicative) : si M € M,, ,(K) et N € M, ,(K), et si la
norme utilisée sur KP est la méme pour définir ||N|| et ||M ||, alors

AN < 1] - [l

< Eléments de preuve.
On I'a déja vu dans le contexte des AL continues. >
Plus généralement,
Théoréme 5.6.14 — Continuité des applications multilinéaires en dimension finie

Soit E1,...,E,, F des e.v.n.. Siles E, k € [1,p] sont de dimension finie, alors toute application
multilinéaire u : Fy x --- x B, — F est continue.

< Eléments de preuve.

Récurrence sur p. =

Exemples 5.6.15

1. Soit F de dimension finie, muni d’une base B. Le déterminant detg : £ — K est multilinéaire

sur E, donc continue, quelle que soit la norme de F.

2. det : M,,(K) est continue par rapport a ses colonnes, pour n’importe quelle norme sur ’espace
K™ des colonnes.

3. (M,N)— MN de M,, ,(K) x M,,,(K) dans M,, ,(K) est continue.

4. De méme, la composition des AL entre espaces de dimension finie.

V1.4 Applications polynomiales

Définition 5.6.16 — Application polynomiales de n variables

Soit Ac K" et f: A — K. On dit que f est une application polynomiale si f est une combinaison

linéaire d’applications

T1yeneyTy) = Lo,
1 n

ou (ay,...,a,) € N™

Exemple 5.6.17

L’application f définie sur R® par f(z,vy,2) = 3x2yz* — xy + 2 est une application polynomiale.

Proposition 5.6.18

Les applications polynomiales sont continues sur leur domaine de définition, et ceci indépendamment

des normes choisies.

< Eléments de preuve.
Travailler avec la norme oo pour obtenir la continuité des projections, puis les régles sur le produit

permettent de conclure. o>
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Exemple 5.6.19
Etudier la continuité de f : R? — R? définie par

2 cos(zy)
) 2 2
fi(z,y) — (hn(m +ay+y +1)’7x2+y4+1

Théoréme 5.6.20 — Continuité de tr et det

tr: M, (K) — K et det : M,,(K) — K sont continues en tant qu’applications de n? variables réelles.

< Eléments de preuve.
Avec ce point de vue, tr et det sont polynomiales. La continuité de tr provient également de sa

linéarité (et de la dimension finie). o>

Plus généralement, on peut définir des applications polynomiales sur un espace quelconque :
Définition 5.6.21 — Application polynomiale

Soit F et F' deux espaces de dimension finie, et f : £ — F. Les propositions suivantes sont
équivalentes:

(i) Il existe une base B de E et une base C de F tels que les coordonnées fi(z) de f(z) sur C
soient polynomiales en les coordonnées de = sur 5;

(if) Pour toute base B de E et toute base C de F, les coordonnées fi(z) de f(x) sur C sont
polynomiales en les coordonnées de x sur B;

On dit dans ce cas que f est une application polynomiale.

En travaillant coordonnée par coordonnée (sur F') avec la norme |-||g,o sur E, les raisonnements ci-dessus
s’adaptent bien, et on obtient :
Proposition 5.6.22 — Continuité des applications polynomiales

Soit E et F' des espaces de dimension finie, et f : E — F une application polynomiale. Alors f est
continue.



