
10
Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre, on étudie les suites et séries de fonctions. De façon naturelle, on peut définir, si elle
existe, la valeur point par point (c’est-à-dire la limite de fnpxq) à x fixé, pour une suite pfnq). On peut
alors se poser la question de savoir si certaines propriétés des suites fn passent bien à la limite (par
exemple la continuité, la dérivabilité etc) et si cela revient au même de faire certaines opérations terme à
terme ou sur la somme totale, par exemple si la somme des intégrales est égale à l’intégrale de la somme
(ou de même pour les limites). Il s’agit donc de propriété d’interversion de certains symboles, définis à
base de limites. En général ces interversions ne seront pas possibles et il faudra des modes de convergence
plus contraignants.

I Modes de convergences

I.1 Convergence simple

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. On munit F de sa topologie naturelle d’e.v.n.,
associée à une norme quelconque } ¨ }F . Soit A Ä E. On considère une suite d’applications pfnqnPN de A

dans E.
Dans certains énoncés, E devra également être muni de sa structure topologique naturelle d’e.v.n., no-
tamment quand il sera question de continuité. Nous noterons dans ce cas } ¨ }E une norme (arbitrairement
choisie) de E.
Comme on est en dimension finie, le choix des normes sur E et F n’a pas d’influence sur les propriétés
de convergence et de continuité.

Définition 10.1.1 – Convergence simple

La suite pfnq converge simplement vers une fonction f : A Ñ F si pour tout x P A, la suite
pfnpxqqnPN P AN converge vers fpxq. Autrement dit :

@x P A, @" ° 0, DNx P N, @n P N, n • Nx ùñ }fnpxq ´ fpxq}F § ".

Proposition 10.1.2 – Unicité de la limite simple

En cas d’existence, la fonction f est unique.

Remarque 10.1.3

1. La propriété de convergence simple, ainsi que la valeur de la limite simple f , ne dépend par
de la norme sur F

2. L’espace E n’a pas besoin d’être muni d’une norme pour définir la convergence simple.
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3. Les règles usuelles sur les limites de suites à valeurs dans F s’appliquent (sommes, produits
si pertinent etc). Par exemple, si pfnq et pgnq admettent des limites simples f et g, alors
pfn ` �gnq converge simplement vers f ` �g.

4. L’indice x pour désigner le rang Nx dans la définition est indiqué pour insister sur la dé-
pendance de N par rapport à x (il dépend aussi de ", mais ce point est plus « évident »,
alors que la dépendance ou non par rapport à x est justement la subtilité qui différentie la
convergence simple de la convergence uniforme)

Exemples 10.1.4

Étudier la convergence simple de la suite pfnq où, pour tout n P N, fn : R` Ñ R est définie par :

1. fnpxq “ e´nx ;

2. fnpxq “ nxe´nx.

3. fnpxq “ ne´nx

Remarque 10.1.5

Comme on l’a fait remarquer dans le préambule, certaines propriétés ne se conservent pas. Ici, dans
l’exemple 1, la continuité des fn n’est par exemple pas préservée au passage à la limite simple f . Il
faut, pour que ce soit le cas, un mode de convergence plus fort

I.2 Convergence uniforme

Définition 10.1.6 – Convergence uniforme

1. On dit que pfnqnPN converge uniformément vers f (sur A) si :

@" ° 0, DN P N, @x P A, @n P Nn • N ùñ }fnpxq ´ fpxq}F § ".

2. Soit B Ä A. On dit que pfnq converge uniformément sur B si ppfnq|Bq converge uniformément,
donc si

@" ° 0, DN P N, @x P B, @n P N, n • N ùñ }fnpxq ´ fpxq}F § ".

Remarque 10.1.7

1. La différence essentielle avec la convergence simple est l’indépendance de N par rapport à x.
La convergence est donc « aussi rapide » en chaque point.

2. Graphiquement, pour des fonctions réelles, cela signifie qu’àpcr, la courbe de fn est dans un
« tube » de rayon " autour de la courbe de f .

3. La quantité }fn ´ f}8 étant bien définie dans R (égale à `8 si f ´ fn n’est pas bornée), la
définition peut se réexprimer de la façon suivante :

}fn ´ f}8 ›Ñ
nÑ0

0,

Proposition 10.1.8 – CVU par majoration uniforme

S’il existe une suite pMnqnPN (indépendante de x) telle que pour tout x P A,

}fnpxq ´ fpxq}F § Mn,

et telle que limMn “ 0, alors pfnq converge uniformément vers f .
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Proposition 10.1.9 – Limite simple / limite uniforme

Si pfnq converge uniformément vers f , alors elle converge aussi simplement vers f .

Ainsi, la limite uniforme, si elle existe, est égale à la limite simple.

Proposition 10.1.10 – Caractérisation de la CVU par convergence dans un e.v.n.

Soit fn, f : A Ñ F . Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) pfnq converge uniformément vers f sur A

(ii) pfn ´fq est bornée à partir d’un certain rang n0, et pfn ´fqn•n0 converge vers 0 dans BpA,F q.

Méthode 10.1.11 – Étudier la convergence uniforme

‚ Étudier la limite simple pour trouver le seul candidat f à être la limite uniforme.
‚ Majorer }fnpxq ´ fpxq} indépendamment de x par une suite numérique qui tend vers 0.

Exemples 10.1.12

1. Parmi les exemples précédents, y en a-t-il qui CVU sur R` ? sur ra,`8r, a>0 ?

2. Étudier la convergence uniforme sur R des suites définies par :
‚ fnpxq “ e´pt`nq2

‚ fnpxq “ e´pt` 1
n q2

.

3. Étudier la convergence uniforme sur Bp0, rq de la suite pApzqnqnPN, où r Ps0, 1r et A : C Ñ
MnpCq est définie par

Apzq “

¨

˚̊
˚̊
˚̊
˚̊
˝

z 1 0 . . . 0

0 z 1
...

0 0
. . . . . . 0

...
. . . z 1

0 0 . . . 0 z

˛

‹‹‹‹‹‹‹‹‚

Proposition 10.1.13 – CN de CVU

Supposons que pfnq converge uniformément simplement vers f sur A. Alors pour tout pxnqnPA P AN,
tel que xn ›Ñ a P A, fnpxnq ´ fpxnq ›Ñ 0

Méthode 10.1.14 – Montrer qu’une suite ne converge pas absolument

Utiliser la contraposée de la propriété précédente : pour montrer que pfnq ne converge pas unifor-
mément vers f , il suffit de trouver xn P AN tel que fnpxnqfpxnq ne converge pas vers 0

Exemples 10.1.15

1. Reprendre les exemples précédents.

2. Étudier la CVU sur R de pfnq définie par fnpxq “ cos
`
x
n

˘
.

I.3 Convergence uniforme locale

Comme on le verra un peu plus loin, la convergence uniforme permet de conserver les propriétés de
continuité. Comme la continuité n’est qu’une propriété locale, et non globale, il n’est pas nécessaire
d’avoir la convergence uniforme sur tout le domaine, mais de l’avoir au voisinage de tout point en lequel
on veut établir la continuité.



156 CHAPITRE 10. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Définition 10.1.16 – Convergence uniforme locale

Soit a P A. On dit que pfnq converge uniformément vers f au voisinage du point a s’il existe un
voisinage V P Vpaq tel que pfnq converge uniformément vers f sur V X A

Exemple 10.1.17

Montrer que les exemples 10.1.4 sont uniformément convergents au voisinage de tout point de R˚
`,

mais par uniformément continue sur R˚
`.

Attention au fait que la convergence uniforme sur une partie B de A n’implique pas nécessairement la
convergence uniforme locale au voisinage de tout point de B :

Exemple 10.1.18

Soit fn : x fiÑ
#
1 si x † 0

e´nt si x • 0
.

Montrer que pfnq CVU sur s ´ 8, 0s, mais ne converge pas uniformément au voisinage de 0.

On peut préciser un peu les choses :

Proposition 10.1.19 – CVU locale versus CVU globale

Soit B Ä A. On suppose que pfnq converge uniformément vers f sur B.

1. Alors pfnq converge uniformément au voisinage de tout point de B̊, et plus généralement, de
l’intérieur relatif de B dans A (i.e. le plus grand ouvert relatif de A inclus dans B).

2. En particulier, si B est un ouvert relatif de A, alors pfnq converge uniformément au voisinage
de tout point de B.

Dans le cas d’une fonction définie sur un intervalle I de R, on peut se contenter d’étudier la convergence
uniforme sur tout segment inclus dans I.

Proposition 10.1.20 – CVU sur un intervalle de R
Soit fn : I Ñ F . Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) pfnq converge uniformément au voisinage de tout point de I.

(ii) pfnq converge uniformément sur tout segment ra, bs Ä I ;

(iii) Il existe un recouvrement I “
§

iPI
rai, bis tel que pfnq converge uniformément sur tout intervalle

rai, bis

Dans la pratique, on étudiera par exemple souvent la convergence uniforme locale sur R˚
` en étudiant

la convergence uniforme sur s0, bs (s’il y a un problème d’uniformité en `8) ou sur ra,`8r, s’il y a un
problème d’uniformité lorsqu’on s’approche de 0, ou sur ra, bs, s’il y a des problèmes des deux côtés.

II Régularité des limites de suites de fonctions

Cette section traite essentiellement du passage à la limite d’un certain nombre de propriétés et construc-
tions : la continuité, l’intégration, la dérivation. Ces propriétés et constructions s’expriment ou se défi-
nissent toutes en fonction de limites (ou bornes supérieures). Dans tous les cas, il s’agit donc ici d’établir
un certain nombre de propriété d’interversion de limites.

II.1 Continuité d’une limite uniforme



II Régularité des limites de suites de fonctions 157

Théorème 10.2.1 – Préservation de la continuité par CVU

Soit pfnq une suite de fonctions A Ñ F .

1. Soit a P A. Si pfnq converge uniformément vers f au voisinage de a, et si les pfnq sont
continues en a, alors f est continue en a.

2. Soit B un ouvert relatif de A. Si pfnq converge uniformément vers f sur B et si les fn sont
continues sur B, alors f est continue sur B

3. En particulier si pfnq converge uniformément vers f (sur A entier) et si les fn sont continues,
alors f est continue (sur A).

Ÿ Éléments de preuve.
Le premier point implique facilement les deux autres. Pour montrer 1, poser un " et décomposer

fpxq ´ fpaq “ fpxq ´ fnpxq ` fnpxq ´ fnpaq ` fnpaq ´ fpaq,

sur une boule sur laquelle exploiter la convergence uniforme. ô

Exemple 10.2.2 – Fonction de Bolzano

On considère la suite pfnq de fonctions r0, 1s Ñ R affines par morceaux, définie par f0 “ idr0,1s, et,
fn étant définie continue, affine sur chaque intervalle r k

3n ,
k`1
3n s, on définit fn`1 continue et affine

sur chaque intervalle r k
3n`1 ,

k`1
3n`1 s, prenant les mêmes valeurs que fn sur les 3k

3n`1 , et telle que

fn`1

ˆ
3k ` 1

3n`1

˙
“ fn

ˆ
3k ` 2

3n`1

˙
et fn`1

ˆ
3k ` 2

3n`1

˙
“ fn

ˆ
3k ` 1

3n`1

˙
.

Montrer que pfnq converge vers une fonction f et que f est continue.
En représentant les fonctions pfnq, on se doute bien que les irrégularités de plus en plus nombreuses
vont être un frein à la dérivabilité. De fait, on peut montrer que f est une fonction continue sur
r0, 1s, mais dérivable en aucun point de r0, 1s. C’est historiquement le premier exemple d’une fonction
continue nulle part dérivable, découvert par Bolzano vers 1830.

Avertissement 10.2.3

Si la propriété de CVU ne porte pas sur A tout entier, attention à l’hypothèse d’ouverture. En
particulier, si on travaille dans R, et que A et B sont des intervalles, il faut faire attention aux
bornes.

Exemple 10.2.4

La suite définie par

fnpxq “

$
’’&

’’%

0 si x § ´ 1
n

nx ` 1 si x Ps ´ 1
n , 0r

1 si x • 0

est uniformément convergente sur r0,`8r, et les fn sont toutes continues sur cet intervalle. Pourtant,
la limite 1R` n’est pas continue en 0.
On doit se ramener à une convergence uniforme sur un ouvert (relatif, mais ici, A “ R tout entier
donc c’est la même chose). Donc tout ce qu’on peut obtenir ici, c’est la continuité sur R˚

`, qui est
bien vérifiée.
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Méthode 10.2.5 – Étudier la continuité d’une limite

Pour étudier la continuité d’une limite d’une suite de fonctions définies sur A, on étudiera d’abord
la CVU sur A. S’il n’y a pas CVU sur A, on pourra s’intéresser à la CV locale, en décomposant A

comme union d’ouverts relatifs, ou en se ramenant à des segments si A est un intervalle réel.

II.2 Double-limite

La propriété de continuité correspond à une interversion limxÑa / limnÑ`8 :
Si pfnq CVU au voisinage de a P A en lequel les fnq sont tous continus, alors

lim
xÑa

lim
nÑ`8

fnpxq “ lim
nÑ`8

lim
xÑa

fnpxq.

On peut se demander si une telle propriété subsiste au bord du domaine, lorsque a P AzA. Cela reste
valide, mais un peu plus délicat, car la valeur de la double-limite est un peu moins accessible.

Théorème 10.2.6 – Théorème de la double-limite

Soit fn : A Ñ F convergeant simplement vers f , et a P A (éventuellement infini si E “ R). On
suppose que pour tout n P N, fnpxq ›Ñ

xÑa
`n.

Alors p`nq admet une limite ` P F , et
lim
xÑa

fpxq “ `.

Ÿ Éléments de preuve.
La démonstration est hors-programme. Le point délicat est de prouver la convergence de p`nq, car
une fois celle-ci acquise, on peut se ramener au théorème de continuité par prolongement.
On peut en fait assez facilement montrer d’abord que p`nq est bornée (en commençant par majorer
}fn ´ fn0}8, pour un n0 convenable), pour trouver une valeur d’adhérence, puis par ", montrer que
fpxq ›Ñ `. La convergence de la suite p`nq s’en déduit par une propriété d’unicité de la limite de f ,
amenant l’unicité de la valeur d’adhérence de p`nq. est ô

Ainsi, l’existence de limites (finies) `n pour tous les fn assure l’existence d’une limite pour f , égale à la
limite des elln. Ou encore, sous ces hypothèses :

lim
nÑ`8

lim
xÑa

fnpxq “ lim
xÑa

lim
nÑ`8

fnpxq.

C’est donc un théorème d’interversion de limites, comme le théorème de continuité.

Avertissement 10.2.7

Sans hypothèse de CVU, une telle interversion peut être fausse, même si toutes les limites existent.

Exemple 10.2.8

La suite définie par fnpxq “ e´nx sur R˚
` vérifie :

lim
xÑ0`

lim
nÑ`8

fnpxq “ 0 et lim
nÑ`8

lim
xÑ0`

fnpxq “ 1.

II.3 Interversion limite-intégrale

Nous savons déjà que la limite uniforme d’une suite de fonctions fn continues sur un segment ra, bs est
continue, donc intégrable au sens de Riemann. On peut légitimement se demander si son intégrale est
obtenue en passant les intégrales des fn à la limite. Nous montrons dans un premier temps un résultat
un peu plus fort.
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Théorème 10.2.9 – Primitivation d’une limite uniforme de fonctions continues

Soit pfnq une suite de fonctions d’un segment ra, bs dans un e.v.n. E de dimension finie. On suppose
que :

‚ les fn sont continues ;
‚ pfnq converge uniformément vers f sur ra, bs

On définit la suite

Fn : x fiÑ
ª x

a
fnpxq dx, et F : x fiÑ

ª x

a
fpxq dx.

Alors pFnq converge uniformément vers F sur ra, bs.

Ÿ Éléments de preuve.

Remarquer que
››››
ª x

a
fnptq ´ fptq dt

››››
E

§ |b ´ a| ¨ }fn ´ f}8 ô

Corollaire 10.2.10 – Interversion limite uniforme/intégrale

Soit pfnq une suite de fonctions d’un segment ra, bs dans un e.v.n. E de dimension finie. On suppose
que :

‚ les fn sont continues ;
‚ pfnq converge uniformément vers f sur ra, bs

Alors, f est intégrable sur ra, bs et
ª b

a
fptq dt “ lim

nÑ`8

ª b

a
fnptq dt.

Ÿ Éléments de preuve.
Prendre la limite simple en x “ b dans le théorème précédent. ô

Remarque 10.2.11

Ce théorème affirme donc que sous les hypothèses de continuité et de convergence uniforme, on peut

intervertir lim et
ª

, ou, en d’autres termes, « passer à la limite sous l’intégrale » :

ª b

a
lim

nÑ`8
fnptq dt “ lim

nÑ`8

ª b

a
fnptq dt.

Exemple 10.2.12

Soit f la fonction de Bolzano définie dans un exemple précédent. Calculer
ª 1

0
fpxq dx.

Avertissement 10.2.13

‚ L’hypothèse de convergence uniforme est importante.
‚ L’hypothèse de continuité est moins importante, le résultat restant vrai sous la seule hypo-

thèse d’intégrabilité (mais l’intégrabilité de la limite est un peu plus délicate à démontrer)

Exemples 10.2.14
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Soit fn définie sur r0, 1s, pour n • 1, par

fnpxq “

$
’’&

’’%

n2x si x P r0, 1
2n s

n ´ n2x si x Ps 1
2n ,

1
n s

0 si x Ps 1
n , 1s.

Comparer lim
nÑ`8

ª 1

0
fnptq dt et

ª 1

0
lim

nÑ`8
fnptq dt.

Remarque 10.2.15

Le théorème d’interversion limite/intégrale en cas de convergence uniforme peut être vu comme un
cas particulier assez simple du théorème de convergence dominé, appliqué sur un segment à la suite
pfn ´ fq, dominée à partir d’un certain rang par une fonction constante, intégrable sur un segment.

II.4 Dérivabilité et dérivée d’une limite uniforme

Comme pour la continuité, la dérivabilité d’une limite de suite de fonctions pfnq dérivables n’est pas
nécessairement dérivable. Elle peut aussi être dérivable, mais de dérivée différente de la limite (simple)
de la suite pf 1

nq des fonctions dérivées.

Exemples 10.2.16

1. Soit fn définie pour tout n P N˚ sur r0, 1s par

fnpxq “
#
x1` 1

n sin
`
1
x

˘
si x Ps0, 1s

0 sinon.
.

Montrer que pfnq converge uniformément vers une fonction f à déterminer. Montrer que pour
tout n P N˚, fn est dérivable sur r0, 1s, mais pas f

2. Soit fn définie pour tout n P N˚ sur r0, 1s par fnpxq “ xn

n .

Montrer que pfnq converge uniformément vers une limite f , dérivable, mais que pf 1
nq ne

converge pas vers f 1 sur r0, 1s.

Ainsi, même une hypothèse de convergence uniforme, portant sur la suite pfnq, n’est pas suffisante. De
fait, il faut bien une hypothèse de convergence uniforme pour pouvoir intervertir limite et dérivation,
mais elle doit porter sur la suite des dérivées.

Théorème 10.2.17 – Dérivation d’une suite de fonctions

Soit pfnq une suite de fonctions définies d’un intervalle I Ä R dans un e.v.n. F de dimension finie.
On suppose que :

(i) les fn sont de classe C
1 sur I ;

(ii) la suite pfnq converge simplement vers f

(iii) la suite pf 1
nq converge uniformément sur I vers une application g : I Ñ F .

Alors f est de classe C
1 sur I, et pour tout x P I,

f 1pxq “ gpxq “ lim
nÑ`8

f 1
npxq.

L’hypothèse (iii) peut être remplacée par :

(iii’) la suite pf 1
nq converge uniformément sur tout segment inclus dans I.
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Ÿ Éléments de preuve.

Appliquer le théorème de primitivation à la suite pf 1
nq, pour comparer f et x fiÑ fpaq `

ª x

a
gpxq. ô

Par récurrence, on obtient facilement la version pour la classe C
p

Théorème 10.2.18 – Classe C
p d’une limite

Soit pfnq une suite de fonctions définies d’un intervalle I Ä R dans un e.v.n. F de dimension finie,
et p P N. On suppose que :

(i) les fn sont de classe C
p sur I ;

(ii) pour tout k P J0, p ´ 1K la suite pf pkq
n q converge simplement ;

(iii) la suite pf ppq
n q converge uniformément sur I.

Alors la limite simple f de la suite pfnq est de classe C
p sur I, et pour tout x P I, et tout k P J0, pK,

f pkqpxq “ lim
nÑ`8

f pkq
n pxq.

L’hypothèse (iii) peut être remplacée par :

(iii’) la suite pf ppq
n q converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

III Séries de fonctions

Le but de cette section est d’adapter les résultats obtenus pour les suites de fonctions au cas des séries
de fonctions. Comme dans le cas numérique, on peut obtenir certains critères de convergence simple ou
uniforme ne nécessitant pas de connaître la limite. Cela donne une bien meilleure efficacité que le point
de vue des suites.
On pourra en bénéficier pour l’étude des suites de fonctions, puisque, comme dans le cas numérique,
l’étude d’une limite de suite de fonctions pfnq se ramène à l’étude de la série télescopique

∞
fn ´ fn´1.

III.1 Modes de convergence

On se donne E un espace vectoriel de dimension finie, F un e.v.n. de dimension finie, et A une partie de
E, ainsi qu’une suite pfnqnPN de fonctions de A dans F .
On note, pour tout x P A, et tout n P N,

Snpxq “
nÿ

k“0

fkpxq

les sommes partielles de la série
∞

fn. Soit également B Ä A.

Définition 10.3.1 – Convergence simple, convergence uniforme

‚ La série
∞

fn converge simplement si la suite des sommes partielles pSnqnPN converge sim-
plement.

‚ La série
∞

fn converge uniformément sur B si la suite des sommes partielles pSnqnPN converge
uniformément sur B.

En cas de convergence simple sur B, on notera dans la suite du chapitre

@n P N, @x P B, Rnpxq “
`8ÿ

k“n`1

fkpxq.

les restes de la série
∞

fn.
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Proposition 10.3.2 – Caractérisation de la CVU par le reste

On suppose que
∞

fn converge simplement sur B. Alors
∞

fn converge uniformément sur B si et
seulement si Rn converge uniformément vers 0 sur B.

Il suffit donc de majorer Rnpxq par une suite indépendante de x, et tendant vers 0. Le plus naturel est
d’essayer de majorer la série en normes, ce qui nous ramnène à la définition suivante

Définition 10.3.3 – Convergence normale

La série
∞

fn converge normalement (sur A) si pour tout n P N, fn est bornée, et si
∞ }fn}8

converge.

Remarque 10.3.4

1. Autrement dit, la convergence normale correspond à la convergence absolue de la série dans
pBpA,F q, } ¨ }8q.

2. En pratique, la convergence uniforme, ou la convergence normale, seront souvent obtenues
sur des sous-parties B adéquates, comme dans le cas des suites de fonctions. Ce sera en
général suffisant pour obtenir les propriétés de continuité.

Théorème 10.3.5 – CVN implique CVU

On suppose que les fn sont bornées sur A. Alors si
∞

fn converge normalement sur A, elle converge
uniformément sur A.

Ÿ Éléments de preuve.
Le reste de la série des normes est indépendant de x, tend vers 0, et majore }Rnpxq}. ô

Remarque 10.3.6

Il suffit, pour utiliser ce théorème, que les fn soient bornées à partie d’un certain rang n0, et que∞
n•n0

fn soit normalement convergente.

Exemples 10.3.7

1. Montrer que
∞ xn

n! converge uniformément sur r´A,As, pour tout A P R`.

2. Montrer que
∞
n•1

1
x2`n2 converge uniformément sur R.

3. Soit ⇣ la fonction de Riemann, définie par

⇣pzq “
`8ÿ

n“1

1

nz
.

Montrer que ⇣ est définie sur D “ tz P C | |z| ° 1u, et que la somme définissant ⇣ est
uniformément convergente sur Da “ ttz P C | |z| ° 1u, pour tout a ° 1.

Méthode 10.3.8 – Montrer qu’une CV n’est pas normale, ou pas uniforme

1. Pour montrer que
∞

fn ne CV pas normalement sur A,
‚ D’abord, regarder si les fn sont bornées (au moins àpcr) ;
‚ si c’est le cas, trouver pxnq P AN telle que

∞
fnpxnq diverge.

‚ On peut aussi calculer explicitement }fn}8 (c’est dans certains cas évident, dans d’autres,
on peut faire une étude de fonctions) pour se ramener à une série numérique.

2. Pour montrer que
∞

fn ne CV pas uniformément, c’est un peu plus délicat.
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‚ Trouver pxnqnPN P AN tel que pRnpxnqq ne tend pas vers 0.
‚ On peut aussi contredire l’une des propriétés qui devrait être vérifiée en cas de CVU (par

exemple la continuité de la somme).

Exemples 10.3.9

1.
∞ xn

n! ne converge pas normalement sur R.

2.
∞ xn

n ne converge pas normalement sur s ´ 1, 1r.
3.

∞
xe´nx converge simplement sur R`, mais pas normalement.

4. Les trois séries précédentes ne sont pas non plus uniformément convergentes sur les intervalles
donnés.

5. La somme définissant ⇣ n’est pas uniformément sur s1,`8r.

Avertissement 10.3.10

La CVN n’est pas une condition nécessaire à la CVU. Une série peut converger uniformément sur
un ensemble A sans y converger normalement. Nous donnons des exemples, après avoir donné des
méthodes pour gérer cette situation.

Méthode 10.3.11 – Justifier une CVU sans CVN

1. Majorer Rnpxq par les moyens du bord (éventuellement voir des compensations entre des
termes consécutifs)

2. Un cas particulier important est le cas des séries alternées : Si pour tout x P N,
∞

fnpxq est
une série alternée, on est ramené à l’étude de la CVU de fn vers 0.

3. Une autre méthode consiste à faire une transformation d’Abel, ce qui s’apparente à une
intégration par parties discrète. Cela permet de gérer le cas de

∞
anpxqbnpxq, lorsque on

connaît la CVU de
∞

bnpxq. En notant Rnpxq le reste de cette série, on peut réécrire bn “
Rn´1 ´ Rn, et réindexer de sorte à regrouper les Rn.

4. On fait aussi parfois des transformations d’Abel avec les sommes partielles en écrivant bn “
Bn ´ Bn´1. Cela peut être efficace lorsque les sommes partielles pBnq sont (uniformément)
bornées, sans être convergentes.

Exemples 10.3.12

1. Montrer que
∞ p´1qnxn

n converge uniformément sur r0, 1s, mais pas normalement.

2. Montrer que
∞

cospnq xn?
n

est uniformément convergente sur r0, 1s.
3. Monter que

∞ cospnxq
n converge uniformément sur r", 2⇡ ´ "s.

III.2 Régularité et interversions sur des sommes uniformes

On adapte dans cette section les résultats démontrés dans le cadre des suites. Dans la pratique en général,
on tentera d’abord de démontrer la convergence normale sur des sous-parties adéquates de A, et sinon,
on se ramènera aux études précédentes pour l’étude de la converge uniforme.

Théorème 10.3.13 – Continuité d’une somme infinie

Soit
∞

fn une série uniformément convergente sur A. Si pour tout n P N, fn est continue sur A,

alors
`8∞
n“0

fn est continue sur A.

Le théorème de la double limite s’adapte en un théorème d’interversion lim /
∞

.
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Théorème 10.3.14 – Passage à la limite sous
∞

Soit
∞

fn une série uniformément convergente sur A et f “
`8∞
n“0

fn. Soit a P A. On suppose que

pour tout n P N, fnpxq Ñ `n P F . Alors
∞

`n converge, et f admet une limite en a, égale à

lim
xÑa

fpxq “
`8ÿ

n“0

fnpxq.

En d’autres termes,

lim
xÑa

`8ÿ

n“0

fnpxq “
`8ÿ

n“0

lim
xÑa

fnpxq.

Exemples 10.3.15

1. Déterminer lim
xÑ`8

1

x2 ` n2
.

2. Déterminer lim
xÑ`8

⇣pxq.

Théorème 10.3.16 – Intégration terme à terme sur un segment

Soit pfnq une suite de fonctions d’un intervalle I à valeurs dans un e.v.n. F de dimension finie, et
soit a P I.

1. Si
∞

fn est uniformément convergente sur I, alors

x fiÑ
`8ÿ

n“0

ª x

a
fnptq dt

converge uniformément sur I vers x fiÑ
ª x

a

`8ÿ

n“0

fnptq dt.

2. En particulier, si
∞

fn est uniformément convergente sur ra, bs,
ª b

a

`8ÿ

n“0

fnptq dt “
`8ÿ

n“0

ª b

a
fnptq dt.

Exemples 10.3.17

1. Montrer que pour tout x P r´1, 1r,

lnp1 ` xq “
`8ÿ

k“1

p´1qk`1xk

k
.

2. À l’aide de l’exemple précédent, calculer
ª 1

0

lnp1 ´ xq
x

dx. On admettra que ⇣p2q “ ⇡2

6
.

Théorème 10.3.18 – Dérivation terme à terme

Soit pfnq une suite de fonctions d’un intervalle I dans F , telles que :

(i) les fn sont de classe C
1 sur I ;

(ii) la série
∞

fn converge simplement ;

(iii) la série
∞

f 1
n converge uniformément sur I.



III Séries de fonctions 165

Alors S “ ∞
fn est de classe C

1 sur I, et pour tout x P I,

S1pxq “
`8ÿ

n“0

f 1
npxq.

L’hypothèse (iii) peut être remplacée par :

(iii’) la série
∞

f 1
n converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

Ce théorème permet donc de dériver une série terme à terme (sous les hypothèses idoines).

Théorème 10.3.19 – Classe C
p d’une série

Soit pfnq une suite de fonctions d’un intervalle I dans F , et p P N. On suppose que :

(i) les fn sont de classe C
p sur I ;

(ii) la série
∞

fn converge simplement ;

(iii) la série
∞

f ppq
n converge uniformément sur I.

Alors S “ ∞
fn est de classe C

p sur I, et pour tout x P I, et tout k P J0, pK,

Spkqpxq “
`8ÿ

n“0

f pkq
n pxq.

L’hypothèse (iii) peut être remplacée par :

(iii’) la série
∞

f ppq
n converge uniformément sur tout segment inclus dans I.

Exemples 10.3.20

1. Montrer que ⇣ est dérivable à tout ordre sur R˚
`, et exprimer sa dérivée à tout ordre sous

forme d’une somme.

2. Montrer que pour tout x Ps ´ 1, 1r, et tout n P N,

`8ÿ

k“0

pk ` nq . . . pk ` 1qxk “ n!

p1 ´ xqn`1
.

On retrouve ainsi la formule du binôme négatif, déjà établie par récurrence en utilisant des
produits de Cauchy.

III.3 Techniques asymptotiques

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques pistes, non exhaustives, pour l’étude asymptotique des
sommes de séries de fonctions, au bord de leur domaine.

Méthode 10.3.21 – Déterminer une limite

1. L’outil à privilégier, si possible, est le théorème de la double limite (interversion limite /
somme). Attention au fait qu’on ne l’a donné que dans le cas où toutes les limites sont dans
F (pas de limite infinie).

2. Pour montrer qu’on a une limite infinie au bord du domaine, procéder par minoration. Dans
le cas où les séries sont positives, on pourra commencer par minorer une somme partielle
puis passer à la limite.

3. On pourra aussi minorer terme à terme de sorte à se ramener à des séries dont l’étude est
plus simple.
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Exemple 10.3.22

Déterminer la limite de ⇣ quand x Ñ 1`.

La méthode utilisée peut s’exprimer sous forme d’une proposition, mais la démonstration doit être remise
en oeuvre à chaque fois.

Proposition 10.3.23 – Limite infinie au bord du domaine, HP

Soit pfnq une suite de fonctions définies de ra, bs dans R. On suppose que :

(i) pour tout n P N, fn • 0,

(ii)
∞

fn converge (simplement) sur sa, bs,
(iii)

∞
fnpaq diverge.

Alors lim
xÑa`

`8ÿ

n“0

fnpxq “ `8.

Cela s’adapte bien sûr aussi pour la borne supérieure de l’intervalle.

Méthode 10.3.24 – Trouver un équivalent

1. On peut deviner un équivalent. Par exemple en remplaçant le terme général par un terme
qui lui est proche asymptotiquement. Dans ce cas,
‚ on peut diviser par l’équivalent suspecté (ou son ordre de grandeur sans la constante) et

essayer de se ramener au théorème de la double limite ;
‚ Si les ordres de grandeurs des différents termes de la série sont très différents au voisinage

du point considéré, (si on a une décroissance rapide de ces ordres de grandeur), il se peut
que la somme partielle fournisse un développement asymptotique. C’est ce qui se passe
par exemple avec les séries entières

∞
anxn en 0, comme on le verra. Cela permet de

deviner les équivalents successifs, et donc de se ramener au premier point ci-dessus.

2. Dans le cas où pour tout x, fnpxq “ gpn, xq où g est définie sur ra,`8rˆI, et est monotone
par rapport à sa première variable (la deuxième étant fixée), on pourra faire une comparaison
avec une intégrale.

3. Dans certains cas, on peut essayer, à l’aide de développements asymptotiques, de se ramener
à des séries classiques qu’on sait expliciter.

Exemples 10.3.25

1. Équivalent en `8 de ⇣pxq ´ 1. Développement asymptotique à 3 termes de ⇣ en `8
2. Équivalent en 0 de ⇣pxq.

3. Équivalent en `8 de
`8ÿ

k“0

1

x2 ` t2
.

4. Équivalent en `8 de
`8ÿ

n“0

panxqn
n!

, où an “ p2n ` 1q 1
n`1 . On pourra faire un développement

asymptotique de an.

IV Approximations uniformes

IV.1 Principes généraux
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Définition 10.4.1 – Approximation uniforme à " près

Soit f : A Ñ F une application d’une partie A de E dans l’e.v.n. de dimension finie F . On dit que
g : A Ñ F est une approximation uniforme de f à " près si }g ´ f}8 § ".
On dira que g est une "-approximation uniforme de f .

Remarque 10.4.2

Cela implique implicitement que g ´ f doit être borné ; mais g et f ne le sont pas nécessairement.

Exemple 10.4.3

La fonction x fiÑ x2 est une approximation uniforme à " “ 1
100 près de x fiÑ x2 ` 1

100 sinpxq sur R.

On cherche à savoir si une fonction f donnée peut être approchée uniformément arbitrairement proche
par des fonctions d’un certain type.

Définition 10.4.4 – Approximation uniforme par un ensemble de fonctions

Soit G une partie de EA. On dit que f : A Ñ E peut être approchée uniformément par des fonctions
de G si et seulement si pour tout " ° 0, il existe g P G telle que g soit une "-approximation uniforme
de f .

Exemple 10.4.5

On dit que f : R Ñ R est en escalier si elle est en escalier sur tout ra, bs. On remarquera par exemple
que x fiÑ txu est alors en escalier sur R (mais non bornée). En effet, contrairement au cas d’une
fonction en escalier sur un segment, on peut avoir une infinité de paliers.
Soit L ° 0. Montrer que toute fonction L-lipschitzienne f : R Ñ R peut être approchée uniformé-
ment par des fonctions en escalier.

Remarque 10.4.6

1. Si G Ä BpA,Rq, alors les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) f peut être approchée uniformément par des fonctions de G

(ii) f P G (pour la norme } ¨ }8).

Dans ce cas, f est nécessairement aussi bornée.

2. Ainsi, si F ,G Ä B, les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) tout f de F peut être approché uniformément par des fonctions de G ;
(ii) G est dense dans F (pour la norme } ¨ }8).

Proposition 10.4.7 – Caractérisation séquentielle

Une application f peut être approchée uniformément par des applications de G ssi il existe une suite
pgnq P G

N telle que pgnq converge uniformément vers f .

IV.2 Approximations uniformes classiques

On généralise la définition des fonctions en escalier, vues dans le cadre de fonctions à valeurs dans R ou
C. On rappelle que F est un e.v.n. de dimension finie.
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Définition 10.4.8 – Fonctions en escalier

La fonction f : ra, bs Ñ F est une fonction en escalier s’il existe une subdivision

↵ “ �0 † ¨ ¨ ¨ † �n “ b

de ra, bs telle que f est constante sur chaque intervalle s�i,�i`1r de la subdivision.
On note Escpra, bs, F q l’ensemble des fonctions en escalier sur ra, bs, à valeurs dans F .

Un premier théorème d’approximation uniforme a déjà été vu dans le cas réel au moment de définir
l’intégrale de Riemann.

Théorème 10.4.9 – Approximation uniforme de C
0 par Esc

Les fonctions continues sur un segment ra, bs à valeurs dans un e.v.n. F de dimension fini peuvent
être approchées uniformément par des fonctions en escalier sur ra, bs.
Autrement dit, Escpra, bs, F q est dense dans C

0pra, bs, F q.

Ÿ Éléments de preuve.
Cela provient de la continuité uniforme de f , issue du théorème de Heine. On peut alors considérer
une subdivision régulière suffisamment fine. ô

On note C
0
M pI,Cq l’ensemble des applications continues par morceaux de I dans R.

Corollaire 10.4.10 – Approximation uniforme de C
0
M par Esc

Les fonctions continues par morceaux sur ra, bs peuvent être approchées uniformément par des
fonctions en escalier sur ra, bs.
Autrement dit, Escpra, bs, F q est dense dans C

0
M pra, bs, F q.

Ÿ Éléments de preuve.
Approcher uniformément f sur chaque part d’une subdivision associée (on peut à chaque fois pro-
longer fs�i,�i`1r par continuité pour se ramener à une fonction continue sur un segment). ô

Un autre théorème est nettement plus délicat à obtenir. Sa démonstration est de fait hors-programme. On
rappelle que K “ R ou C. Pour S une partie de R, on note KSrxs l’ensemble des fonctions polynomiales
à coefficients dans K, restreintes à S.

Théorème 10.4.11 – théorème d’approximation uniforme de Weierstrass

Toute fonction f continue sur un segment ra, bs peut être approchée uniformément par des fonctions
polynomiales à coefficients dans K, définies sur ce segment.

Autrement dit, en notant S “ ra, bs, KSrxs est dense dans C
0pS,Kq.

Ÿ Éléments de preuve.
Hors-programme. On le verra peut-être en DM. ô

Corollaire 10.4.12 – Approximation par des fonctions C
8

Toute fonction f : ra, bs Ñ K peut être approchée uniformément par des fonctions de classe C
8.

Ÿ Éléments de preuve.
Les fonctions polynomiales sont de classe C

8. ô


