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Exercice 1 — L’objet de cette exercice est l'étude de suites définies par une récurrence du type unyo = f (%) ,

pour tout n € N, f étant une certaine fonction définie sur un intervalle J de R.

1. Quelques propriétés générales
(a) Soit I un intervalle tel que I = J. Montrer que si I est un intervalle stable par f et si ug et u; sont dans I,
alors pour tout n € N, u,, € I.
(b) Montrer que si I est un intervalle stable par f, si f est croissante sur I, et si ug, u1, us sont dans I et
vérifient ug > u; > ug, alors la suite (un)nen est décroissante

(¢) Montrer que si u; = f(ug), alors pour tout n € N, u, 11 = f(up).

On s’intéresse maintenant au cas ot f est donné par f : x — %sinaﬁ.

2. Ecrire une fonction en Python prenant 3 paramétres a, b et n correspondant respectivement aux deux termes
initiaux ug et u1, et & un indice n € N, et calculant w,, (on rappelle qu'ici, f = %sin).

3. Etude générale de la récurrence définie par

1 U + Lginu

(a) Montrer que [0, 1] est stable par f. On suppose désormais que ug et u; sont dans [0, 1].
(b) Justifier que pour tout n > 0,
1 1

Upt2 S Zu’nri'l + gun

(c¢) En déduire la limite de wu,,.

4. Etude d’un cas particulier.

On suppose toujours que f = %sin, et on suppose de plus que ug = § et uy =

N

(a) Justifier que pour tout n € N, u, 1 = %Sin Upy -

(b) Justifier que (u,) est décroissante, de limite nulle.

¢) Montrer que pour tout a € [0, 5[, il existe N € N tel que pour tout n = N, u, = a" " un.
Mont tout a € [0, 1[, il existe N € N tel tout n > N, u, = a" ™V

Exercice 2 —

. . . . 2u, + 4
Soit @ € R. Soit (u,) une suite définie par ug = a et pour tout n € N, w13 = ———

Up — 1
1. Etude de l’existence de (Un)neN

2 4
v . est une bijection de R\{1} dans R\{2}, et exprimer explicitement sa réciproque g.

(a) Justifier que f : z —

(b) Soit (v,) la suite définie par vg =1 et v,11 = g(vy,).
Montrer que (u,,) est bien définie si et seulement si pour tout k € N, a # vy.
(c¢) En étudiant les variations de g sur l'intervalle | — oo, 2[, dont on justifiera qu’il est stable par g, étudier les

variations des suites (vay,) et (vapy1).



(d)

Déterminer les points fixes de go g, et en déduire que (vy,,) est convergente. Quelle est la valeur de sa limite ?

2. Convergence de (u,)

On suppose dans toute cette question que a ¢ {vk, k € N}. Ainsi, la suite (u,) est bien définie.

(2)

Déterminer les points fixes de f et de fo f.
Etudier les variations de f et montrer que |1, +00[ est un intervalle stable par f.

Supposons a €]1, +oo[. Etudier la monotonie de (ugy) et (u2,41). En déduire que (u,,) converge, et préciser
sa limite.
Supposons a €] — 00, —5[. Justifier 'existence de la limite de (u, ), et donner sa valeur.

Supposons a e]%, 1[. Justifier I'existence de la limite de u,, et donner la valeur de sa limite.

Supposons a €] — 5, 7[, a # —1, et supposons que pour tout n € N, u,, €] — 5, 7[. En étudiant le signe de
x — fo f(x) — z, étudier les variations de (us,), et aboutir & une contradiction. Que peut-on dire de la
limite de (u,) lorsque a €] — 5, 1[?

Effectuer une synthése des résultats précédents.

3. Etude de la vitesse de convergence de (up,) On suppose que a > 1 et a # 4.

(a)

(b)
(c)

(d)

Justifier qu’il existe une suite (¢x) de réels convergeant vers 4 telle que, pour tout n € N*,

n

n—4=(ug—4) [ ] f(cx).

k=1

Montrer que hm 2 In|f'(ck)| = In < )

En déduire l’ex1stence d une suite (w,) telle que w,, = o(n), et

2 n
VneN, |u, —4|= <3> evn.

En déduire que :

2 2
Yr > §7 ‘Un 74| = O(Tn) et Vre [Oa 5[7 r’t = 0(|u” - 4‘)

Probléme — (Etude asymptotique d’une suite récurrente et d’une série associée)

On définit une suite réelle (up )nen par :

ug = 0 et, pourn =1, up =+/n+ Up_1.

On admettra dans ce probléeme que pour tout p € N, pour tout x € R,

+00 |
MNm+1)---(n+p)a” = (1_13% (formule du binome négatif ).
k=0

Cette formule affirme qu’on peut dérivée la série géométrique terme a terme. On généralisera ce résultat dans un
chapitre ultérieur.

Partie I — Etude asymptotique de la suite (u,)

1. Montrer que pour tout entier n € N, u,, = /n.

2. Montrer que :

VzeR", x < =(1+ux).

l\D\H

L1 . Ug . U
3. En déduire que pour tout entier n € N, u,, < n + —, puis que (—") converge vers 0.
n /nz=1

2

4. Montrer que u, ~ /1
+00

5. A T'aide d’un développement limité en 0 de 4/1 + x, montrer qu’il existe une constante ¢ qu’on déterminera,
telle que

Un, :OO\/H+(:+0(1).



6. En déduire un développement asymptotique a la précision o ( \F) de u,, puis un développement asymptotique

a la précision o (%)

Pour pouvoir poursuivre le probléme, on supposera qu’on a trouvé

1 1 1 1
u"+_oc\/ﬁ+2+8\/ﬁ4n+o<n)'

7. Montrer que (u,) est croissante a partir d’un certain rang, et que (%) est décroissante & partir d’un certain
rang.
8. (a) Quelle est, selon la valeur de a € R, la nature de la série de terme général u ?
(b) Quelle est, selon la valeur de « € R, la nature de la série de terme général (—1)"u® ? On précisera les cas de
convergence absolue et de semi-convergence.

Partie IT — Equivalent d’une série

On pose, lorsque la série converge, f(x Z upz™, et g(x Z Vnx™.

1. Déterminer les domaines de deﬁmtlon de f et g, et préciser pour quelles valeurs la convergence est absolue.

2. Montrer que f(z) — +o0.
rz—1—

3. Soit (ay) et (by,) deux suites positives telles que a, +~ . On suppose que A(x Z apx” est définie (au
0
k=0
moins) sur | — 1,1[ et que A(z) — +o0.
rz—1-

+oo
(a) Montrer que B(z) = Z bpz™ est définie au moins sur | — 1, 1.

k=0

(b) Soit € > 0. Montrer qu’il existe ng tel que

vz €]0, 1],

Zanx be

n>ngo n>ngo

(c¢) En déduire que A(z) ~ B(z).

4. (a) Justifier que pour tout z €] — 1,1,

g(:L’)2 ~a ) (n+1)(n+2)z"

On exprimera a sous forme d’une intégrale (qu’on ne demande pour le moment pas de calculer)

(c) En déduire qu’il existe une constante 8 qu’on exprimera en fonction de «, telle que
s
flx) ~—.
() 1= (1-— x)%

(d) Calculer b.

Partie IIT — Développement asymptotique de f(z)

On cherche a calculer le terme suiwant du DA de f au voisinage de 17. Pour cela, il faut estimer la vitesse de
convergence de la somme de Riemann utilisée dans le calcul précédent, ce qui n’est pas complétement immédiat, car la
fonction considérée n’est pas de classe C* sur tout lintervalle d’intégration.

1. Soit n pair. On pose n = 2m. On pose h : z — /(1 — x).



(a) Justifier que

k=1 0 k=1
et que
1 k 1 1%k
=) h<> \f hz) de < — ) h()
n n 1 n n
k=m+1 2 k=m

(b) En déduire que

1
< — sup h(x).
T 2ef0,1]

f h(t) dt

0

2
2. On suppose n impair, et on pose n = 2m + 1.
1% (k " 18 [k
=3 h(> <J h(z) dz<2h<>
n = n 0 n n

1 n—1 1 1 n—1

- h (k) < f h(z) do < — h <k>

n n m+1 n n
k=m+2 ) 1

n

(a) Justifier que

et que

(b) En déduire que

0

iéh(f&) —Llh(t) dt+o<i>.

On admet que sous les hypotheses de la question I11-3, si on remplace a., Ios by, par b, = O(ay), alors B(x) = O(A(x)),
[o0]

:Lnilh (i) ) at

3. Montrer que

et de méme pour o. La preuve est similaire a celle qu’on a donnée pour l’équivalence.

4. Montrer que g(z) = i _ﬁx)g +0 ((1 _11:); >
1

5. En déduire le DA de f(x) au voisinage de 1~ a la précision o <1> (on pourra l'exprimer en fonction de (3

et ¢ si on n’est pas parvenu a déterminer cette constante).



